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Resumen

Se muestra cdmo una economia pobre puede gjustar sus tasas de inversion en capital fisico
y humano para acanzar €l nivel de vida de una economiarica en € largo plazo. Asi, se
deduce una regla de inversién para el modelo de Solow ampliado. La regla de inversién
gjusta las tasas de inversion en capital fisico y humano para que la economia pobre pueda
alcanzar los acervos deseados del capital fisico y humano por trabajo eficiente del paisrico.
Se muestra analiticamente como la economia pobre converge a los niveles deseados. Se
modificalareglade inversion para que el modelo pueda ser consistente con las velocidades
de convergencia observadas empiricamente.
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I ntroduccién

El modelo de Solow predice la convergencia absoluta cuando dos economias son
iguales en sus parametros estructurales, pero diferentes en su nivel de ingreso por
habitante. Asi, € pais pobre tendrd un producto marginal del capital mayor al de €l
pais rico, esto producira que la tasa de crecimiento del ingreso por habitante de la
economia pobre sea mayor alade laeconomiarica, por lo tanto, en € largo plazo,
el ingreso por habitante del pais pobre convergeraal del paisrico. Pero cuando dos
economias son diferentes en sus parametros estructurales, el modelo de Solow no
predice la convergencia absoluta, pero si la convergencia condicional. En este caso,
las economias se dirigen a diferentes niveles de ingreso por habitante y cada una
crecerd mas rapido entre mas algjada se encuentre de su estado estacionario. El
modelo de Solow ampliado con capital humano, ya sea con unatasa de inversion
total o con tasas de inversion para cada clase de capital, también predice la con-
vergencia absoluta para economias homogéneas y la convergencia condicional
para economias heterogéneas. En este articulo, se muestra cOmo una economia
pobre puede gjustar sus pardmetros estructurales para alcanzar €l nivel de vida
del paisrico en €l largo plazo.

En la literatura empirica del crecimiento econémico, se ha probado la
hip6tesis de convergenciaabsol uta. Por gemplo, parael periodo 1870-1960, Pritchett
(1997) muestra que las economias capitalistas avanzadas (17 paises) crecieron a
unatasa promedio anual del ingreso por habitante de 1.5%, mientras que las econo-
mias menos desarrolladas (28 paises) crecieron 1.2%. Para el lapso 1960-1979, las
tasas de crecimiento fueron de 3.2% y 1.5% para los paises avanzados y menos
desarrollados, respectivamente. Para |os afios 1980-1994, |as tasas fueron de 2.5%
paralos paises ricos y 0.34% para | os paises pobres. Por o tanto, Pritchett conclu-
ye que hasido €l tiempo de la gran divergencia.

Asimismo, lahipétesis de convergenciaabsol uta entre economias se prue-
ba determinando si, larelacion entre latasa de crecimiento promedio para el perio-
do en estudio y € ingreso por habitante al comienzo del mismo es negativa. Asi,
paralos afios 1960-2000, Barro y Sala-i-Martin (2004) muestran que larelacion es
positiva para 114 paises, por lo tanto, la hipétesis de convergencia absoluta a nivel
mundial es rechazada; sin embargo, la convergencia absoluta para 18 economias
avanzadas es aceptada. Ademaés, €llos muestran la existencia de convergencia abso-
luta a nivel regional, por ejemplo, para un conjunto de regiones europeas, paralos
estados de los EUA y para las prefecturas de Japon. Fina mente, estos autores han
encontrado fuerte evidencia de convergencia condicional (véase también Durlauf,
Johnson y Temple, 2004).
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En la literatura del crecimiento econdémico, también se ha estudiado la
evolucion de ladistribucion mundial del ingreso. Quah (1993) ha calculado la dis-
tribucién del ingreso por trabajador de todos los paises relativo alos EUA (véase
también Jones, 1997). En 1960, la distribucion era unimodal, es decir, muchos
paises con ingreso medio que se agrupaban alrededor del centro. Para 1988, la
distribucion era binomial, en donde habian desaparecido |os paises de ingreso me-
dioy emergieron dos grupos. uno con ingresos altos y otro con ingresos bagjos.
Esto esinterpretado como la existencia de clubes de paises, en donde paises cerca
Nos en su ingreso convergen entre ellos y paises |gjanos en su ingreso divergen. Es
decir, los paises ricos permanecen ricos y los paises pobres permanecen pobres
(véase también Quah, 2006).

Sin embargo, los resultados sobre la distribucion mundia del ingreso por
trabajador y sobre convergencia absol uta pueden cambiar, si se consideraque India
y China han crecido mas que las economias ricas en € periodo 1970-2000 y que
ellos representan aproximadamente 40 % de la poblacion mundial. Jones (1997) ha
calculado la distribucién del ingreso por trabajador relativo a los EUA ponderada
por la poblacion. Asi, launidad de observacion es una persona en lugar de un pais.
Comparando la distribucién por trabajador ponderada por la poblacién de 1960 y
de 1988, Jones observa una cierta mejoria de los mas pobres. Del mismo modo,
Saa-i-Martin (2006) muestra que larelacion entre la tasa de crecimiento promedio
1970-2000 y € logaritmo del ingreso por habitante en 1970 ponderado por la po-
blacién, es aparentemente negativa. Asi, este autor sefiala cierta convergencia ab-
soluta a nivel mundial.

La falta de evidencia para la convergencia absol uta entre paises a nivel
mundial podria deberse a que las economias pobres de lento crecimiento, han re-
gistrado bajas tasas de inversion en capital fisico y humano, asi como otras defi-
ciencias estructurales. Dado que el modelo de Solow ampliado predice la
convergencia absoluta entre economias homogéneas, una economia pobre de lento
crecimiento podra converger a nivel de vida de un pais rico en € largo plazo, s
lograigualar sustasas de inversion en capital fisico y humano alos de la economia
rica, ademas de eliminar |as otras deficiencias estructurales.

En este articulo, se plantea el caso de una economia pobre la cual posee
tasas de inversion en capital fisico y humano menores a las del pais rico, mientras
gue los demés parametros estructurales son iguales. Adicionalmente, €l pais pobre
desea acanzar € nivel de vida de la economiaricaen €l largo plazo. Pararesolver
este caso, se deduce unaregla de inversion para el modelo de Solow ampliado con
tasas deinversion en capital fisico y humano (véase Mankiw, Romer y Well, 1992).
L astasas deinversién mencionadas se gjustan para que la economia pueda alcanzar
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el ingreso por habitante deseado. Asi, éstas son las variables que controlan lading
micade laeconomiay lareglade inversién las aumentara en €l tiempo, paraque la
economia pueda obtener |os valores deseados de capital fisico y humano por traba-
jo €eficiente de la economiarica. Una vez a canzados los acervos deseados, la eco-
nomialogratener el ingreso por trabajo eficiente deseado del paisrico. En € estado
estacionario, cuando €l pais pobre alcanza a rico, la regla de inversién igualara
las tasas de inversion en ambas economias. Se utiliza la técnica de linealizacion
por retroalimentacion con objetivo de seguimiento para el disefio de laregla de
inversion.

El articulo esta organizado de la siguiente manera, en la primer sec-
cion se presenta el modelo de Solow ampliado y sus propiedades dinamicas. En
la segunda parte se desarrolla nuestro modelo y finalmente se presentan las
conclusiones.

1. El modelo de Solow ampliado

En esta seccidn se describe & modelo de Solow ampliado con capital humano y se
realiza una breve descripcion de éste, cuando la tasa de ahorro es endégenay Opti-
ma. La caracteristicaprincipal del modelo de Solow es su funcion de produccion la
cual posee rendimientos decrecientes en cada uno de los factores. Mankiw, Romer
y Weil (1992) proponen una funcién de produccién con rendimientos decrecientes
en el capital fisico, el capital humano y € trabgo. Al igual que en el modelo de
Solow, se considerala existencia de un s6lo sector en laeconomiay ésta es cerrada.
La funcién de produccién es Cobb-Douglas:

Y = KYHP (AL)1oP

Endonde Y es el ingreso, K es & acervo de capital fisico, H es e acervo de capita
humano, A es e nivel de latecnologia, L es el trabgjoy a, By 1-a—son las
participaciones de K, H y L respectivamente. Se considera que €l trabajo crece a
unatasaexdgenan, asi L=e™. De lamismamanera, € progreso técnico variaauna
tasaexdgenag, asi A= €%, El término AL es€l trabajo eficientey variaaunatasan
+ g. Considerando la acumulacién de capital humano, larestriccién agregada de la
economia es:

Y:C+K'+H'+6(K+H)
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Endonde K = dK / dt y H son lasinversiones netas en K y H respectivamente. Se

supone que €l capital fisico y humano se deprecian alamismatasa, 6. Note que una
unidad de consumo puede ser transformado sin costo en una unidad de capital
fisico 0 en una unidad de capital humano. Considerando que €l ahorro, S, esigua a
lainversion brutatotal, I, larestriccién agregada de la economia se puede reescribir
(S=Y-C=1) como:

=K+ 6K+H + 6H

En & modelo de Solow, lainversion brutaen capital fisico esunafraccion
constante del ingreso:

K.+5K=SKY

en donde s« es exdgena. También, se considera que una proporcion constante del
ingreso es invertida en capital humano:

$4Y= H+ 8H

En donde lafraccién sy es exdgena. Para solucionar € modelo, es conve-
niente definir las variables del modelo en términos de trabajo eficiente. Asi, y =Y/
AL esingreso por trabgjo eficiente, k=K / AL esé€l capital fisico por trabajo eficien-
tey h=H /AL esdl capita humano por trabajo eficiente. Por tanto, la funcion de
produccion por trabajo eficiente es:

y=kh D

Larestriccion agregada de la economia en términos de trabajo eficiente es:

Y= CHK R+ 8+ n+g) (k+ ) @

En donde ¢ es e consumo por trabajo eficiente. Las ecuaciones de acu-
mulacion del capital fisico y humano en términos de trabajo eficiente son:
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K =sckPhP-(8+n+g)k ©)

h =sk7hP-(5+n+g)h (%)

Por lo tanto, el modelo esta formado por las ecuaciones (3) y (4). Con-
siderando que k=0 y h=0end estado estacionario, los valoresde ky h en €

estado estacionario son:;

1

. | SEPE |1a-p
e (5)
o+n+g
1
he = sish® |la-p ©)
J+n+g

Con estosvaloresdek’ y h', se obtiene el ingreso por trabgjo eficiente en el
estado estacionario, y' = k'@ h*? (los valores de estado estacionario se denotan con
un *). Observe que d estado estacionario esta determinado por |os pardmetros es-
tructurales del modelo (s¢, 4,0 , n, Yy g). Asmismo, losvaoresdek’, h"y y* son
constantes, sin embargo, €l capital fisico por trabajador, € capital humano por traba
jador y & ingreso por trabajador estan creciendo alatasa g en e estado estacionario.
Por medio de la Ecuacion (5), se observa que existe unarelacion positivaentre k™ y
S S4 , Y unarelacion negativaentrek” y ( 6+ n+ g). Asimismo, con la Ecuacion (6),
se observa que existe unarelacion positivaentre h” y sq S, y unarelacion negativa
entreh’y ( 8+ n+ g). Asi, un aumento en lainversion conduce amayores valores de
K,h'y y',y unaumentoen ( 5+ n+ g) conduce amenores niveles. Mankiw, Romer
y Well (1992) muestran que estas rel aciones se encuentran apoyadas por laevidencia.
Con respecto aladinamica de transicion, cuando s aumenta, inicialmente h es cons-
tante y k aumenta. Después se tiene que los valores de k y h aumentan conforme la
economia se aproxima a un estado estacionario (véase Romer, 1996). Asimismo,
Mankiw, Romer y Weil (1992) muestran que lavel ocidad de convergencia, arededor
dedl estado estacionario, es:
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A=(1-a-p)(o+tn+Q) ()

Esdecir, € término A indicalavelocidad en que una economia se aproxi-
ma a su estado estacionario. Es conveniente determinar €l valor de lavelocidad de
convergencia con datos representativos de laeconomia de los EUA. Los vaores de
los parametros son: a = 0.33 8=0.4,6=0.05,n=0.01y g=0.02 (véase Barroy
Sala-i-Martin, 2004). La Ecuacion (7) implicaque A = 0.021 0 2.1% anual, es decir,
ladiferenciaentre d estadoinicial y € estado estacionario de laeconomiasecierra
en 2.1% cada afio. Las velocidades de convergencia observadas empiricamente son
alrededor de 2% anual . Por tanto, lavelocidad de convergenciadel model o de Solow
ampliado corresponde a la evidencia.

Ahora, es conveniente repasar brevemente el modelo con una funcién de
produccion ampliada con capital humano en donde existe una tasa de ahorro tota
gue es enddgena 'y éptima. Para una economia cerrada, Barro, Mankiw y Sala-i-
Martin (1995) muestran que es posible reducir la funcién de produccion ampliada
con capital humano, Ecuacion (1), a unafuncion de produccion con capital amplio
(z=k+ h). Asi, dado que los capitales poseen el mismo rendimiento, setiene que
el producto marginal del capital fisico esigua al producto marginal del capita
humano (a k%*h? = k% Bh#™). Con esta condicién de eficiencia, el capital fisico
siempre es proporcional a capital humano (k/h = a/B). Utilizando esta propiedad,
se deduce quey = Az * A, en donde A es un parémetro. Como se puede observar la
participacion del capital amplio es a + 8. Asimismo, €llos redefinen la restriccion
agregada de la economia en términos ddl capital amplio.

Asi, Barro, Mankiw y Sala-i-Martin (1995) consideran que, € hogar-
productor representativo maximiza el valor presente de una funcion de utilidad de
elagticidad intertemporal constante, sujeto a la restriccion agregada de la econo-
mia. Por lo tanto, se obtiene una regla de decision entre consumo y ahorro (la
ecuacion de Euler con un producto marginal de zde A(a + 8z * P ~1). Por lo tanto,
latasa de ahorro es enddgenay dptima. Con respecto a la dinamica de transicion,
este modelo se comporta como € modelo de Ramsey. La velocidad de convergen-
cia de este modelo es de 1.4 % anual (con datos de la economia de EUA), que es
menor que |las tasas observadas empiricamente. Por esta razén , Barro, Mankiw y
Saai-Martin (1995) imponen condiciones sobre los pardmetros del modelo para
gue latasa de ahorro sea constante durante la transicion. Con esto, la velocidad de
convergencia es como la Ecuacion (7). Asi, por medio de lateoriade control opti-
mo, fue posible deducir unatasa de ahorro endégenay éptima.
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2. Tasas de inversion endégenas

En esta seccidn se presenta nuestro modelo, en donde las tasas de inversion del
modelo de Solow ampliado se hacen endégenas, pero no Optimas. Asi, por medio
de técnicas de control no lineal, es posible deducir tasas de inversion enddgenas,
pero no éptimas. En este articulo, se utiliza latécnica de linealizacion por retroali-
mentacion con objetivo de seguimiento parael disefio de unaregladeinversion. La
técnica transforma parametros del modelo en variables de control. Por tanto, la
regla de inversion gjusta los valores de las variables de control para que la econo-
mia pueda acanzar ciertos valores deseados. Para una revision de la técnica de
linealizacion por retroalimentacion, véase Casares 'y Ruiz (2000).

Por lo tanto, en esta seccidn, se extiende el modelo de Solow ampliado
con tasas de inversion enddgenas, pero no Optimas. Laregladeinversion gjustalos
valores de s¢ ¥ sy para que la economia alcance los valores deseados en € capital
fisico y humano por trabgjo eficiente. El modelo de Solow ampliado, ecuaciones
(3) y (4), se puede expresar como:

S e X e

_ k“hﬁ{iﬁ}—(5+ n+g)m (8)

Supongamos que una economia pobre, representada por (8), tiene algu-
nos parametros estructurales (4, ny g) igualesalos de un pais rico pero con valores
de s y s4 menores. Ademés, € objetivo de los hogares-productores (o del gobier-
no) del pais pobre es alcanzar €l ingreso por trabajo eficiente (yy) de la economia
rica en e largo plazo. Por lo tanto, la regla de inversion aumentard las tasas de
inversion en € tiempo para que la economia pobre se dirija a los valores deseados
del capital por trabgjo eficiente, kg, y del capital humano por trabajo eficiente, hy,
del paisrico. Unavez alcanzados kyy hy, selograalcanzar el valor deyy, por medio
de la funcién de produccion, Ecuacion (1). Asi, laregla de inversion es:

{SK } kK *h P(n+s5+ g)[kd} + k‘“h‘{kd]
SH hy F]
d

9)

En donde kd y hd son las variaciones en el tiempo de las trayectorias de los
valores deseados de k y h respectivamente. Note que en el modelo de Solow
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ampliado, los valores de s« y S Son constantes y exdgenos, en cambio en nuestro
model o son variables enddgenas. Por tanto, laregladeinversion, Sistema (9), indi-
ca cudles deben de ser los valores de s y sy en € tiempo para que la economia
pobre converjaalas niveles de kyy hy en € largo plazo.

Asi, laeconomiaestaformadapor los sistemas (8) y (9) y nuestro modelo
posee una dinamica diferente al modelo de Solow ampliado. Si se sustituye el Sis-
tema (9) en (8), se obtiene:

+(N+5+ g){ﬂzo (10)

Tle X)e

En donde E:kd -ky H:hd —h. Note que € sistema (10) es lineal y no una

aproximacion lineal arededor de un punto de equilibrio. La solucion del sistema
de ecuaciones diferenciales (10) es.

k(t) = k(0)e(0+n+o
~ .y —(d+n+g)t (11)
h(t) = h(0)e (®+N+9)

Como k-0 Yh_ 0COMOt - oo,tenemosque k - kyy h- hy
comot — oo. Esdecir, por medio del gjuste de lastasas de inversion, scy s, las
trayectorias deseadas del capital fisico por trabagjo eficientey del capital humano
por trabajo eficiente son acanzadas. Ademés, en el estado estacionario, cuando
la economia pobre alcanza al pais rico, la regla de inversion generara los mismos
vaoresde s« Y sy que los de la economiarica.

Se presentan datos de la economia de la Republica de Corea para € pe-
riodo 1960-2000. Con respecto a crecimiento demogréfico promedio, Corea tuvo
unatasade 1.6 % mientras que EUA de 1.1 %, asi, el primer pais casi habiafinali-
zado su transicion demogréfica. Respecto a progreso técnico, Corea se ha caracte-
rizado por su rapida asimilacion y creacion de ideas, los valores 4 son semejantes
entre las dos economias. Respecto alatasa promedio deinversion en capital fisico,
Coreatuvo una s de 0.27 mientras que la de EUA fue de 0.18. Por tanto, la econo-
mia coreana ha convergido a nivel de vida de los EUA debido alos gjustes en sus
parametros estructurales. Observe que la tasa de inversién en capital fisico sobre-
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pasa el valor delatasa de estado estacionario de la economia de los EUA, compen-
sando diferencias en otros parametros estructural es (principa mente en productivi-
dades). La economia coreana también ha acercado su estado estacionario a de
EUA, generando asi un proceso de convergencia absoluta. En el largo plazo, se
esperaria que las dos economias tengan tasas de inversion similares. Asi, € progre-
so econémico depende de la inversion, pero sin olvidar otros determinantes del
crecimiento econémico (véase Easterly, 2001).

Lavelocidad de convergencia paraestaeconomiaes 6+ n + g pero como
en el caso de Barro, Mankiw y Sala-i-Martin (1995) esto no corresponde alas tasas
observadas. Por tanto, se puede modificar laregla de inversion para que e modelo
se gjuste alas tasas observadas de velocidad de convergencia. Laregladeinversion
modificada es:

K|+

h

k
h

ke
hg

Yk O

m:k-ah-ﬁ{(5+n+g) K

12
x } (12)

Donde y y y son las velocidades de gjuste de ky h respectivamente. Los valores
de Yy 4 son constantes y seleccionados exégenamente. Ahora, € modelo esta
formado por los sistemas (8) y (12). Si se sutituye & Sistema (12) en (8), se obtie-
ne:

K

h

+

TS

Note que el sistema (13), es otra vez lineal. La solucion del sistema de
ecuaciones diferenciales (13) es.

k(t) = k (0)e"!

h(t) = h ()™ 4

De estamanera selograotravez que k - kyy h- hycomot - co. S
W =Ww=@0-a-BXd+n+ g), latasadelavelocidad de convergencia del
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modelo esigual ala Ecuacion (7). El comportamiento de s¢ y sy en € tiempo es
similar a caso anterior. Asi, hemos logrado que nuestro modelo tenga una tasa de
convergencia como las observadas empiricamente.

Conclusiones

Se ha mencionado que no existe convergencia absol uta entre |os paises, es decir, las
economias pobres han crecido menos que las economias ricas. También, se ha ex-
puesto que la distribucion mundial del ingreso por trabajador muestra que los pai-
ses pobres permanecen pobres. Sin embargo, € rapido crecimiento de Indiay Chi-
na con sus 2,300 millones de habitantes puede cambiar el resultado sobre
convergencia absoluta entre paises y determinar la forma de la distribucion mun-
dial del ingreso por trabajador. Por 1o mostrado en € texto, un camino para que una
economia pobre puedaal canzar €l nivel de vidadelos paisesricosen €l largo plazo
es que la economia pobre tenga parametros estructurales semejantes a los de las
economias ricas.

Se hamostrado que el modelo de Solow ampliado con tasas de inversion
en capital fisico y humano reproduce bien los hechos econémicos. Asi, se ha plan-
teado €l caso cuando una economia pobre tiene algunos parametros estructuraes
iguales a los de un pais rico pero con tasas de inversién menores. El pais pobre
desea lograr € nivel de vida de la economiarica en e largo plazo. Para resolver
este caso, se dedujo una regla de inversiéon para el modelo de Solow ampliado y
éstaaumentalas tasas de inversién en capital fisico y humano para que laeconomia
pueda a canzar |os niveles deseados en ambos tipos de capital. Una vez a canzados
los valores deseados de |os acervos, la economialogratener € ingreso por trabgjo
eficiente del paisrico. En € modelo planteado, las tasas de acumulacién del capital
fisico y humano son end6genas. Dado que la velocidad de convergencia de éste no
corresponde a las tasas observadas, se modifico la regla de inversion en donde se
gjusta la velocidad de convergencia.

Se ha mencionado que la evidencia revela que las economias pobres de
lento crecimiento tienen bajas tasas de inversion en capital fisico y humano. Laregla
deinversion dice que una economia pobre deberia de aumentar las tasas de inversion
para que ésta converja a nivel de vida de los paises ricos. El éxito econémico de la
Republica de Corea, y de otras economias de Asia, se debe a los gjustes en sus
pardmetros estructurales, entre elloslastasas deinverson. Ademés, se hizo notar quela
tasa de inversion en capital fisico para Corea sobrepasa los valores de las tasas de
inversién de estado estacionario de las economias ricas, compensando asi diferencias
en otros parametros estructurales y generando € proceso de convergencia absoluta.
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