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Resumen

En este trabajo se desarrolla un modelo para valuación de opciones europeas sobre el Índice 
de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores (ipc) bajo el supuesto de que la 
volatilidad del activo subyacente es conducida por un garch-m(1,1). El modelo propuesto 
combina las características de los modelos estructurales y estadísticos; es decir, se supone 
que la volatilidad es conducida por un garch-m(1,1) calibrado con datos históricos, pero 
el precio de equilibrio de la opción se basa en argumentos de no arbitraje. En este contexto, el 
modelo es capaz de reflejar los cambios en la volatilidad condicional del activo subyacente 
adecuadamente. Los resultados de la aplicación numérica del modelo sugieren que éste 
puede ser capaz de explicar desviaciones sistemáticas asociadas con el modelo clásico de 
Black y Scholes (1973).
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Introducción

La administración de riesgos es de gran relevancia en el análisis financiero. Por 
ejemplo, el modelo capm (Capital Asset Pricing Model) postula una relación directa 
entre el rendimiento de un activo y su riesgo, donde este último es determinado por 
la covarianza en los rendimientos en un activo particular y un cierto portafolio 
benchmark. Análogamente, el determinante más importante en el precio de una op-
ción es la incertidumbre asociada al precio del activo subyacente, la cual es medida 
por su volatilidad. Uno de los hechos estilizados más prominentes en los rendimientos 
de los activos financieros es que su volatilidad cambia con el tiempo. En particular, 
periodos de movimientos grandes en precios se alternan con periodos durante los 
cuales los precios cambian poco. Esta característica se refiere comúnmente como 
clusters de volatilidad. Aunque la naturaleza estocástica de la volatilidad de activos 
financieros ha sido ampliamente estudiada (véanse por ejemplo Mandelbrot, 1963, 
1963b, 1967; Fama, 1965).

La modelación y pronóstico de la volatilidad de los activos financieros que 
se negocian en los mercados ha sido objeto de vasta investigación empírica y teórica 
durante la década pasada por académicos y practicantes. Por ejemplo, la volatilidad es 
crucial en los modelos de valuación de activos y en estrategias de cobertura dinámica. 
La volatilidad, medida por la desviación estándar de los rendimientos, es usada a 
menudo como una medida “cruda” del riesgo total de los activos financieros. Muchos 
modelos de valor en riesgo para medir el riesgo de mercado requieren de la estimación 
o pronóstico de la volatilidad. La volatilidad del precio del activo subyacente en una 
opción entra directamente en la fórmula de Black y Scholes, para calcular las primas 
de las opciones que se negocian en los mercados financieros de todo el mundo.

Por lo anterior, desde un punto de vista empírico, es de suma importancia 
modelar cuidadosamente cualquier cambio temporal en el proceso de la volatilidad. 
El modelo de heteroscedasticidad condicional autorregresiva (arch, por sus siglas en 
inglés) y algunas de sus extensiones han resultado ser herramientas efectivas al respec-
to. De hecho, la literatura sobre arch se ha expandido de manera impresionante desde 
el artículo seminal de Engle (1982) y con su generalización en Bollerslev (1986).

En este contexto el objetivo central del presente trabajo es extender el 
modelo desarrollado por Duan (1995) y aplicarlo en la valuación de opciones eu-
ropeas sobre el ipc. El trabajo esta organizado como sigue: en la primera sección 
se desarrolla el modelo y sus características teóricas, en la sección dos se utiliza 
la simulación Monte Carlo para la implementación empírica del modelo; en la 
sección tres se presentan y analizan los resultados obtenidos. Al final se presentan 
las conclusiones.
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1. El modelo

El modelo de Black y Scholes, no obstante su renombre, exhibe algunos sesgos 
sistemáticos. El punto crítico en la valuación de opciones es si se cumple que la dis-
tribución en el modelo teórico es consistente con las características de la distribución 
de la serie de tiempo del activo subyacente. Dado el hecho de que un cuerpo extenso 
en la literatura ha demostrado que el modelo de heteroscedasticidad condicional 
autorregresiva generalizada (garch, por sus siglas en inglés), proporciona una des-
cripción adecuada de la dinámica del precio de un activo, Duan (1995) desarrolló 
un garch para valuar opciones y sugirió que éste puede evitar potencialmente los 
errores de valuación asociados al modelo Black y Scholes. Debido a que el garch 
para valuar opciones no tiene una solución en forma cerrada, la afirmación de su 
desempeño se prueba empíricamente.

A continuación se extiende el modelo de Duan (1995). Para ello se supo-
ne que los rendimientos (logarítmicos) diarios de un activo son independientes e 
idénticamente distribuidos de acuerdo con N (m, σ2):

Rt +1 = 1n (St +1) – 1n (St) ∼ N (m, σ2).

El rendimiento agregado en T días se distribuye también normal con media  
m y varianza σ2

 escaladas de la siguiente manera:

Rt+1:t+T = 1n (St+T) – 1n (St) ∼ N (T m, Tσ2),

y el precio futuro del activo es:

St+T = St exp (Rt+1:t+T )

El modelo supone que el rendimiento esperado del activo subyacente 
es igual a la tasa libre de riesgo r más un premio al riesgo por volatilidad λ y un 
término de normalización. El rendimiento diario observado es igual al rendimien-
to esperado más un término de perturbación. La distribución condicional de este 
término se distribuye normal con media cero y la varianza sigue un garch (1,1) 
con apalancamiento. Al hacer que el rendimiento pasado entre en la varianza con la 
magnitud del signo del rendimiento, el efecto de apalancamiento crea una asimetría 
en la distribución de los rendimientos. Esta asimetría es importante para capturar el 
sesgo implícito observado en precios de opciones. Específicamente, se supone que 
el proceso de rendimientos del subyacente satisface:
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	 Rt+1 ≡ 1n (St+1) – 1n (St) = r + λσt+1  –      σt+1 + σt+1zt+1
1
2

2 	 (1)

Donde:
Zt+1 ∼ N(0,1); y

2 2 2
1 0 1( ) .t t t t tzσ α α σ θσ βσ+ = + − +

Obsérvese que el valor esperado y la varianza del rendimiento del periodo 
siguiente, condicional a toda la información disponible al tiempo t son, respecti-
vamente:

	

1 1E |t t tR r λσ+ +ℑ = +

2
1 1Var t t tR σ+ +ℑ =
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][ | 	

(2)

Para una variable x ∼ N(μ,σ2) se sabe que E[exp(x)] = exp (μ + σ2 / 2), 
por lo que la esperanza condicional del proceso anterior es:
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(3)

En el desarrollo previo se ha utilizado el hecho que σt+1zt +1 ∼ N(0,σt
2
  +1). 

La ecuación del rendimiento esperado en (3) destaca el papel de λ como la prima 
al riesgo por volatilidad. El precio de la opción se obtiene bajo neutralidad al 
riesgo:
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	 c = e-r(T – t)E* [max (St+T – K, 0 | ℑt]

De donde se sigue que:

	 [ ]
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* 2
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(4)

De este modo, la tasa esperada de rendimiento en el activo con riesgo es 
igual a la tasa libre de riesgo, y la varianza condicional bajo neutralidad al riesgo 
es la misma que bajo el proceso original. Considérese el proceso siguiente:

Rt+1 ≡ 1n (St+1) – 1n (St) = r  –     σt+1 + σt+1zt+1
1
2

2 *

Donde:
zt
*
  +1 ∼ N(0, 1); y

σ2  +1 = a0 + a1 (σt z 
t*  – λσt – θσt)2 + bσ 

t
2 

En este caso, se puede verificar que la esperanza condicional es:
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(5)

La expresión anterior satisface la primera condición en (4). Además, la 
varianza condicional bajo el proceso neutral al riesgo es:
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(6)

La última igualdad sale de la varianza del periodo t + 1, misma que es 
conocida a final del periodo t en el garch. Por lo tanto, se puede concluir que las 
condiciones para un proceso neutral al riesgo se cumplen.

2. Implementación del modelo: simulación de Monte Carlo

En esta sección se recurre a la simulación Monte Carlo para estimar el precio de 
una opción europea de compra:

	 c = e–r(T–t)E* [max (St+T – K, 0) | ℑt]	 (7)

La simulación se hace como sigue. En primer lugar, observe que se puede 
eliminar un parámetro al escribir:

2 * 2 2
1 0 1

* 2 2
0 1

* ** 2 2
0 1

( )
( ( ) )
( )

t t t t t

t t t t

t t t t

z

z

z

σ α α σ λσ θσ βσ

α α σ λ θ σ βσ

α α σ λ σ βσ

+ = + − − +

= + − + +

= + − +

Con:
λ** ≡ λ + θ.

Para una varianza condicional dada σ t2  +1 y parámetros a0 a1, b, λ**, se 
puede utilizar simulación Monte Carlo para crear posibles trayectorias de los rendi-
mientos del activo. La estimación de los parámetros será discutida posteriormente. 
El siguiente diagrama ilustra la simulación de los rendimientos diarios a partir 
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del día t + 1 hasta el vencimiento en el día t + T, donde las  zi* , j  se obtienen de un 
generador de números aleatorios de una distribución N(0,1) y M es el número de 
trayectorias de los rendimientos simulados.

Diagrama 
Simulación de los rendimiento
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A continuación se calcula la esperanza en (7) con el proceso neutral al 

riesgo. Primero se calcula el rendimiento simulado neutral al riesgo en el periodo 
t + j para la trayectoria i de la simulación como:

	
2 *

, ,, ,
1
2i t j i ji t j i t jR r zσ σ+ + += − + $$ $$ 	 (8)

y la varianza es actualizada por:

	 ( )
2

2 2* **
,, 1 , , ,0 1 i ji t j i t j i t j i t jzσ α α σ λ σ βσ+ + + + += + − +$  $ $$ $

	 (9)

En el primer periodo todas las trayectorias simuladas comienzan con la 
misma  σ t2  +1, por lo que:

	
2 *

, 1 ,1, 1 , 1
1
2i t ii t i tR r zσ σ

∗
+ + += − + $

( )
2

2 * ** 2
,1, 2 0 1 1 1 1ii t t t tzσ α α σ λ σ βσ+ + + += + − +$$

$$

	 (10)

Una vez que se han simulado, por ejemplo, 10,000 trayectorias (M = 10,000) 
cada día hasta la fecha de vencimiento T, se calculan precios hipotéticos del activo 
neutrales al riesgo al vencimiento como:
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	 **
,,

1
exp , 1, 2,...,

T

i t ji t T t
j

S S R i M++
=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ $ 	 (11)

El precio de la opción de compra se calcula como el promedio sobre los 
pagos futuros hipotéticos, traídos a valor presente de la siguiente manera:
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En el caso de la opción de venta, se tiene que:
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Donde:
GH denota garch.

De esta manera, se utiliza la simulación para calcular el pago promedio 
futuro, que es usado como una estimación del valor esperado en (12) y (13). A 
mayor número de realizaciones, el promedio converge a la esperanza. Con base en 
las ideas anteriores, se propone el siguiente algoritmo para determinar el precio de 
la opción:

1)	 Elegir y calibrar un garch para la volatilidad de los rendimientos del subyacente 
de la opción;

2)	 Generar muestras del garch elegido;
3)	 A partir de las muestras obtenidas, generar rendimientos del subyacente en un 

mundo neutral al riesgo;
4)	 Repetir (2) y (3) M veces con la función de pago de la opción;
5)	 Calcular el promedio de las M muestras de la función de pago para obtener una 

estimación de la esperanza del pago de la opción;
6)	 Descontar el promedio obtenido a la tasa libre de riesgo para obtener una esti-

mación del valor de la opción.
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Obsérvese que entre mayor sea el número de realizaciones, mayor será 
la precisión del resultado. Por supuesto, la precisión también depende del método 
usado para generar los números aleatorios.

4. Resultados

En esta sección se obtiene el precio de la opción de compra y de venta europea sobre 
el ipc siguiendo la metodología propuesta. En la estimación del modelo se utilizó el 
paquete econométrico EViews. En primer lugar, se calcularon los rendimientos 
logarítmicos, se hizo la prueba de Dickey-Fuller de raíz unitaria y se verificó que 
la serie fuera estacionaria. Las salidas de EViews con la estimación del modelo, 
la significancia estadística de los parámetros, los correlogramas de los residuales 
estandarizados y de los residuales estandarizados al cuadrado se muestran en el 
Apéndice.

Los resultados de la aplicación del modelo presentado en comparación 
con la formula de Black y Scholes se muestran en los cuadros 1 y 2. El modelo 
garch-m(1,1) especificado en (1) se ajusta a la serie en forma diaria del ipc del 2 
de enero de 2003 al 29 de diciembre de 2006. Los valores estimados de los pará-
metros son: a0 = 7.40x10–6, a1 = 0.097039, b1 = 0.835823, λ = 0.181029, con θ = 
0. Los valores de los parámetros implican que la desviación estándar estacionaria 
anualizada (basada en 365 días) es de 20.55%. La tasa de interés utilizada fue la tasa 
de interés interbancaria de equilibrio correspondiente al plazo. El valor del ipc para 
el 29 de diciembre del 2006 fue de S0 = 26,448.32 puntos. Se tomaron los precios 
de ejercicio de 27,000, 27,500, 28,000, 28,500, 29,000, 29,500 y 30,000 puntos, 
para un plazo T de 20, 30 y 60 días, respectivamente. Se construye un indicador de 
desviación sistemática definido como:

GH BS

BS

Call(Put) - Call(Put). . .
Call(Put)

D S =
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Cuadro 1 
Precios de opciones de compra europeas simulados
Días por vencer K B&S cgh D.S.*

T=20

27,000 256.73 308.04 19.99
27,500 124.48 168.66 35.50
28,000 53.32 85.28 59.95
28,500 20.11 40.23 100.08
29,000 6.67 18.73 180.74
29,500 1.95 8.88 355.61
30,000 0.50 4.12 720.87

T=30

27,000 385.49 450.66 16.91
27,500 225.22 279.71 24.20
28,000 122.11 164.76 34.92
28,500 61.34 93.94 53.14
29,000 28.54 50.22 75.98
29,500 12.29 25.67 108.77
30,000 4.91 12.89 162.37

T=60

27,000 682.02 762.22 11.76
27,500 483.65 574.63 18.81
28,000 331.57 424.13 27.92
28,500 219.65 306.50 39.54
29,000 140.58 217.13 54.46
29,500 86.93 150.95 73.64
30,000 51.97 102.10 96.47

*Desviación sistemática.

En el cuadro anterior se obtuvieron los precios de opciones de compra y 
venta europeas con el método de simulación Monte Carlo con M = 5,000. Se sabe 
que el modelo de Black y Scholes subvalúa opciones fuera del dinero, (véanse 
Black 1975; Gultekin et al., 1982). Comparado con los precios obtenidos con el 
garch, el Cuadro 1 muestra que el modelo de Black y Scholes subvalúa opciones 
fuera del dinero, para T=20, 30 y 60 días. La desviación sistemática encontrada 
fluctúa entre los rangos desde 11.76% para T=60 hasta 720.87% para T=20. En 
promedio dicha desviación sistemática fue 108.17% para los plazos considerados, 
lo cual se puede observar a partir de la Gráfica 1. Se concluye que efectivamente, 
comparado con el modelo garch, el modelo Black y Scholes subvalúa opciones 
fuera del dinero.
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Gráfica 1 
Opción de compra B-S vs. cgh para T=20, 30, 60
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El Cuadro 2 muestra los precios obtenidos con el garch, para el caso de 
las opciones de venta europeas para T=20, 30 y 60 días. Se observa que el modelo 
Black y Scholes comparado con el garch subvalúa opciones dentro del dinero. La 
desviación sistemática encontrada fluctúa entre los rangos desde 0.14% para T=30 
hasta 34.83% para T=60. En promedio, la desviación sistemática fue de 10.08% para 
los plazos considerados, lo cual se puede observar a partir de la Gráfica 2.

Cuadro 2
Precios de opciones de venta europeas simulados

Días por vencer K B&S pgh D.S.*

T=20

27,000 676.77 829.87 22.62
27,500 1,042.09 1,188.05 14.01
28,000 1,468.49 1,602.23 9.11
28,500 1,932.84 2,054.74 6.31
29,000 2,416.97 2,530.80 4.71
29,500 2,909.81 3,018.51 3.74
30,000 3,405.92 3,511.32 3.09

T=30

27,000 732.89 794.05 8.34
27,500 1,068.84 1,119.44 4.73
28,000 1,461.96 1,500.83 2.66
28,500 1,897.40 1,926.35 1.53
29,000 2,360.81 2,378.96 0.77
29,500 2,840.79 2,850.75 0.35
30,000 3,329.62 3,334.31 0.14

T=60

27,000 839.91 1,132.47 34.83
27,500 1,134.25 1,437.59 26.74
28,000 1,474.87 1,779.80 20.67
28,500 1,855.66 2,154.88 16.12
29,000 2,269.29 2,558.21 12.73
29,500 2,708.36 2,984.74 10.20
30,000 3,166.10 3,428.59 8.29

* Desviación sistemática.
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Gráfica 2 
Opción de venta B-S vs. pgh para T=20, 30, 60
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Conclusiones

Se ha presentado en este trabajo un modelo garch para valuar opciones bajo valua-
ción neutral al riesgo, el cual combina las características de los modelos estructurales 
y estadísticos; es decir, la volatilidad se supone es conducida por un garch-m(1,1) 
calibrado con datos históricos, pero el precio de equilibrio de la opción se basa en 
argumentos de no arbitraje condicional a la volatilidad del proceso GARCH. El 
modelo posee características deseables y presenta una posibilidad real de corregir 
los sesgos asociados al modelo de Black y Scholes.

Se pudo comprobar que efectivamente el modelo de Black y Scholes, 
comparado con el garch, subvalúa precios de opciones de compra (call) fuera del 
dinero. De manera análoga se comprobó que el modelo Black y Scholes, comparado 
con el garch, subvalúa opciones de venta (put) dentro del dinero.

Por último, cabe señalar que esta investigación no pretende ser exhaustiva, 
pues existen en la literatura un buen número de trabajos sobre la dinámica de la 
volatilidad, cuya estimación es la parte más importante en la valuación de opciones. 
Dichos trabajos desarrollan modelos en tiempo continuo para valuar opciones con 
volatilidad estocástica; por ejemplo, Hull-White (1987), Heston (1993), Heston-
Nandi (2000) y Venegas-Martínez (2006), entre otros.
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Anexo

En la Gráfica A.1 se muestra la serie del ipc en forma diaria del 02/01/2003 al 
29/12/2006, la muestra esta compuesta por 1,013 observaciones.

Gráfica A.1 
Comportamiento del ipc, 02/01/2003-29/12/2006
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Gráfica A.2 
Rendimiento del ipc con 1nSt / 1nSt+1

En la Gráfica A.2 se muestran los rendimientos logarítmicos de la serie 
del ipc, los cuales se obtuvieron con 1n St / 1n St+1. Se puede observar que la serie 
presenta heterocedasticidad.

En el Cuadro A.1 se muestra la salida de la prueba de Dickey-Fuller, se 
observa que la serie es estacionaria.

Cuadro A.1
Prueba de Dickey-Fuller

Null Hypothesis: ripc has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 0 (Automatic based on SIC, MAXLAG=21)

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -28.26461 0.0000
Test critical values: 1% level -3.436599

5% level -2.864188
10% level -2.568232

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
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La Gráfica A.3 muestra el correlograma de la serie RIPC. En la Gráfica 
A.4 se muestra el correlograma de los residuales estandarizados con la estadística 
Q. Por último, la Gráfica A.5 se muestra el correlograma de los residuales estan-
darizados al cuadrado.

Gráfica A.3 
Correlograma de la serie ripc
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Gráfica A.4 
Correlograma de los residuales estandarizados
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Gráfica A.5 
Correlograma de los residuales estandarizados al cuadrado
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