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GRADO TOPOLOGICO FUERTE DE DEPENDENCIA ENTRE
ATRIBUTOS DE UN SISTEMA DE INFORMACION DOTADO DE
ESTRUCTURA BORROSA!

Renato César Scarparo

Se presenta un nuevo criterio, basado en consideraciones topolégicas, para
valorar numéricamente la dependencia de un atributo b respecto a un atributo
a, ambos pertenecientes al conjunto de atributos Q de un sistema de
informacion S = (X, Q, (Vg)qe0, 6) dotado de una estructura borrosa (Fg: V4—Lg)
40, (Segtn definicion de Z. Pawlak), respecto a una regla borrosa (R ) de la
forma "tanto mds a, es A; tanto mas b, es B". Al valor asi determinado se lo
llama "grado topolégico fuerte de dependencia del atributo b respecto al
atributo a en el sistema S, con respecto a la regla borrosa (R )", y se lo anota
A(b, a) o simplemente A cuando no haya lugar a confusién. Ademds se
explicitan algunas propiedades caracteristicas del grado topoldgico fuerte de
dependencia A y en especial se lo compara con el grado de dependencia
fuerte y y con el grado de dependencia topoldégico kx, ambos definidos por J.

Kortelainen.

1. INTRODUCCION

En sendos articulos Z. Pawlak [8] y [9], y J. W. Grsymala-Busse [4],
basados en consideraciones topologicas, definen diferentes grados
de dependencia entre atributos de un sistema de informaciéon libre
dotado de una estructura borrosa con respecto a una regla gradual
borrosa (R ). Posteriormente J. Kortelainen [6], en parte inspirado

por las ideas de B. Kosko [7], introduce los conceptos de grado de

1 Este trabajo fue presentado en el Congreso UMA 2000, L Reunién Anual
de Comunicaciones Cientificas. XXIII Reunién de Educaciéon Matematica.



dependencia fuerte x y de grado de dependencia topologico x, a los
cuales los analiza y relaciona con los conceptos de dependencia

anteriores.

En este trabajo continuando la tematica sefialada, se define un
nuevo criterio, también basado en consideraciones topologicas, para
determinar la dependencia entre atributos de un sistema de
informacién libre dotado de una estructura borrosa respecto a una
regla gradual borrosa (R ). Al valor obtenido aplicando el nuevo
criterio, vale decir al grado de dependencia resultante de su
aplicacion, se lo llama grado topoldlogico fuerte de dependencia,
dado que expresa el cumplimiento de la regla borrosa (R ) por parte
de pares que no pesan en la determinacion del grado de
dependencia topologico «k, definido por Kortelainen, y por lo
contrario, si pesan, en la determinacion del grado topolégico fuerte

de dependencia A que definiremos y estudiaremos a continuacion.

Como se pretende, que en la medida de lo posible, esta exposiciéon
este autocontenida, se comienza en este punto con las definiciones

de conceptos elementales.

DEFINICION 1.1. Un reticulado completo es un dato de la forma

(L, 2,), donde L es un conjunto y "2," es una relaciéon de orden en L

tal que todo subconjunto no vacio M de L admite supremo e infimo.

e Cuando no haya lugar a confusién un reticulado (L, 2;) se anotara

solamente con L, y el orden > con 2, asi mismo sus cotas

XII Encuentro de Estudiantes. Rosario, Santa Fe, septiembre de 2000.
82



universales Oy y 1, se anotaran simplemente con O y 1. Ademas si
un reticulado es anotado con Lq, la relacion de orden, por razones
tipograficas, no la anotaremos con subindice Lq, sino la anotaremos
sencillamente con Zq. y sus cotas universales las anotaremos con O,
y 1,. Mas aun cuando el contexto lo permita trataremos de evitar los

indices. Por ultimo si el lector necesita ampliar su informaciéon en
temas concernientes a la teoria de reticulados le sugerimos que

consulte [1].

DEFINICION 1.2. Dado un conjunto X no vacio y un reticulado
completo L, llamaremos conjunto L-borroso en X, o también, mas

apropiadamente, subconjunto L-borroso en X, a toda aplicacion:
A: X > L.

e Para cada xeA el valor A(x) se llama el grado de pertenencia de x
en el conjunto L-borroso A, y el conjunto xeA /A(x ) > 0}, se llama

el soporte de A y se lo anota sop A.

DEFINICION 1.3. Sean X un conjunto no vacio, K un conjunto de

indices y A = (A)),_, una familia de conjuntos L-borrosos en X.

Entonces definimos su union que anotamos;
UlA, / ke Kl o LA,

y su interseccion que anotamos:

NA, / ke K o MA,

Trabajo desarrollado en el marco del Proyecto UBACyT TE22.
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respectivamente por:

(LVA) . x=(UA /keK})).x=sup{A (x) / ke K}; paratodoxe X

y

(MA).x=(n{A, / ke K} .x=inf{A (X) / ke K}; paratodoxe X

DEFINICION 1.4. (ver Z. Pawlak). Llamaremos sistema de

informacién S a una 4-upla (X, Q, V, 9) tal que:
S.1. X esun conjunto finito no vacio.

S.2. Q=C u D, donde C y D son conjuntos finitos no vacios

disjuntos.

S3. V=u q € Q}, donde para todo q € Q, V_es un conjunto
q q

no vacio.

S.4. & XxQ -V, tal que para todo (x, q) € (Xx Q); 8(x, q) € Vq.

e Los elementos del conjunto X, son llamados los elementos o los
objetos del sistema de informacion S, los elementos del conjunto Q
son llamados los atributos del sistema de informacién S, en
particular los elementos del conjunto C son llamados las
condiciones del sistema de informaciéon S, y los elementos del
conjunto D son llamados las decisiones del sistema de informacion

S. Ademas; para todo q € Q los elementos del conjunto Vq son

llamados los valores del atributo q, y la funcién & X x Q — V, se

llama la funciéon de descripcion del sistema de informacién S, y
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finalmente los valores pertenecientes a §(X x Q) se llaman los datos

del sistema de informacion S.

e Obsérvese que entendemos los sistemas de informacion de la
misma forma que Grzymala-Busse [4], salvo que en nuestro caso el

dominio Vq del atributo q € Q puede ser un conjunto infinito.

DEFINICION 1.5. Dado un sistema de informacién S = X, Q, Vv, 9),

para cada q € Q anotaremos con Sq la funciéon de X en Vq tal que

para todo x e X:

Sq(x) = (%, q).

2. GRADO TOPOLOGICO FUERTE
DEFINICION 2.1. Dado un conjunto L-borroso, A € LX, anotaremos

con R la relacion en el conjunto X definida por:
R'={x,y) e XxX /AR 2 Aly)}

e Diremos que R' es la relacién correspondiente (o también la

relacion inducida) por el conjunto L-borroso, A.

DEFINICION 2.2. Dado un conjunto L-borroso A € L, se llama
modificador débil de A a la aplicacion H: P(X) - P(X) tal que para
todo U € P(X);

HAU) = {y e X / existe xe U tal que (x,y)e RY.
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TEOREMA 2.3. Para todo conjunto L-borroso A en un conjunto X, el

A
operador H" es un operador de clausura en X.

Demostracion: Ver [9] o [10].

DEFINICION 2.4. Para todo conjunto L-borroso A, en un conjunto
X, se llama topologia inducida en X por A y se anota ™ ala topologia

definida en X por el operador de clausura H".

DEFINICION 2.5. Para todo conjunto L-borroso A, en un conjunto

X, se llama modificador substancial correspondiente a A, y se lo
anota (HA)*, al operador dual del operador H”, vale decir al operador

tal que para todo U € P(X):
(HY) () = H'U)
donde para todo U € P(X), U es el conjunto complementario de U.

DEFINICION 2.6. Dados dos conjuntos L-borrosos A y B definidos

en un conjunto X, se dice que:

f.1. A es topolégicamente mas fino que B, y se anotaA{ Bsiy
solo si R* c R°.

f.2. A y B son topolégicamente equivalentes y se anota R'~R°si
y solo si R'=R".
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e Claramente la relacién " = " es una relaciéon de equivalencia y la

relacion "{ " es una relaciéon de orden parcial en el conjunto cociente

L*/ =

e En lo que sigue si A: X - L es un conjunto L-borroso en un

conjunto X, se anota:

i. Para todo k € A(X); Ak = {x € X/ A(x) = k}.

ii. Para todo k € A(X); Ay, = {x € X/ A(x) = k}.

iii. Para todo (k, k) € (A(X)xA(X)); A*kk = Akx Ak

iv. BA, la base (Ax)kc ax)-

PROPOSICION 2.7. Dado un conjunto L-borroso A: X — L en un

conjunto X, se verifican las propiedades siguientes:

2.1.1. Si(k, k'), k7, k) e (AX)xAX)), y (k, k) = (k", k) entonces
Avi N A =0.

2.1.2. X=U{Axx/ (k, k') € (AX)xAX))}.

Demostracion. Obvia.

TEOREMA 2.8. Sean A: X — L., y B: X —» Ly, dos conjuntos L.-
borroso y Lp-borroso respectivamente, definidos en un conjunto X.

Entonces para todo (%, y) € X2 tal que Bgy) € 14, la proposicion,;

A(x) 2 A(y) = B(x) 2 B(y)
es verdadera.
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Demostracion: Sea (x, y) € X2 tal que Bggy) € T

1) Si la proposicion

B(x) > B(y)

es verdadera, entonces obviamente, con independencia del valor de

la proposicion; A(x) = A(y), la proposicion

Ax) 2 A(y) = B(x) 2 B(y)

es verdadera.

2) Si la proposicién
B(x) 2 B(y)

es falsa, como

si By € 1 entonces existe J c A(X) tal que By = U{Aj/ j € J},
0 sea
si By € 1™ entonces existe j € J tal que y € A;,
0 sea

si By € ™ entonces existe j € J tal que A(y) 2]

si suponemos que la proposicion
A(x) 2 Aly)
es verdadera, entonces A(x) = j. Como
A(x) 2] siix € Aj c Bpyy)
tenemos que x € Bgyy), y por lo tanto
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B(x) > B(y)

lo que contradice nuestra hipétesis, en consecuencia la proposicién

AX) = Ay)

es falsa y por lo tanto la proposicion

A(x) 2 A(y) = B(x) = B(y)
es verdadera.

TEOREMA 2.9. Sean A: X —» L, y B: X —» Ly, dos conjuntos La-

borroso y Lp-borroso respectivamente, definidos en un conjunto X.

Entonces para todo (k, k') € (B(X))? tal que: k no-2k” y Bk € tA:
(RANB%k) =9

Demostracion: Sea (k, k') € (B(X))2 tal que: k no-> k™ y By € 7.

Si suponemos que
(RAN Bgk) =2 I

entonces

existe (x,y) € X2 tal que: B(x) =k y B(y) =k y Ax) =2 A(y)
o sea

existe (x, y) € X2 tal que: B(x) no-> B(y) y Ax) = A(y)

ademas como obviamente

existe (x, y) € X2 tal que: Bgy) € ™

y como esta proposicion por el TEOREMA 2.8, implica que
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Ax) 2 A(y) = B(x) = B(y)
es verdadera, se tiene en consecuencia que la proposicién

A(x) 2 Aly) y Ax) 2 Aly) = B(x) 2 B(y)

es verdadera, lo que implica que la proposicion

B(x) > B(y)

es verdadera, o sea que k > k', lo cual contradice nuestra hipétesis,

por lo tanto (RA* N Bk k) = &.

¢ Los teoremas anteriores inducen un nuevo criterio para valorar la
dependencia de un conjunto Ly-borroso, B: X — Ly, con respecto a
un conjunto Ls-borroso, A: X — L, el cual se expresa a

continuacion.

DEFINICION 2.10. Se llama grado topologico fuerte de dependencia
de un conjunto Ly-borroso, B: X — Ly, en un conjunto X, con
respecto a un conjunto La-borroso, A: X — Lg, en el mismo conjunto

X, y se anota A(B, A) el valor definido por la expresion siguiente:
MA, B) = fitk, k) e (BX)?/ k2K y B e v }|/Ji(k, k) e (B(X))2/ k 2k’

e Observacion: Si para todo par de conjuntos L-borrosos de la forma
(B: X = Ly, A: X - L,) anotamos:
i. B>={B*%kx/ k2>2k7}.

ii. B wa={B*%x/ k2k ytal que Bx € 14 }.
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Entonces el grado topolégico fuerte de dependencia del
conjunto Ly-borroso, B: X — Ly, en el conjunto X, con respecto al
conjunto La-borroso, A: X — L,, en el mismo conjunto X, queda

determinado por la expresion siguiente:

MA, B) = | B, w|/| B
e La calificacion topologica que incluimos en la designacion del
valor MA, B) definido precedentemente, se debe obviamente al rol
que juega la relacion entre las topologias 1 y 1B. que definen un

vinculo determinado entre los conjuntos borrosos Ay B.

TEOREMA 2.11. Sean A: X - L, y B: X — Ly, dos conjuntos La-
borroso y Ly-borroso respectivamente, definidos en un conjunto X.
entonces;

RAC RB siy solo si Ab, a) = 1.
Demostracion: Suficiencia: Si A(b, a) = 1 vale decir si:

ik, k) € (BX))?/ k2k™y Bw € T }|/[{(k, k') € (B(X))?/ k 2k'}| = 1
entonces para todo (k, k') € (B(X))2, tal que k > k’, se tiene que

By € 14, lo cual implica que para todo (x, y) € X2, tal que k> k":

A(x) = Aly) = B(x) = B(y)

0 sea que RAC RB.

Necesidad: Si R* c RB entonces 18 c 14, ver ([10], TEOREMA
2.6), por lo tanto; para todo k € B(X): Bx € tA.
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En consecuencia; para todo (k, k7) € (B(X))2 tal que k > k', se
tiene que By € 1, por lo tanto A(b, a) =1, lo que se completa la

demostracion.

¢ Las consideraciones anteriores nos permiten definir un nuevo tipo
de dependencia, entre atributos de un sistema de informacion libre
dotado de una estructura borrosa, con respecto a una regla gradual
borrosa (R). como lo habiamos propuesto en nuestra

INTRODUCCION.

DEFINICION 2.12. Dado un sistema de informacién S = X, Q, V, 9
dotado de una estructura borrosa ((Lg)qe, (Fq:Vq—Lg)qeq), se llama
grado topoléogico fuerte de dependencia de un atributo b € Q,
respecto a un atributo a € Q, con respecto a una regla gradual

borrosa (R ), y se anota A(b, a) al valor A(Fy0 &, Fa0 84).

e Observacion: Se sabe que dado un cuasi-orden ( preorden ) Q en
un conjunto X (ver [1]) quedan determinados candénicamente una
relacion de equivalencia ~¢ en X y un orden parcial > en el
conjunto cociente X/~q ((1). Theorem 3. Chapter I.) Ademas como el
conjunto parcialmente ordenado X/~¢ es finito se lo puede sumergir

naturalmente, en un reticulado completo Ly.

En consecuencia si la aplicacion pq: X — X/~, es la proyeccion
canonica, la aplicacion iq la inmersion de X/~o en Lqy la aplicacion

Pq: X — Lg, la composicion iqo pg, Se tiene que RPa = ~q.

DEFINICION 2.13.Dado un conjunto La-borroso, A: X — L., en un

conjunto X, anotaremos con:
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i. Q ={Q e P(X?)/ Qes un cuasi-orden en X}
ii. Qa={Qe Q/ R C Q.
iii. Aa: Q — 1, el conjunto borroso definido por Aa(Q) = A(RP4, RA).

PROPOSICION 2.14. Dado un conjunto Lg-borroso, A: X — L,, en
un conjunto X, para todo Q € Qa, Aa(Q) = xoa (Q)-

Demostracion: Obvia.

3. RELACIONES ENTRE GRADOS DE DEPENDENCIA
e En primer lugar se recuerdan las definiciones de los grados de

dependencia (ver [6] y/o [10]), que relacionaremos con los

expresados en la DEFINICION 2.10 y en la DEFINICION 2.12.

DEFINICION 3.1. Dado un sistema de informacién S = X, Q, V, 9
dotado de una estructura borrosa ((Lg)qco, (Fq:Vg—Lq)eco), se llama
grado de dependencia fuerte de un atributo b € Q respecto a un
atributo a € Q, con respecto a una regla gradual borrosa (R ), y se
anota y(b, a) al valor definido por la siguiente expresion:
si |Q2] = 0 entonces y(b, a) = 1
y
si |Q| # 0 entonces (b, a) = (|6]/|<|)

donde:

A=F,00.yB=F,od

0={xe X/ HB({x})#X y HB({) e CA)
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Q={xe X/ HB(ix}) X}

DEFINICION 3.2. Dado un sistema de informacion S = X, Q, V, 9
dotado de una estructura borrosa ((Lg)qco, (Fq:Vg—Lq)qco), se llama
grado de dependencia topolégico de un atributo b € Q respecto a un
atributo a € Q, con respecto a una regla gradual borrosa (R ), y se

anota x(b, a) al valor definido por la siguiente expresion:

Si [t8%| = 0 entonces (b, a) = 1

y
si |tB°| # 0 entonces (b, a) = [tA"NTB| / [tB7)

donde:

A=F,00.yB=Fyo0d
W=t —(J,X)y B =1 - (J, X)

e Al igual que en el TEOREMA 2.11, se han demostrado en [6] y en
[10] que: dado un sistema de informacién libre, S = (X, Q, V, 9),
dotado de una estructura borrosa ((Lg)qe0, (Fi:Vq—Lq)qeo), para todo
par de atributos a,b € Q, los grados de dependencia y(b, a) y (b, a),
son respectivamente iguales a 1, sii RA c RB. Condicion esta, que
necesariamente debe cumplirse para que se pueda hablar de la
borrosidad de los respectivos criterios y por ende del nuevo criterio

que introducimos en este trabajo.

EJEMPLO 3.3. A continuaciéon presentamos un ejemplo que pone

en evidencia la diferencia entre los grados de dependencias y, Kk y A.
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A tal efecto sean:
i. X, el conjunto definido por: X = {w, x, y,z}.

ii. {L, 2}, el reticulado completo donde el conjunto subyacente L es el
producto por si mismo del intervalo cerrado [1, 2, 3] del conjunto

totalmente ordenado de los nimeros naturales, vale decir

L={1,2,3]X][1, 2, 3]}
y donde para todo (s, t), (s’, t") € L,
(s,t)2(s’,t)siis2syt=>t.

ili. A: X— L, el conjunto L-borroso definido por las asignaciones

siguientes:

Afw) = (1, 1), AK) = (1, 1), AlY) = (1, 2) y Alz) = (1, 3).

iv. B: X— L, el conjunto L-borroso definido por las asignaciones

siguientes:

B(w) = (1, 1), B(x) = (1, 2), Bly) = (2, 1), B(z) = (2, 1).

v. D: X— L, el conjunto L-borroso definido por las asignaciones

siguientes:

D(w) = (1, 3), D(x) = (2, 2), D(y) = (3, 2), D(2) = (3, 3).

a. Determinacion de las bases 34, 3B y f3P.
PA=(Ake ax-={ Aq, )=1W, X, ¥, 2}, A, 2= 1, 2}, Aw, 9= {7}
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BB= (Buke .= {Bu, 1={W, X, ¥, 2}, Bu, 2= {x}, Be, )= {y, z}}.
BP= (Duk e b= {Dq1, 3= W, 2}, D2, 2)= {X, y, 2}, Ds, 2= {y, 2}, Dz, 3= {2}}-.

b. Determinacion de 1A, C1A, 1A, 1B, y 10..

=, Ww,x,y, 2, {y, 2, {Z}-

Cth={J, W, x,y, 2, (W, X}, (W, X, y}}.
™ = 1Y, 20 12

™ =% Y, 2 X, Y, 2

™ = {W, 2}, X, ¥, 2, Y, 2, 12, W, Y, 25

c. Determinacion de B, y B%,, ;.

B> ={B"1, 1,11, B, 2, 0,1, Be a1 Bu a2, 2, Be e
B c={B'w, 1,01, Bw2,0 1 Beyaey Be e

D% ={B"1 3,13, B2 2,22, B3 2,62, Ba 2,2, B3s3.6 9
B, 3), 2,2, B'3,3), 3,2, B'3,3), (1, 1)}

D%i, < = {B'g, 2, 3,2, B3, 3), 3,3, B's,3), 3, 2))-

d. Determinacion de los valores que toman los modificadores
débiles HB y HP.

HB({wj}) = {w}.

HB({x}) = {w, x}.

HE(y}) = {w, y, 2.

HB({z}) = {y}.

HP(iw}) = {w}.
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HP(fx) = {x).

HP({yl) = &, v}

Hb(iZ) = {w, %, y, 2}

e. En virtud de los resultados precedentes, se tienen los valores
correspondientes a los diferentes grados de dependencias

considerados:

A(B, A) = (| B, {/| B:)) = 4/5.

A(D, A) = (| D", /| D"} = 3/8.

K(B, A) = 1/3.
(D, A) =2/5
X(B, A) = 1/4
%(B, A) =0

Obviamente los valores calculados comprueban la diferencia entre

los grados de dependencias A, K y .
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