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SOBRE MULTIFUNCIONES FUZZY

Renato César Scarparo

En este trabajo se presentan y demuestran algunos resultados de D.T. Luc y C,
Vargas referentes a multifunciones con dominio y blanco en espacios vectoriales
topologicos de Hausdorff sobre R, como asi mismo se explicita el concepto de
multifuncién fuzzy de acuerdo a Papageogiou, y se demuestran dos teorema de S.
S. Chag, con respecto a las multifunciones fuzzy, proposiciones todas estas, que
integran una linea de resultados necesarios para la demostraciéon de desigualdades
variacionales para multifunciones fuzzy, a su vez necesarias, para la extension

fuzzy de conocido teorema de Walras.

1. INTRODUCCION

Aunque la lectura de este trabajo requiere el conocimiento previo,
aunque elemental, de las teorias sobre Espacios Topolégicos, y sobre
Espacios Vectoriales Topoléogicos sobre R, los elementos de las
mismas que se utilicen seran dados por conocidos, en el
convencimiento que la dificultad que implica para el lector esta
decisién, puede ser salvada por el mismo, sin mucha dificultad y
satisfactoriamente, consultando algunas de las obras que integran
la abundante bibliografia que trata dichas estructuras. A tal efecto

se sefnalan en las referencia, obras adecuadas a dicho fin.
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En este escrito se mantendra la notacién standard tanto para los
objetos y relaciones fuzzy como para los no fuzzy, mas aun toda
notacion que se refiera a conceptos fuzzy sera debidamente
explicitada como asi también lo sera, toda notaciéon que se refiera a
objetos o relaciones no fuzzy y que a nuestro entender puedan

complicar innecesariamente la claridad del texto.

Como es usual anotaremos con R a los ntimeros reales, con Q a los
numeros racionales, con Z a los numeros enteros, con N a los

numeros naturales, con I al intervalo; (0,1)={xe R/0<x<1}.

DEFINICION 1.1. Dado un conjunto X se llama conjunto fuzzy (o
borroso) en X, o también, mas propiamente, subconjunto fuzzy (o

borroso) en X, a toda aplicacion 4: X — I.

Para cada x € A el valor A(x) se llama el grado de pertenencia de x
en el conjunto borroso 4, y el conjunto {x € 4/ A(x)>0}, se llama el

soporte de 4 y se anota sop 4.

DEFINICION 1.2. Sean X un conjunto no vacio, K un conjunto de

indices y (4, );.x una familia de conjuntos borrosos en X. Entonces
definimos respectivamente, su union U{4, /k € K} y su intersecciéon

N{4, / k € K}, mediante las expresiones siguientes:

Paratodo x e X:(uU {4,/ke K} . x =sup{d, / ke K}.

Paratodo x € X:(n {4, /ke K} . x =inf {4, / ke K}.



SOBRE MULTIFUNCIONES FUZZY 93

DEFINICION 1.3. Dado un conjunto borroso 4: X — I, y dado un
valor o € (0, 1], se llama o-corte de 4 o también subconjunto de
nivel o, y se anota (4), al subconjunto definido por:

(A), = {xe X Ax)>o}

DEFINICION 1.4. Una multifuncién F de un conjunto X en un
conjunto Y, es una aplicaciéon F: X — 2", donde 2" es el conjunto de

partes no vacias del conjunto Y.

e Observacion. La definicion de multifuncién que se ha adoptado,
sigue el criterio de E, Michael, excluyendo del blanco al conjunto

vacio.

DEFINICION 1.5. Dada una multifuncién F de un espacio topolégico
X en un espacio topolégico 7, se dice que:
1.2.1. F es semicontinua superiormente (brevemente s.c.s.) en un

punto x,e€ X , sii para todo subconjunto abierto /' del espacio
Y, tal que F(x,)cV , existe un entorno abierto U de x, tal
que paratodo xe U:F(x) c V.

1.2.2. F es semicontinua inferiormente (brevemente s.c.i.) en un

punto x,€ X , sii para todo subconjunto abierto /' del espacio
Y, el conjunto {xe X (F(x)NnV)#Q} es un subconjunto

abierto.

1.2.3. F es continua en un punto x,€ X , sii F es s.c.s. y s.c.i. en x;.
1.2.4. F es cerrada sii su grafica, {(x,y) e (XxY/ye F(x)}, es un

subconjunto cerrado.
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e Observacion. Obviamente una multifuncién F de un espacio
topologico X en un espacio topolégico Y, se dice s.c.s. (resp. s.c.i.,
continua) cuando es s.c.s. (resp. s.c.i., continua) en todos sus

puntos.

PROPOSICION 1.6. Si F: X —» 2!, es una multifuncién s.c.s. a
valores compactos y & es una funcién continua de Y en R, entonces

la multifuncién (§ o F) de Xen R, es s.c.s. y a valores compactos.

Demostracion. Obvia.

PROPOSICION 1.7. Si F: X - 2", es una multifuncién continua a
valores compactos y & es una funcién continua de ¥ en R, entonces

la multifuncioén (§ o F) de Xen R, continua y a valores compactos.

Demostracion. Obvia.

2. MULTIFUNCIONES ENTRE ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLOGICOS SOBRE R

DEFINICION 2.1. Sean E e Y, espacios vectoriales topologicos de

Hausdorff sobre R, X un subconjunto de E, no-vacio y convexo, K un
cono convexo en Y, diferente a ¥ (K#Y) y F: X—2", una multifuncion.
Entonces diremos que:

2.1.1. F es K-convexa, sii para todo x,,x, € X y para todo A € I: si

v € F(x)) y y,€ F(x,) entonces
W +1-M)y,) € FOx +(1-M)x,)+K .
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2.1.2. F es K-cuasiconvexa sii para todo a € 7Y, el conjunto

{xe X/ a e (F(x)+ K)} es convexo.

e OBSERVACION: F es K-convexo, sii para todo x,x, € X y para

todoA e I:
AF(x))+(1-MF(x,) € F(a +(1-Mxy)+K

PROPOSICION 2.2. Si F: X—2', es una multifuncién K-convexa

entonces F es K-cuasiconvexa.

Demostracion: Seaac Y. Si
x,%x, €{xe X/ae (F(x)+K)},
vale decir si

ae (F(x)+K) yae (F(x,)+K)

como K es una multifunciéon convexa entonces

a e {MF(x))+K)+(1-1) (F(x,)+K)}

luego como K es un cono convexo se tiene que,

a € {MF(x)+(1-1) (F(xy)} + K}

luego como por la K-convexidad de F tenemos que:

MF (x)+(1-2) (F(xy)} < {F (A +(1-1) x5) + K}

resulta que

a e {FOx, +(1-M)x,) + K}
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por lo tanto

A, +(1-M)xy) € {xe X/ae(Fx)+K)}

o sea la multifuncién F es cuasiconvexa.

DEFINICION 2.3. Sea & Y — R, una aplicacién con dominio en un

espacio vectorial topologico de Hausdorff sobre R. Se dice que:

2.3.1. & es monoétona creciente respecto a un cono convexo K, en Y
si a € (b+K) entonces &(a) = §(b).

2.3.2. & es estrictamente monétona creciente respecto a un cono

convexo K, en ¥; si a € (b+ K) entonces &(a) > §(b).

LEMA 2.4. Sean; E ¢ Y, dos espacios vectoriales topolégicos de
Hausdorff sobre R, X una parte de E no vacia y convexa, F: X—2"

una multifuncién K-convexa, y & Y — R una funciéon convexa y

monotona creciente respecto al cono K en Y, entonces la composiciéon

(EoF): X — 2% es R*-convexa.

Demostracion: Sean x;,x, e X, A€ I, z;€ E(F(x)) v z, € E(F(x,)).
Obviamente existen

€ F(x))yy, € F(x,), talesque z € £(y)) y z, € §(,)

Como F es una multifuncién K-convexa, existe y;€ F(Ax; +(1-1)x,),
tal que (A, +(1-X)y,) e (y3+K)luego como & es una funcién

monoétona creciente respecto al cono K, se tiene que:

My +(1-M) y) 2 &(y,)
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y como & también es convexa, se tiene ademas que:

(A&(y)+(1-M) &(y,)) 2 E(yy +(1=A)y)

en consecuencia:
(M) + -V &)= E(rs)
o sea

(M) +(1-M) &>,y (E(y3)+R)

por lo tanto si z; =§(y;), tenemos finalmente que existe z;eR tal

que

(Az; +(1-1)z,)e (z3)+ RY)

o sea que £o F, es R'-convexa.

LEMA 2.5. Sean Y un espacio vectorial topolégico de Hausdorff
sobre R, K un cono convexo en Y tal que K — {0}, es un subconjunto
abierto. Entonces:
2.5.1. Dados un punto ee K°, y un punto a € Y, la funcién §
definida por la siguiente expresion:
(y)=inf{te R/ ye(a+te—K}
es continua y estrictamente monotona creciente respecto a K.
2.5.2. Si la multifuncién F: X —2" es a valores compactos y K-
cuasiconvexa, entonces la composicién (€ o F): X —»2% es R'-

cuasiconvexa.
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Demostracion:
La funcién & se puede expresar de la siguiente forma:

(y)=inf {te R/ te=y—a+k, paraalginke K}

Como y + K, admite la existencia de un punto interior de la forma ¢e,
puesto que si ¥ es un entorno abierto y discado del vector O, tal que
((e+V)c K°),y ¢ es un valor real tal que; " >0,y (¢'(v —a)) € V, se tiene
que;

(e-t'(y—a))e K°,

luego si; t = (1/t"), se tiene que: (te — (y — a)) € K°, o sea se tiene que (te
€ ((y — a) + K°), por lo tanto (te € (y + K)°). Teniendo en cuenta
ademas, que el punto &(y)e, es el punto de interseccion de la recta
que contiene al vector e, con la frontera del conjunto ((y — @) + K)), se
demuestra que la funcién § es continua. En efecto dado €>0, si Ues

un abierto discado tal que:

(€0 -ge+U)e Cv-a+K) y (E0)+e)e+U)e (v —a)+K°)

se tiene que para todo ve U;

(E) - e(v+F((—a)+K) y (E0)+8)e) €(v+F(y — a) +K))

por lo tanto;

E0) -8 <&y +v) <€) +e)

vale decir £ es continua. A continuacion demostraremos que & es
estrictamente monotona creciente respecto a K. En efecto si

ze (v +(K-1{0}))
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como el subconjunto (K — {0}) es abierto, se tiene que z € (y + K°), por
lo tanto (z—a) € ((y —a) + K°), como ((y —a) +K°)=((y — a) + K)°, se tiene
que:

(z-a)+K)c(y—a)+K°)

por lo tanto (§(z)e) € ((y — a) + K)°, luego &(2) > &(y), y por lo tanto la

funcién & es estrictamente mondtona creciente.

Sea se R,y sean x,x, € X, e E(F(x))), y r, € £E(F(xy)), tales que:

sen+R 'y sen+R

por lo tanto obviamente existen; y, € F(x,), ¢ y, € F(x,), tales que:

ne &) ynrneiy)

luego podemos considerar dos alternativas.

a) Si rn<r,<s, entonces el punto s, es interior a(y,-a)+K, y
a(y,—a)+K , en consecuencia; si y, € ¥, es un punto tal que
(yo —a) pertenece a la generatriz del hipercono (y,-a)+K, que
interseca a la recta te, en el punto se, se tiene que &(y,) =s, ademas

como:

o—a)e (y—a)+K) v (p—-a) e (y,-a)+K)

se tiene que:

Yoe W +K) 'y yoe (0n+tK)
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por lo tanto

Yo € (F(x)+K) y ¥y € (F(xy)+K)

luego como F es k-cuasiconvexo, para todo A € I
Yo € (F(x +(1=M)x;) +K)
o sea existe

z e (FOx, +(1-M)x, )+ K)

tal que; y,€ (z+K), por lo tanto existe k£ € K, tal que; y,=(z+K),

luego como & es estrictamente monétona creciente se tiene que:

&(ro) >&(2)

por lo tanto

Evo)e (E(2)+R)

en consecuencia

s € (§(F(Mx +(1-M)x,)+ R

por lo tanto (§ o F) es una multifuncién K-cuasiconvexa.

b) Si n <r, =s, entonces si (s,),cy, €S Una sucesion decreciente y

convergente a s, se tiene que para cada n € N, existe

Yo € (F(x +(1-M)x;)+K)

0 sea existe

z, € Fax; +(1-M)xy)
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tal que
yO,n =Zy +K
por lo tanto

&(y(),n ) > &(Zn )

luego como F(Ax;+(1-A)x,)es compacto, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que la sucesiéon (z,),.y, converge a un
punto z € F(Ax; +(1-A)x,), por lo tanto debido a la continuidad de &,
la sucesién (§(z,)),cy, converge a &(z). Como ademas para todo
ne N,

&(J’o,n )=s

se tiene que (s > &(z)), por lo tanto

se @z + R

luego

s € (E(F(Ax, +(1-1)x,))+R’)

por lo tanto en este segundo caso b) también (§ o F) resulta una

multifuncién K-cuasiconvexa.
3. MULTIFUNCIONES FUZZY (BORROSAS)
DEFINICION 3.1. Dados un conjunto X y un conjunto Y, se llama

multifuncién fuzzy (resp. multifuncién borrosa) de X en Y, a toda

aplicacién F de Xen I'.



102 CUADERNO DEL CIMBAGE N°5

e Observacion: En lo que sigue, para todo x € X, anotaremos

frecuentemente el conjunto fuzzy F(x) con F,.

DEFINICION 3.2. Una multifuncién fuzzy F: X — I', de un conjunto
X en un subconjunto Y, de un espacio vectorial topolégico de
Hausdorff Z sobre R, se dice convexa sii Y es convexo y para todo:
xeX,y,ze Y;he [0,1]:

F,(y+(1=0)z) 2min {F, (), F, (2)}

DEFINICION 3.3. Un conjunto fuzzy 4 definido en un espacio

topolégico X, se dice compacto, sii para cada a € (0, 1], el corte (4),

es un subconjunto de X, compacto.

DEFINICION 3.4. Dada una multifunciéon fuzzy F: X — I', de un
espacio topolégico X en un espacio topologico Y, se dice que:

3.4.1. F es topologicamente abierta sii para cada x,e€ X, y para

cada subconjunto abierto ¥V, de Y, tal que admite la
existencia de un punto y € ¥y un valor y e (0, 1] tales que:

Fx,(y) 27, existe un entorno U de x, tal que para cadax e U,
existe y'e Vtalque F.(y)=vy.
3.4.2. Fes topolégicamente cerrada sii para cada x,€ X, para cada

ve (0, 1], y para cada subconjunto abierto V, de ¥, tal que si:

Fx,(y) =7, entonces y € V; existe un entorno U de x, tal que
paracadaxe U:si F . (y)27, entonces ye V.

3.4.3. F es continua sii F es topologicamente abierta y

topolégicamente cerrada.
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3.4.4. F es cerrada sii la funcion de X x Y en I definida por la

asignacion (x,y) = F,.(y), es s.c.s.

PROPOSICION 3.5. Dada una multifuncién fuzzy F: X — 1", de un

espacio topolégico X en un espacio topolégico Y, se verifica que:

3.5.1. F es topolégicamente abierta sii para todo y € (0, 1] la
multifuncién de X en Y definida por la asignacion x — F,(y),
es s.c.i.

3.5.2. F es topolégicamente cerrada sii para todo y € (0, 1] la

multifunciéon de X en Y definida por la asignacion x — F,(y),

€es s.C.S.
3.5.3. Fes continua sii para todo ye (0, 1] la multifuncién de X en Y

definida por la asignacion x - F, (), es s.c.i. y s.c.s.

Demostraciéon. Obvia.

TEOREMA 3.6. Sean X un subconjunto cerrado, convexo y no vacio
de un espacio vectorial topolégico E sobre R, C un subconjunto
convexo y no vacio de un espacio vectorial topologico Z sobre R, y
o: X = (0, 1], una funcién s.ci. Si F: X — I, es una multifuncién

fuzzy tal que para cada x e X;(F )y, #9, y si F: X - 2¢ es la
multifuncion definida por: F™(x) =(F\)y,, S€ tiene que:

3.6.1. Si F es una multifuncioén fuzzy convexa entonces F~ es una
multifuncion a valores convexos.

3.6.2. Si F es una multifuncion fuzzy cerrada y convexa, entonces
F~ es una multifuncién cerrada a valores cerrados y

convexos.
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Demostracion:
3.6.1. Para cadax e X,sia, be F(x) entonces:
Fo(a)2o(x) y F,(b) 2 0(x)
Como por hipétesis F, es una multifuncién convexa se tiene
que
F (1= Ma+1b) = min {F, (a), F,(b)}> a(x)
por lo tanto
(AI=Ma+Ab) € (F,)qw

lo cual implica que la multifunciéon F~ es a valores convexos.

3.6.2. Como por hipétesis F: X — 2, es la multifuncién definida por

la expresion: F7(x)=(F},)q, S€ tiene que:

Graf F"={(x,y) e (Xx C)/y e F (x)}
por lo tanto

(x,y) & Graf F',sii y & (F,)q ), O seasii F,(y) <a(x).

Sea entonces (x, y) ¢ Graf F", veremos que (x, y) es un punto interior
de C (Graf F"). En efecto, como o es una funciéon s.c.i., existe un

entorno U de x, tal que para todo x" € U;

F (y)<ox')

ademas como por hipétesis F es una multifuncion fuzzy cerrada,

vale decir la multifuncién F, (y), es s.c.s., existe un entorno (U’ x V")
de (x,y) tal que; U' c Uy para todo (x",y) e (Ux V).
F.(y') <a(x)



SOBRE MULTIFUNCIONES FUZZY 105

luego para todo (x', y) € (Ux V') (x', ') ¢ Graf F, por lo tanto el
subconjunto Graf F~, es cerrado y en consecuencia F, es una
multifuncién cerrada. Ademas por lo demostrado previamente tanto
en el punto 2.6.1 y en este, resulta obviamente que para todo x € X;

(Fy)a( €s cerrado y convexo.

TEOREMA 3.7. Sean: X e Y dos espacios topolégicos, vy € (0, 1] y

F: X > I', una multifuncién fuzzy tal que para cada x € X; el conjunto

de nivel (F,), es no vacio, y sea F: X — 2" la multifuncién definida

por: F~(x)=(F,),, entonces:

3.7.1. Si F es una multifuncion fuzzy topolégicamente abierta
entonces F~ es una multifuncién s.c.i.

3.7.2. Si F es una multifuncién fuzzy topolégicamente cerrada
entonces F~ es una multifuncién s.c.s.

3.7.3. Si F es una multifuncion fuzzy continua entonces F es una

multifuncién continua.

Demostracion:

3.7.1. Sea x, € X, y sea ¥, un subconjunto abierto de Y tal que:

(F (x)nVy)#D osea ((F),NV))#D

Como F es topologicamente abierta

si yy € (Fy),

N V,) entonces existe un entorno U de x,, tal que:
para todo x € U, existe y € V, tal que F, (y)=7

o sea tal que ((F,), NVy)=D
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En consecuencia para todo x, € X, y para todo subconjunto 7,
abierto de Y tales que:
(F (xg)NVy) 2D

existe un entorno U de x, tal que para todo x € U:

(F (x) V) 2D

en consecuencia F~ es s.c.i.

3.7.2. Si F es una multifuncién fuzzy topologicamente cerrada

entonces para cada x, € X y para cada subconjunto V;

abierto de Y tales que (F, ), ¢V, existe un entorno U de x,,
tal que para todo xe U:(F,),cV,, como (F,),=F (x),

obviamente F~ es s.c.s.
3.7.3. Si F es una multifuncién fuzzy continua entonces F es
topologicamente abierta y topologicamente cerrada, por lo

tanto por 3.7.1.y 3.7.2. F es s.c.i. y s.c.S. 0 sea F~ es continua.
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