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Resumen
En el ambito de la Economia de la Empresa tiene mucha importancia el estudio de los
gastos de produccion E(Q) que se originaran en el proceso y que generalmente vendran

expresados matematicamente por una dependencia lineal o cuadratica de las unidades
O que se proponen fabricar. Supondremos, ademas, que esta funcion esta afectada por
dos restricciones: una es de productividad, 0, <0, <(Q;, y otra de limitacién de gastos
maximos permitidos, E(Q)s Ey -

En el presente articulo partiremos de una funcién cuadratica nitida, en la cual
justificaremos el signo de los coeficientes que hemos empleado. Después, para
adentrarnos en el campo fuzzy, la generalizaremos con otra de coeficientes borrosos.
Naturalmente, la nueva funcién borrosa ya no se expresara a través de una unica curva,
sino que estara constituida por un haz infinito de curvas nitidas, cada una de ellas con
un determinado grado de posibilidad. Centramos nuestra atenciéon en las curvas que
llamamos central, inferior y superior.

El nucleo de nuestro analisis consistira basicamente en reducir paulatinamente los
soportes de los coeficientes hasta hallar un cierto valor k del a-corte, de manera que a
partir de €l todas las curvas del haz borroso tengan sentido econémico y cumplan las dos
restricciones impuestas. En ultimo lugar, y a través de un caso numérico,

comprobaremos las deducciones tedricas que hemos obtenido en el analisis anterior.

Palabras clave: economia aplicada, numeros borrosos, incertidumbre.




62 J. C. Ferrer, etal / Cuadernos del CIMBAGE N°7 (2005) 61-78

ECONOMICAL ANALYSIS OF A PRODUCTION'S EXPENSES
QUADRATIC FUNCTION WITH FUZZY COEFFICIENTS AND
WITH RESTRICTIONS

Joan Carles Ferrer, Guillem Bonet, Elvira Cassu
Departamento de Empresa
Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales
Universidad de Girona.
Campus de Montilivi s/n
17071 — Girona - Espana
joancarles.ferrer@udg.es

Received 23 de November 2004, received in revised form 16 February 2005,
accepted 24 February 2005

Abstract

In the context of Business Economics it is essential to carry out studies of the costs of
production E(Q). Obviously, these kinds of costs originated in the production process

will depend on the number Q of units produced by the company and, generally, can be

mathematically expressed by a quadratic function, E(Q):a.Q2 -bQ+c, where all three
coefficients must be positive real numbers.

We will suppose that in this process there is also a production constraint, normally due
to productivity, 0, <Q, <0, or cost limitations, E(Q)s E,, . Of course, in the production
costs there must always be a non negativity constraint because the costs must always be
positive. And, moreover, for reasons of security, another cost constraint is desirable, so
that they do not exceed a previously fixed maximum, E,;, . We summarise the last two
constraints in the inequality 0< E(Q)<E,,y -

Afterwards, to enter into the uncertainty field, we must generalise the function E = f (Q)
into one of fuzzy coefficients. Of course, the new fuzzy function will not be a single curve,
but rather an infinite set or sheaf of sharp curves, each one associated with a particular
degree of possibility. In this study we concentrate on three special curves of this infinite
sheaf: the central, lower and upper curves.

However, the focus of our attention will consist basically in gradually reducing the

supports of the coefficients until we find a certain value k of the q-cuts, such that if

a>k , then all the infinite curves of this fuzzy beam will make economic sense and,
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besides, will meet the two imposed constraints. To conclude this paper, we confirm,

using a numerical example, all the conclusions deduced in the preceding analysis.

Key words: applied economy, fuzzy numbers, uncertainty.
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1. FUNCION CUADRATICA DE GASTOS DE PRODUCCION

Partimos de una funcién cuadratica de produccién que, en principio,

suponemos nitida:

E(Q)=a0” -b0+c (1.1]
en donde Q son las unidades producidas de un objeto determinado,

E (Q) los gastos en unidades monetarias originados durante el proceso

de produccién, y en la cual sus coeficientes a, b y ¢ son positivos.

Sus dos primeras derivadas:
E(0)=2a.0-b [1.2]
E(0)=2a (1.3]

Para dotar de sentido econémico a la funcién [1.1], ésta ha de ser

matematicamente concava, ya que ha de existir un minimo, con lo que

resultara en [1.3] que E”(Q)> 0,y asi 2a>0, con lo cual el coeficiente
“a” sera positivo.

Ademas, a partir de la producciéon minima Q :b/(2a) , que se obtiene al
anular [1.2], y como Q ha de ser logicamente positivo, también lo sera
el coeficiente b.

Por ultimo, como siempre existiran gastos de produccién, E(Q)> 0. En

el caso limite para Q=0 tendremos, E(Q): a.0> —b.0+c=c, con lo que el
coeficiente ¢ también sera positivo.

Supondremos ademas que existe una restriccion de produccién, que es
normalmente debida a limitaciones presupuestarias o bien a

condicionamientos de fabricacion:

01<0<0, [1.4]



J. C. Ferrer, etal / Cuadernos del CIMBAGE N°7 (2005) 61-78 65

Ademas, como ya hemos dicho, la funciéon [1.1] es céncava y como ha
de ser siempre positiva, estara situada completamente en el primer
cuadrante. Por tanto, no podra cortarse con el eje horizontal de

produccioén, E(Q): 0. Esto significa que la ecuacién de 2° grado:
a0 -b0+c=0 [1.5]

debera tener soluciones imaginarias o complejas. En otras palabras, el

discriminante de [1.5]:
D=b%—-4ac [1.6]
tendra que ser siempre negativo, D <0.

De esta manera el punto minimo de la funcién [1.1] estara situado en
el primer cuadrante. Ademas, como este minimo se produce para

0 :b/(2a) , los gastos para este nivel de producciéon seran:
E(Q)=alp/(2a) —b[b/(2a)]+c =D /(4a)
Por consiguiente, el punto minimo sera:

P(b/(2a), - D /(4a)) [1.7]

2. UN EJEMPLO

Consideremos a modo de ejemplo a=2, b=16 y ¢=64, con lo que la

funcién de gastos sera:
E(0)=2.0%-16.0+64 [2.1]
Consideremos también la restriccion de produccién con Q; =1y 0, =8,

es decir:

1<0<8 [2.2]
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Mediante una tabla de valores obtenemos los puntos (1,50), (2,40),
(3,34), (4,32), (5,34), (6,40), (7,50) y (8,64), los cuales nos permiten

dibujar la Figura 1:

E
64
50 E=f(Q)
\P
32
Q 2 Q
1 4 8

Figural. Funcién de gastos de produccion restringida

Observamos que el discriminante [6] sera:
D=16>-4.2.64=-256 [2.3]
Por lo que el minimo relativo [7] estara en Q= 16/(2.2):4 y su imagen
sera E(Q)=—(-256)/(4.2)=32, esto es:
P(4,32) [2.4]

Notemos también que los maximos se encuentran en los extremos de la

restriccion:
E(Q)=50 'y E(0,)=64 [2.5]

Con lo cual el tltimo punto constituira un maximo absoluto.

3. GASTOS DE PRODUCCION CON COEFICIENTES BORROSOS

Trabajaremos a continuacién en el campo de la matematica fuzzy
generalizando la funciéon crisp [1.1]. Para ello, sustituiremos los

coeficientes a, b y ¢ por los nimeros borrosos triangulares:
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A=(aj,ay,a3), B=(b;.by.b3) y C=(c;.c2.¢3) [3.1]

coincidiendo los valores de mayor nivel de presuncién con los

coeficientes nitidos iniciales:
ay=a, by=by cy=c [3.2]
Asi obtendremos una funcion borrosa de gastos de produccion:
E(Q)=140%-Bo+C [3.3]

En nuestro analisis particular de la borrosidad consideraremos que el
soporte de la funcién fuzzy anterior estd constituida por una familia

infinita de curvas crisp:
_ 2
Egp(Q)=a; 0" —b; 0+c; [3.4]

Notemos que cada coeficiente pertenece al soporte de su respectivo

numero borroso triangular:

a; €lay, az], b elby,bs], ¢; €ler.es] [3.5]

De este haz borroso de infinitas curvas [3.4] destacamos en primer
lugar la curva con mayor nivel de presuncion, que es la curva inicial

crisp [1.1]. En nuestro caso adoptara la forma:

E(Q)=a,0% =0y 0+ [3.6]
Después nos fijaremos en la curva inferior:

Ei(Q)=a;.0° —b3.0+¢| [3.7]
Y, por ultimo, en la curva superior:

E(0)=a3.0% -b.0+c3 3.8]
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En la Figura 2 observamos estas curvas, en donde suponemos también

una restriccién de maximos gastos permitidos, E(Q) max.:

E
Eux ) E5@

E Q)

Yk

Q,

Figura 2. Curvas central, inferior y superior del haz borroso

Podra suceder que muchas de estas curvas del haz no tengan sentido
econémico, pues tal como hemos dicho deben limitarse al primer
cuadrante. Asi, en la figura anterior la curva inferior no seria valida
puesto que algunos gastos de producciéon serian negativos. Tampoco la
curva superior seria posible ya que supera, para algunos valores de Q,

los gastos de producciéon maximos autorizados.

4. REDUCCION DE LOS SOPORTES DE LOS COEFICIENTES

Para dar sentido econémico a los posibles valores de la funcién fuzzy
[3.3], habra que reducir, los soportes de los coeficientes borrosos
iniciales [3.1] y utilizar nuevos numeros borrosos triangulares, tal

como representamos en la Figura 3, para el nimero borroso reducido
asociado a A, al que denotaremos por A%, para un cierto valor o que

precisaremos. Para ello usaremos las rectas de los o-cortes de [3.1]:
a =ay+(ay —a))a a§ =a, as =ay—(a3—ay)a [4.1]
b =by +(by by )ax by =by by =by —(by —by ) [4.2]

el =¢ +(cy =) ) ¢y =cp c§ =c3 —(e3-¢y)a [4.3]
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De manera que los nuevos coeficientes borrosos seran:
3% =a® ay,a2) B = by b2) % =[c e, c2) [4.4]

Como observamos en la figura 3 para un «=0.5, estos nuevos
numeros borrosos reducidos asociados a los coeficientes borrosos

iniciales se generan reduciendo el soporte del ntimero borroso inicial,
tomando al" en lugar de a; y agx en lugar de a,, y manteniendo el

valor de a, como el de mayor nivel de presuncién.

\

0 a
a 0.5
a'10.5 as as

0.5

ail

Figura 3. Numeros borrosos triangulares de soporte reducido

En nuestra funcién particular [2.1], E(Q): 2.Q2 -16.0+64, con a=2,

b=16 y c=64, podemos generalizar estos coeficientes a través, por

ejemplo, de los siguientes ntimeros borrosos triangulares:

4=(1,2,3), B=(14,16,19) y C=(60, 64, 70) [4.5]

De esta manera, la curva central de la funciéon borrosa sera la misma

que [2.1], pero la curva inferior y superior vendran expresadas por:
E;(0)=0%-19.0+60 [4.6]

E,(0)=3.0%-140+70 [4.7]
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Con el fin de reducir la amplitud, 4(Q)=E,(Q)-E;(Q), de este haz

infinito de curvas, emplearemos las expresiones [4.1], [4.2], [4.3],

[4.4]obteniendo para cada valor de @e0,1], los nuevos numeros

borrosos triangulares:
A% =(1+a,2,3-a) B*=(14+2a,16,19-3a) C% =(60+4a, 64,70 —6c) [4.8]

donde para a=0 resultan los NBTs iniciales [4.5] y para a=1 los

coeficientes crisp de [2.1].

5. RESTRICCION DE NO-NEGATIVIDAD
Ya hemos mencionado que en la Figura 2 existian valores de la
produccién Q que hacian negativos los gastos E(Q). En otras palabras,

que algunas curvas, como la inferior, cortan al eje horizontal en dos
puntos, lo cual significa que el discriminante [1.6] es positivo.

Comprobémoslo en nuestro ejemplo particular con la curva inferior
[4.6], E;(0)=0%-19.0+60, obteniendo D=197-4.160=121>0, signo

que nos asegura la existencia de curvas secantes.

Por consiguiente, si queremos que siempre E;(Q)>0, la curva inferior

no podra cortar nunca el eje horizontal E=0, y asi el discriminante D
habra de ser siempre negativo. Es decir, que la negatividad del
discriminante implica la existencia de soluciones complejas y, por

tanto, la no interseccion de la curva con el eje de abscisas.

La curva inferior del haz borroso, dependiente de «a y como

generalizacion de la [3.7], sera:
_ a2 a a
E{(0,a)=al".Q° -b§ Q+cf [5.1]

Calculemos su discriminante:
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D% =% | 402 e [5.2]

A continuacién deberemos determinar el valor concreto k de a que sea
frontera entre los conjuntos de soluciones reales y complejas. Por

consiguiente, deberemos anular el discriminante:
(b")2 =daf cf [5.3]
3 414 :

Teniendo en cuenta las expresiones [4.1], [4.2] y [4.3] de los « -cortes,

tendremos la relaciéon que nos permitira deducir el valor de £ ;

b3 — (b3 —by )k =4]ay +(ay —a) k]le; +(cy —c) Jk]  [5.4]
Ejemplo:

Trabajando a partir de nuestra particular funciéon de gastos, [2.1] dada
en la secciéon 2, aunque considerando ahora sus coeficientes fuzzy
usando los NBTs [4.8], y tomando el valor k para «, resultara al

aplicar la igualdad [5.4] que:
(19-3k)* = 4(1—k)(60+4k)

Desarrollando y simplificando obtenemos la ecuacion de 2° grado 5-k2-
370'k+121=0, que tiene de raices k=73.67 y k=0.328485169.
Evidentemente, la primera no sera valida porque k, como nivel de un
o-corte, tiene que estar en el intervalo [0, 1]. La segunda silo es y la

aproximamos a:

k=0.3285 [5.5]

Para este valor de k los nuevos coeficientes borrosos, utilizando [4.8],

seran:
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4k =(1.3285,2,2.6715) B* =(14.657,16,18.0145)
C* =(61.314,64,68.029) [5.6]
Fijémonos que con ello la nueva curva inferior sera:
E}N(0)=1.32850% ~18.0145.0+61.314 (5.7]

Mientras que la nueva curva superior vendra expresada por:
E}(0)=2.6715.0% —14.657.0+68.029 5.8]
Seguidamente realizamos la grafica del haz borroso con el a-corte

k=0.3285, obteniendo las curvas central, inferior y superior, que

mostramos en la Figura 4:

B E Max A Esl

Q, Q-

Figura 4. No negatividad de la nueva curva inferior

Comprobamos, pues, que la curva inferior se encuentra completamente
por encima del eje horizontal, es decir que los gastos seran siempre

positivos. Por supuesto, ahora el discriminante tendra que ser
negativo, D=(18.0145)> —4 .1.3285.61.314=-13<0, con lo que no habra

interseccion con el eje horizontal.
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6. RESTRICCION DE RIESGO

Para evitar peligros derivados de un excesivo valor de los gastos de
producciéon E(Q), sera indispensable que exista un valor maximo
permitido de los gastos, E,.x , €l cual nunca podra ser superado. Con

ello tendremos la nueva restriccion:
E(Q)< Eppx [6.1]

Puesto que las curvas son matematicamente céncavas, el valor maximo
de E(Q) se encontrara en alguno de los extremos de la restriccion de
produccién, Q; o O,, y ademas estara situado sobre la curva superior

que, como la inferior [5.1], deberemos generalizarla a partir de la curva

superior crisp [3.8]:
E(0,@)=a%.0* ~b*.0+c¢ [6.2]

Sabemos que ha de suceder que E (Q,a)<E,,y, asi que hallaremos
los a-cortes frontera a los niveles k; y k,, que seran distintos del valor

k deducido por [5.4], para cada uno de los extremos, Q; y 0, .
Asi, el valor de k; se hallara a partir de la igualdad:

a® (0 -bf,.0 +ck = Eyux 6.3]
Y, de forma parecida, el valor de k; se deducira a partir de:

a§2~(Q2 )? *blszz +C§2 = Epay [6.4]

Finalmente, escogeremos como nivel del a-corte, el maximo de los
valores entre el k& de [5.4], el k& de [6.3], y el k, de [6.4]

Evidentemente, con los nuevos coeficientes borrosos que se obtendran,
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todas las curvas del haz cumpliran las tres restricciones impuestas de
no negatividad, productividad y riesgo.
Ejemplo:

Continuamos con nuestro caso particular, imponiendo seguidamente
una restriccion de riesgo en la cual los gastos de produccién no
puedan superar las 100 unidades. Es decir, el valor maximo permitido

es Ey x-100 - Por consiguiente, la restriccion sera:
E(Q)<100 [6.5]

A continuacién comprobamos que la curva superior inicial (para a =0),
dada por [4.7], E, (Q): 3.Q2 -14.0+70, supera el valor de E,  y para el

extremo superior 0, =8 unidades:
E,(8)=3.87 —14.8470 =230 >100

La curva superior del haz que hemos reducido para evitar la
negatividad (para a=k=0.3285), dada por [5.8]. Tampoco cumple la

condicion [6.5] en Q,, puesto que:
E}(8)=2.6715.8% —14.657.8+68.029 = 121.749 > 100

En cambio si la cumplen para el extremo inferior Q; =1. Sélo falta
aplicar las expresiones [4.7] y [5.8] para confirmarlo:

E,(1)=3.12 ~14.1+70 =59 < 100
EN1)=2.6715.17 —14.657.1+68.029 = 56.0435 < 100

Por lo tanto, como el extremo (Q; ya cumple la condicién, solamente

deberemos aplicar la féormula [6.4] para determinar el a-corte k;:

k @2 k
as2.8 _bl k2.8—b1 k2.8+C32 =100
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Consultando los ntmeros borrosos triangulares de los coeficientes

iniciales obtenidos en [4.8], en los que consideramos &, en el lugar de

«a, tendremos:
(3—ky ) 64—(14+2.k, ). 8+(70- 6.4, ) =100

Operando obtendremos el valor %, =0.581395384 , que siempre hemos de

redondear por exceso para que se cumpla la restriccion:

ky =0.5814 [6.6]

Ahora deberemos hallar el valor maximo de los a-cortes frontera

encontrado que, en nuestro caso, han sido £=0.3285 y k, =0.5814.

Evidentemente deberemos considerar este ultimo valor para que se
cumplan todas las restricciones, por lo que tomaremos los a-cortes con
a=0.5814. Para este valor los nuevos coeficientes borrosos de [4.8]

vendran dados por:
a2 = (1.5814,2,2.4186)  BX2 =(15.1628,16,17.2558)
k2 = (32.3256,64, 66.5116) [6.7]
De esta manera, la nueva curva inferior sera:

E}(0)=1.5814.0% —17.2558.0+62.3256 (6.8]

Mientras que la nueva curva superior vendra expresada por:

E2(0)=2.4186.0% —15.1628.0 +66.5116 [6.9]
Como ya hemos indicado a través de la propia construccién, la curva
intermedia con mayor nivel de presuncion 2.1],

EC2 (Q): 2.Q2 —16.0+64, es siempre invariable. Podremos realizar ahora

una grafica del haz borroso, que mostramos en la Figura 5:
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E

Emax

E(Qmj)

Q1 Qm Q

Figura 5. Nuevo haz borroso que cumple las restricciones

Dando algunos valores a la producciéon, O0=1, 4 y 8, que los gastos
cumplen las restricciones de no negatividad y riesgo. En efecto, en la
curva inferior [6.8] veremos que los tres puntos (1,46.65), (4,18.60) y
(8,25.48) son todos de gastos positivos, y en la curva superior [6.9] los
puntos (1,53476), (4, 44.56) y (8, 99.99) indican que los gastos no superan
las 100 unidades, coincidiendo practicamente este valor en el extremo

superior O, =8 de la restriccién de produccion.

7. COMENTARIOS FINALES
Generalmente, en microeconomia, la funciéon de gastos de producciéon
E=f (Q) viene dada por una funcién cuadratica crisp [2.1], que en el

caso de nuestro ejemplo es:
E2(0)=2.0%* -16.0+64

Sin embargo, para ajustarnos mejor a la realidad econémica, debido a
la incertidumbre presente en los procesos econémicos y en la
modificacién de factores que puedan surgir en la propia empresa, a

priori la transformamos, por ejemplo, en la funcién fuzzy:

E(0)=(1,2,3) 0% —(14,16,19).0 +(60, 64, 70)
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Al establecer estos coeficientes, que son numeros borrosos
triangulares, seguramente no habremos tenido en cuenta la necesaria
condiciéon de no negatividad de las variables econémicas, la restriccion
de producciéon y la de gastos maximos permitidos (o de riesgo), que en

nuestro ejemplo numeérico son:

1<0<8 1< E(Q)<100
Después de un proceso de calculo observamos que deben restringirse
los soportes de los coeficientes para que se cumplan las restricciones

anteriores en nuestro ejemplo particular. Cémo maximo la nueva

funciéon fuzzy de gastos de produccién sera:

E2(0)=(1.5814,2,2.4186). 0% —(15.1628,16,17.2558). 0 +(62.3256, 64, 66.5116)

Para lograr un menor gasto de produccion seria interesante disponer
las condiciones necesarias para que la funciéon sea precisamente la

curva inferior [6.8]

E?(0)=1.5814.0% —17.2558.0+62.3256

Ademas, siempre que sea posible, sera deseable trabajar con el minimo
de esta curva inferior. Para saber cual es anularemos su derivada,

2.1,5814.0-17.2558 =0, obteniendo:
0,, =5.456 unid. (7.1]

Para este nivel de produccién los gastos esperados que

corresponderian a los minimos absolutos, alcanzarian el valor de:

E, =12.523 E,, =unid. mon. [7.2]

Hemos senalado en la Figura 5 este punto minimo, con el cual

deberiamos trabajar para ulteriores procesos de decision.
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