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Abstract
The purpose of this paper is to define the stochastic integral with respect to the fractional
Brownian motion as the divergence operator in the sense of the calculus of variations. The
idea is to introduce the techniques of the Malliavin calculus or calculus of variations for
Gaussian processes.
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Resumen
En este articulo damos algunos elementos basicos que se utilizan en la definicién de la
integral estocéstica con respecto al movimiento browniano fraccional como un operador de
divergencia. La idea es brindar una herramienta util para entender las técnicas del célculo
de variaciones o calculo de Malliavin para procesos gaussianos.

Palabras y frases claves: Calculo de Malliavin, descomposicién en caos, espacio asociado
a un proceso gaussiano, integrales de Itd y de Skorohod, movimiento Browniano fraccional,
operadores de derivada y de divergencia.

1 Introduccion.

La integral de It6 ha sido definida en It6 [12] para procesos adaptados a la
informacién que genera el movimiento browniano (ver Secciéon 2). Esta idea
fue posteriormente usada por Doob [9] para tener a las martingalas como
integradores, y en consecuencia se tiene una integral estocéstica con respecto
a una semimartingala (i.e., la suma de una martingala local y un proceso con
trayectorias de variacion acotada). De hecho en Protter [21] se ha observado
que la familia mas grande de integradores que permite tener una definiciéon de
integral estocastica que cumple versiones del teorema de convergencia domi-
nada son las semimartingalas.

Posteriormente, Skorohod [25] defini6 una integral estocastica (la llamada
integral de Skorohod u operador de divergencia), que resulté ser una exten-
sién de la integral de It6 que permite integrar procesos no necesariamente
adaptados a la filtraciéon generada por el movimiento browniano. Ahora se
sabe (ver Nualart [17] o Nualart y Pardoux [18]) que esta extension es el ad-
junto del operador de derivada sobre el espacio de Wiener. En otras palabras
uno puede usar el calculo de Malliavin o calculo de variaciones para definir y
estudiar a la integral de Skorohod.
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Por otra parte, puesto que el calculo de Malliavin es valido para cualquier
proceso gaussiano arbitrario, es natural interpretar al operador de divergencia
con respecto al movimiento browniano fraccional (mbf) como una integral
estocastica (ver Alos et al [2, 3], Decreusefond y Ustiinel [8], y Duncan et al
[10]).

El mbf (ver Seccion 3, y para mayores detalles ver Mandelbrot y Van Ness
[16]), con pardametro de Hurst H € (0, 1), es un proceso gaussiano que no es
una semimartingala cuando H # 1/2, y es un movimiento browniano cuando
H =1/2 ( y por lo tanto una semimartingala). Por lo que en general no se
puede usar el calculo estocéstico en el sentido de [t6 para definir una integral
con respecto al mbf.

Las propiedades del mbf lo han convertido en un modelo adecuado para
fenémenos cuyos incrementos no son independientes y exhiben dependencia
"grande" (ver Nualart [19]).

Cuando el mbf BF tiene parametro H € (1/2,1), se puede considerar a la
integral estocastica fOT stBg trayectoria por trayectoria (esto es, w por w),
debido a que Young [26] ha demostrado que ésta existe como una integral de
Riemann—Stieltjes si Y tiene trayectorias yu—Holder continuas con p+ H > 1.
Versiones de este enfoque trayectorial han sido analizadas en este caso (i.e.,
H > 1/2) por varios autores, por ejemplo Lin [15], Ruzmaikina [23] y Zéhle
[27], entre otros.

Varios autores han buscado otras diferentes formas de construir adecuada-
mente una integral con respecto al mbf, entre los que podemos citar a Alos
et al [1], Carmona et al. [4], Coutin y Qian [6], Dai y Heyde [7], y Nualart
[19] y sus referencias.

Con el fin de hacer mas comprensibles los desarrollos realizados en [2, 3, §],
en la Seccién 2 usamos el cilculo de Malliavin para presentar una extension
de la integral de It6 clésica con respecto al movimiento browniano como un
operador de divergencia. Esto permitira motivar las definiciones de la Seccion
3, donde indicamos como se utilizan las técnicas del calculo de variaciones para
introducir el operador de divergencia con respecto a BY.

2 La integral de Skorohod

En lo que sigue W = {W, : t € [0,T]} es un proceso de Wiener unidimensional
definido sobre un espacio de probabilidad completo (2, Fr, P), con Wy = 0.
Sea F; la o—algebra generada por {Ws : 0 < s < ¢} y los conjuntos de medida
cero de tal suerte que la familia F = {F; : t € [0, T]} satisface las condiciones
usuales.

La integral clasica de Itd con respecto al movimiento browniano W esta
definida para procesos g medibles y adaptados a la filtracion F (i.e., g; es F;
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medible para todo t € [0,T1]), tales que la condicién siguiente se satisface

B ([ wras) <o )

La idea de la construccion de esta integral es similar a la definicién de la
integral de una variable aleatoria con respecto a una medida. A saber, primero
se define para procesos simples y adaptados de la forma

n
gs = ZEI(SuSHI](S)? O0=s51<850<...< Sn+1 = T,
=1

Ccomo T "
/O 9sdWs = > Fi(Wy,,, — W),
=1

y posteriormente se aproxima a los procesos medibles y adaptados que cum-
plen (1) (ver por ejemplo [12]).

Sin embargo la condiciéon que exige que los procesos integrables en el
sentido de It6 deben ser adaptados es restrictiva, pues si se considera, por
ejemplo, la ecuacion diferencial estocastica

{ dX; = b(t,Xt)dt + U(t,Xt)th, te [O,T], (2)
XO = fa

donde £ es una v.a. Fpr—medible o los coeficientes dependan de toda la infor-
maciéon que genera W, entonces una solucion de (2) no puede ser un proceso
adaptado. Por lo tanto, es necesario extender la integral de It6 de tal manera
que los integrandos puedan ser procesos no necesariamente adaptados. Cabe
mencionar que la ecuaciéon (2) aparece de manera natural en diferentes areas
del conocimiento cientifico, como por ejemplo cuando la condicién inicial de-
pende de la solucion en el tiempo T o el sistema esté afectado por una variable
aleatoria que depende de toda la informacién que genera W, como sucede en
los mercados financieros con informacion privilegiada (ver Leon et al. [13]).

En lo que sigue se va a presentar la integral de Skorohod o el operador
de divergencia, el cual es una extension de la integral de Itd y que, como ya
mencionamos, nos permite integrar procesos no necesariamente adaptados.
Esta integral fue dada por Skorohod en [25]. Ademés, se tiene que esta
integral tiene propiedades similares a las de la integral de Ito (ver [17]) como
son la formula de It6 o formula de integracion por partes, el teorema de Fubini,
etc. Una definicién de utilidad es la siguiente.

Definicién 1. Sea g : [0,T]" — R una funcion.
i) Se dice que g es una funcion simétrica, si y solo si,
g(xcr(l)? s 7xa(n)) = 9(371, B l’n),

para todas las permutaciones o del conjunto {1,2,...,n}.
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ii) Se define la simetrizacion g de g como sigue:
- 1
9(817 ceey Sn) = E Z 9(80(1)7 v 750(n))7
: oc€ESh
donde Sy, es la familia de las permutaciones del conjunto {1,...,n}.

Es facil ver que g es simétrica y coincide con g si esta ultima es simétrica.

La siguiente es una herramienta ttil en el célculo de Malliavin. En lo que
sigue usaremos la notacion L2([0,7]") = L*([0,T]™, B([0,T]"), \"), donde
B([0,T]") es la o-algebra de Borel de [0,T]" y X es la medida de Lebesgue.

Definicién 2. Sea f € L%([0,T]"). La integral miltiple de orden n de f con
respecto a W, denotada por I,(f), se define como la integral iterada de Ito:

In(f):n!/OT/OS".../OSQ F(s1se ey 50)dW,s, - - dW,, . (3)

Observamos que la integral multiple I,, esta bien definida pues el proceso

{ /otg(s)dws = /OT Iion(s)g(s)dWs : 0 <t < T},

es adaptado y cuadrado integrable, para todo proceso adaptado y medible
g como en (1). Ademés (ver Itd [11] y Nualart [17]), el operador I, es un
operador lineal acotado de L%([0,T]") en L?(Q2) tal que:

Oa _ si 77“7—41”]17
n!(f, G r2(o,rmy, si n=m.

E(()Ing)) = {

Otra forma de introducir las integrales miltiples es usando su relacién con
los polinomios de Hermite. A saber,

m T
HnZ'an (/ €i(8)dWS) = IZZTZI ng (6?7” X ® 6%n7'L>. (4)
i=1 0
Aqui, {e1,...,en} es una familia ortonormal de L?([0, T),
(_l)n z2 d" z2
H(2) = ~——exp(5) 5 (exp(~5)) (5)
es el polinomio de Hermite de orden n y
ez® ®ej J(sl""7sm+nj) = ei(sl)"'ei(Sni)ej(snr‘rl)"'ej(3n1+nj)' (6)

En [11] (ver también [17]) se encuentra el siguiente resultado conocido
como la expansion en caos de Wiener—Itd, el cual establece que cualquier
variable, aleatoria cuadrado integrable, Fp—medible, tiene una descomposi-
cién ortogonal en L?(Q) de integrales miltiples. Aqui es importante recordar
que Fr es generada por la familia {W; : ¢ € [0,T}.
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Teorema 3. Sea F € L?(Q, Fr, P), entonces existe una sucesion tinica de
funciones deterministicas simétricas {f, € L*([0,T|") : n € N} tal que

F=>Y I(f)=EF+Y IL(fa). (7)
n=0 n=1

Note que la descomposicion en caos (7) puede no ser Gnica si algtn ele-
mento de la familia { f,, : n € N} no es simétrico. En efecto, sea f(s,t) =t—s,
entonces 0 = Ir(f) ya que f = 0.

La expansion en caos de Wiener-It6 es uno de los puntos de partida para
la introduccion de la integral de Skorohod. Esto lo detallamos a continuacion.

Sea u € L%(Q x [0,T]). Esto implica en particular que:

a) u; es Fp—medible para todo t € [0,7],
b) E(u?) < oo para casi todo t € [0,T].

Por lo que para casi cada t € [0,7] fijo se puede considerar la expansion en
caos de Wiener-Ito6 de la variable aleatoria u;, esto implica entonces, que para
casi cada t € [0, 7] existe una sucesion tnica {f,(-,t) € L2([0,7]") : n € N}
de funciones simétricas con

Ut = Zln(fn(at)) (8)
n=0

Es claro que la funcién f,, puede ser considerada como una funcién de las
(n+1) variables t1, . ..,t,,t. Ademas (ver [17]), no es dificil demostrar que el
hecho de que u € L?(2x [0, T]) implica que f,, es una funcion en L2([0, T]"*+1).
Puesto que la funcion f, es simétrica con respecto a las primeras n variables,
entonces su simetrizaciéon fn esta dada por:

~ 1 n+1
Faltis . tag1) = n—Han(tl,...,ti,l,tn+1,ti+1,...,tmti).
=1

Con las definiciones y observaciones dadas hasta el momento podemos
introducir el siguiente concepto:

Definicién 4. Sea u € L*(Q x [0,T]) con expansion en caos de Wiener-Ito
dada por (8). Se dice que u es Skorohod integrable si

Z In-i-l(fn)
n=0

converge en L*(Q). Esto es,

[o¢]

Z(n + 1)!||fn||%2([O’T]n+l) < 0.

n=0
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En tal caso se define la integral de Skorohod § de u como sigue:
() = 3 L (). ©
n=0

Algunas veces se denota a la variable aleatoria §(u) por fOT usdW, debido
a que 0(u) es igual a la integral de It6 de w con respecto a W si u es un
proceso adaptado a F.

Otra forma de definir el operador § es introducirlo como el adjunto del
operador derivada. Esto se bosqueja a continuacion.

Sea S la familia de todos los funcionales suaves F' € L?() de la forma

F:f(/OThl(t)th,...,/OThn(t)th>, (10)

donde f es una funcién definida sobre R™ tal que ella y todas sus derivadas
parciales tienen crecimiento polinomial y las h; son funciones de L?([0,77).

Definiciéon 5. La derivada de un funcional suave F de la forma (10) es el
proceso estocdstico cuadrado integrable DF = {D,F : t € [0,T1} dado por:

DiF = é ggi (/OT hl(t)th,...,/OT hn(t)th>hi(t).

Observacion. Observe que la idea de esta definicion es aplicar la regla de la
cadena a la expresion dada en (10), lo cual justifica el nombre de derivada de
este operador. Esto es, el i-ésimo sumando es

gi(/OThl(t)th,...,/OThn(t)th>

multiplicado por la "derivada” de la integral fOT h;(t)dW,. De hecho el opera-
dor D es una derivada en la direccion w si §) es el espacio candnico de Wiener
(ver Nualart y Pardoux [18]).

Por otro lado, sean {e1,...,e,} un sistema ortonormal de L([0,T]) y F'
un funcional suave de la forma

F = f</OT e1(s)dWs, . .. 7/0T en(s)dW5>. (11)

Entonces, la formula de integracion por partes y la definiciéon del operador D
implican

E T(DSF)el(s)ds - | Tel(s) n af{(x)ei(s)ds o(z)dx
(/0 r Lo — Ox;

= [ Y (ye(w)de = E(F /O ! el(s)dws),

R" 8:131
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-3 a3/
donde ¢(z) = me i=1 y hemos usado el hecho de que el vector aleato-

(/OTel(s)dWs,...,/OTen(s)dW5>

tiene distribucion normal estdndar n-dimensional. Asi se obtiene el siguiente

Ir10

resultado el cual es una férmula de integraciéon por partes:

Teorema 6. Sea F un funcional suave de la forma (10) y h € L*([0,T7).

Entonces E(/OT(DSF)h(s)d8> _ E<F /OT h(s)dW5>.

En la demostracion de este resultado uno puede usar, sin pérdida de ge-
neralidad, que F tiene la forma (11) y que h es igual a e;.

Una consecuencia de este resultado es que D es un operador cerrable de
L%(Q) en L?(2 x [0,T]). Esto significa que si {F}, : n € N} es una sucesiéon de
funcionales suaves tales que F,, — 0 en L?(Q) y DF,, — Y en L*(Q x [0,T)),
entonces Y = 0. En lo que sigue denotaremos a la extension cerrada D
también por D. Por lo que ahora el dominio del operador D es el espacio

D2 dado en la siguiente definicién.

Definicion 7. Sea D"? la adherencia del conjunto de los funcionales suaves
de la forma (10) con respecto a la seminorma

T 1/2
|F||12 = [E(|F|2)+E/O (DSF)st} )

Observaciones.  a) El operador de derivada D : D" ¢ L2(Q) — L2(Q x
0,7]), con dominio D2, es un operador cerrado no acotado con do-
minio denso, y en consecuencia posee un operador adjunto, el cual es
también un operador cerrado.

b) De la definicion de D' se sigue que, F € DY?, si y solo si, existe una
sucesion {F™ :n € N} de funcionales suaves de la forma (10), tal que
F") — F en L2(Q) y DF™ — Y en L*(Q x [0,T]). En tal caso se
tiene DF =Y.

A continuacién se vera la relacion existente entre el operador de divergen-
cia y la integral de Skorohod.

En primer lugar, observamos que de la descomposicién en caos de las
variables aleatorias cuadrado integrables y la relacion (4), se puede obtener
una caracterizacion del dominio del operador de derivada D. En efecto, se
tiene el resultado siguiente:
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Proposicion 8. Sea F' una variable aleatoria cuadrado integrable con des-
composicion en caos dada por (7). Entonces F € D2, si y solo si,

> | fal 720,19y < 00

n=1

En tal caso,

o0
DiF = nly 1 (fn(-1)). (12)
n=1

Una consecuencia importante de este resultado es la siguiente proposicion,
la cual identifica el operador de divergencia (i.e., el adjunto de D dado por
la igualdad (12)) con la integral de Skorohod y cuya demostraciéon puede ser
encontrada en [17].

Proposicién 9. Sea u un proceso estocdstico en L*(2 x [0,T]) con descom-
posicion en caos dada por (8). Entonces u pertenece al dominio del operador
adjunto de D, si y sdlo si,

NE

(m + 1)!||fm||%2([0’T]m+1) < o0.
0

3
I

En tal caso,

D)= 3 Tnsa(Fo).
m=0

Observaciones. i) La igualdad (9) implica que D* = 6.
it) Por definicion del operador adjunto, el dominio de &, denotado por Dom
§, es el conjunto de procesos u € L*(2 x [0,T)) tal que

T
'E/ utDtht‘ S CHFHLQ(Q))
0

para toda F € ]D)I’Q, donde C' es una constante que sélo depende de u.

iii) Siu € Dom & entonces §(u) es el tinico elemento de L*(Q) tal que
T
E(Fé(u)) = E( / (DtF)utdt), F e D',
0

i) Si h es una funcion deterministica de L?([0,T]), la variable cuadrado
integrable 6(h) coincide con la integral de Ité6 de h con respecto a W
debido a la formula de integracion por partes. Ademds, si u € L?(£2 x
[0,T]) es un proceso adaptado, también se tiene que 6(u) coincide con
la integral de Ito de u.
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Para terminar esta seccién notemos que a W lo podemos ver como una
familia gaussiana

W ={W(h):he L*[0,T])}, (13)

donde W (h) = fOT h(s)dWs. En efecto, note que en este caso, la definicion de
la integral de Ito6 da

W = {W(lgy) : t€[0,T]}.

Una propiedad importante de esta familia gaussiana centrada (i.e., con media
cero) es que

EW(Rh)W(g)) = (h,g)L2(j0.17)

lo cual implica que L?([0,T]) es la cerradura de las funciones simples de la
forma

Zaﬂ[o,tm ai€R y t€[0,T] (14)
i=1

con respecto al producto interno
(o, L0,8)) = E (Wi Ws). (15)

La importancia de este hecho se verda mejor en la siguiente seccién, y esto
significa que la familia de integrandos deterministas con respecto a W es el
espacio de Hilbert real separable L?([0,T]) y que existe una isometria entre el
espacio L2([0,T]) y el espacio {W(h) : h € L?([0,T])}, que consiste de todas
las integrales multiples de orden 1 con respecto a W.

3 Integraciéon estocastica con respecto al movimiento browniano
fraccional.

En el caso del movimiento browniano estandar se vioé que la expansion en caos
de Wiener-Ité es un buen punto de partida para la definicion y el estudio de
la integral de Skorohod u operador de divergencia. Para poder tomar ventaja
de este enfoque en el caso del movimiento browniano fraccional (mbf), se debe
determinar un espacio de Hilbert real separable H de tal manera que el mbf
pueda identificarse con un proceso gaussiano centrado B = {Bf(h),h €
H}, como en (13), esto es, con una familia gaussiana centrada de variables
aleatorias definidas en un espacio de probabilidad completo (€2, FH, P) tales
que

E(B"(h)B" (1)) = (h,h*)n.

En lo que sigue veremos como se usa la existencia del espacio H para de-
mostrar la validez de una descomposicién en caos anédloga a (7), donde ahora
I, serfa la integral multiple de orden n con respecto a B, y en consecuencia
tener la definicion de un operador de divergencia. Para mas detalles se puede
consultar el articulo de Nualart [19] y sus referencias.
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Como antes [0, 7] es un intervalo de tiempo fijo y en lo que sigue BH =
{BH : t € [0,T]} es un movimiento browniano fraccional con parametro de
Hurst H € (0,1), esto es, BH es un proceso estocastico gaussiano centrado
con funcién de covarianza dada por

Rilt,s) := B(BEBI) = J(s2 + 2 — |t — ™). (16)

Supongase que B esta definido en un espacio de probabilidad completo

(Q, .7:115[, P) siendo .7:%[ la o—4lgebra generada por el proceso estocéstico B,

Sea ¢ el conjunto de funciones de la forma (14). El espacio de Hilbert H

asociado a la covarianza Ry es definido como la adherencia de & con respecto
al producto escalar:

(Ljo,5 Lo, 7 := R (t, s).

La aplicacion 1ljgy +— BtH puede ser extendida a una isometria entre H
y el espacio gaussiano H; asociado a B (i.e., la cerradura de la familia
(> aBff :a; e R, neNyt; €[0,T]} en L*(2)). Para cualquier ¢ € H
se denota por B () a la imagen de ¢ en H; bajo esta isometria.

La descripcion del espacio H depende de los valores del parametro H. A
saber, hay tres casos: H € (0,1/2), H=1/2y H € (1/2,1).

Cuando H = 1/2, BH 1o es mas que el moviminto browniano, lo cual es
una consecuencia inmediata de (15) y (16). Por lo tanto, en este caso, H es
el espacio L2([0,T7]), hecho que hemos usado en la Seccion 2.

Para el caso H < 1/2, Pipiras y Taqqu [20] han demostrado que una
funcion f pertenece a H, si y solo si, existe una tnica funcién ¢ € L?([0,77)

tal que
H

T _1
fit)= cHtéfH/ %du, te[0,T], (17)
¢ (u—t)fIta
donde ¢y es una constante conveniente. La igualdad (17) implica que H C
L?([0,T]) y observamos que su lado derecho es eyt H multiplicado por la in-
tegral fraccionaria a la derecha de orden 1 — H de la funcién u — utl=3 o r(u),
por lo que el calculo fraccional (ver por ejemplo [24]) se ha convertido en una
herramienta fundamental del calculo estocastico basado en el mbf. Ademas,

en este caso (i.e., H € (0,1/2)), se tiene

(f,9)1 = (@1, 9) L2(0,1))- (18)

Si H > 1/2, también Pipiras y Taqqu [20] han indicado que varios autores
han trabajado supuestamente con el espacio H sin tener cuidado si los espacios
en cuestion son completos. Hasta el conocimiento de los autores de este
articulo, el espacio H no ha sido caracterizado hasta ahora. Sin embargo,
hay subespacios de H suficientemente ricos cuyos elementos son funciones y
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que han aprovechado varios autores, entre los cuales se encuentran Alos et al.
[1, 3], Leén y Tudor [14], entre otros. Un ejemplo de ésto es el espacio

|H|={ 0, 7] - R: / / w)||f(v) u—UQH_Qdudv<oo},

provisto del producto interno

T T
<f>9>H=H(2H—1)/O /0 fw) f()|u— v 2dudv.

En particular, uno tiene ahora que L?([0,T]) C H.

Ahora podemos tratar la construcciéon de las integrales multiples y la
descomposicion en caos de variables aleatorias cuadrado integrables.

Es bien conocido (ver [17] y sus referencias) que el mbf (con pardmetro
H € (0,1)) también tiene la propiedad de descomposicion en caos. Esto es,
cada F € L?(Q, FH, P) admite una tinica representacion en L%(£2) de la forma

P31 (1), (19)
n=0

donde , para cada n > 0, f, pertenece al producto tensorial simétrico H®"
de H (consultar Reed y Simon [22]), y IfH( fn) es la integral multiple de f,
de orden n con respecto a B, la cual es la tinica variable aleatoria en L%(Q)
que cumple

B (fa) () H, (B (e3,)) -+ - (ni) H, (B (e5,)]

Dl (fr ™ @ @€ )pan, s Y mj=n,
= " j=1 ! (20)
0, caso contrario.

Aqui {e; : i € N} es un sistema ortonormal de H y H,, es el polinomio de
Hermite de orden n dado en (5).

Observe que (6), (17) y (18) implican en particular que si H < 1/2,
entonces f pertenece a H®™, si y solo si, existe una funciéon simétrica ¢ €
L2([0, T)™) tal que para todo (t1,...,t,) € [0, T]" se tiene

H—

Fltry . tn) = (f[ltf )/tl /tn = u:_i)f(“;du.

También observe que las integrales multiples 12 " 1o son en general integrales
iteradas como en (3) pero se definen a partir de la relacion (20) (compare con

(4))-
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Las integrales multiples son operadores lineales tales que para f € (H)®™
H H , 71
vge M) LN (f) =15 (f) y

0, si n#m,

f, 21
m!<f7§>’}—(®m, Si n=m, ( )

EIIE" (115" (g) = {

donde, como antes, fy g son las simetrizaciones de f y g, respectivamente.

Ahora estamos listos para dar el operador de divergencia 6 con respecto
al mbf, y se hace de manera anéloga a la definicion de la integral de Skorohod
usando la descomposicién en caos. A saber, uno puede demostrar que una
variable aleatoria u € L?(€2, FH;H) tiene una tinica representacién

u = ZIT}?H(U”), (22)

n=0

donde ahora u,, € H®" @ H y para h € H,

B[P (un), by (1) Hoy (B (e3,)) - -+ (ng) H (B (e5,)]

k
®n n, 3
— nlun, €™ @ - @ e @ M)y, st Y ng=mn,
= j=1
0, caso contrario,

donde estamos usando la notacién de (20). Asi hemos llegado al siguiente
concepto:

Definicién 10. Sea u € L*(Q, FH;H) con expansion en caos dada por (22).
Se dice que u estd en el dominio de 6™, denotado Dom 6%, si y sélo si,
> H
B ~
Z In—i-l (U’TL)

n=0
converge en L%(Q). Esto es (ver (21)),

o

Y (4 DU [3 o0 < oo

n=0

En tal caso se define el operador de divergencia 6 de u con respecto a BH
como la variable aleatoria cuadrado integrable

oM (w) = 1] (i)
n=0
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El dominio del operador 6 ha sido extendido por Cheridito y Nualart [5]
en el caso que H < 1/2.

Como en el caso browniano (i.e., H = 1/2), la segunda forma de definir al
operador 67 es por medio del operador de derivada con respecto a mbf B
lo cual senalaremos para terminar este articulo.

Sea ST el conjunto de todas las variables aleatorias F' de la forma

F = f(B"(¢1),...,B"(¢)),

donde n # 1, f € C3°(R™) (el conjunto de todas las funciones definidas sobre
R™ tales que la funcién y todas sus derivadas parciales tienen crecimiento
polinomial), y ¢; € H.

Definicion 11. Sea F € SH”. Se define la derivada de F como la variable
aleatoria DB F con valores en H dada por

D" F =3 Ll (B (gr), . B (0))0y.
j=1 """

De manera anéloga a como ocurre en el caso del movimiento browniano
estandar, se tiene que el operador derivada DB" es un operador cerrable de
LP(Q) en LP(Q;H) para cualquier p > 1, y que el operador adjunto de la
extension cerrada de D coincide con el operador de divergencia 6. Esto esté
resumido en el siguiente resultado.

Proposiciéon 12. Sea u € L?(;H). Entonces u € Dom 6%, si y sdlo si,
existe una unica variable aleatoria D*(u) en L*(Q) tal que

E(FD*(u)) = E (<DBHF, u>H) .

FEn este caso
D*(u) = 5" (u).
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