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Abstract

In this article we establish a precise relationship between the G-derivative and the F-
derivative of a function f :  — Y, where X and Y are locally convex topological spaces
(l.c.t.v.s) over the complex field and 2 C X is an open set. Expressing it in a more
concrete way, what we do is to verify that Hartogs theorem is valid in infinite dimensional,
complex topological vector spaces. We recall that Hartogs theorem says: If €2 is a connected
open subset of C" and f : Q — C admits partial derivates at every point, then f is F-
differentiable and hence continuos. We will show that if f : Q@ — Y is continuos in a
point and G-differentiable at every point, X is a Baire, topological vector space and Y
is sequentially complete l.c.t.v.s, then f es F-differentiable (infinite dimensional Hartogs
theorem).

Keywords: Baire space, sequentially complete space.

AMSC(2000): Primary: 32C15, Secondary: 58C20.

Resumen

En este trabajo se establece una relacion precisa entre la G-derivada y la F-derivada de
una funcién f : @ — Y, donde X y Y espacios vectoriales topologicos localmente con-
vexos (e.v.t.l.c) sobre los complejos y @ C X es abierto. En términos concretos, se trata
de verificar la validez del teorema de Hartogs en dimension infinita. El teorema de Har-
togs expresa: " Si {2 es un subconjunto abierto y conexo de C" y f : Q@ — C admite
derivadas parciales en cada punto, entonces f es F-diferenciable y por tanto es continua'.
Demostraremos que si f : € — Y es continua en un punto y G-diferenciable, X es un
e.v.t.l.c que satisface la propiedad de Baire y Y es un e.v.t.l.c secuencialmente completo,
entonces f es F-diferenciable (teorema de Hartogs en dimension infinita).

Palabras y frases claves: Espacio de Baire, espacio secuencialmente completo.

1 Introduccion

El propésito de este trabajo es establecer la equivalencia de los conceptos G-
derivada (G por Gateaux) y F-derivada (F por Fréchet) en ciertos espacios
vectoriales topolégicos localmente convexos (e.v.t.l.c) complejos de dimension
infinita. Recordemos unas definiciones. Sean X,Y e.v.t.l.c y © un subcon-
junto abierto de X. Una funciéon f: Q — Y es G-diferenciable en a € ) si el

limite
Gf(ah) = tim L@t =J(@
t—0,t#£0 t

existe para todo h € X. Diremos que h — Gf(a,h) = p(h) es la G-derivada
de f en el punto a. La funciéon f es F-diferenciable en a € () si existe una
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funcion lineal u € L(X;Y') con la propiedad siguiente: para toda seminorma
continua ¢ en Y, existe una seminorma continua p en X tal que

q(fla+h) — f(a) — u(h))

=0.
h—0,p(h)7£0 p(h)

Es decir, para ¢ > 0

q(f(a+h) = f(a) —u(h)) < ep(h),

para valores de p(h) suficientemente pequenos. Existe a lo mas una funciéon
lineal continua u con esta propiedad, a la cual llamaremos F-derivada de f en
el punto a y escribiremos u = D f(a). Diremos que f es G-diferenciable (resp.
F-diferenciable) si es G-diferenciable en cada punto (resp. F-diferenciable en
cada punto). Unas observaciones son pertinentes:

1. Si f es F-diferenciable, entonces es G-diferenciable, lo cual se obtiene
al reemplazar en la dltima formula a h por th,t € C.

2. Si f es F-diferenciable en a, entonces f es continua en a.

3.5 X =C"y Y = C, entonces f es G-diferenciable si y so6lo si es
F-diferenciable, lo cual es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 1. (Teorema de Hartogs[1]) Si Q es un subconjunto abierto y
conezxo de C" y f : Q) — C admite derivadas parciales en cada punto, entonces
f es F-diferenciable.

En efecto, si f es G-diferenciable, entonces las derivadas parciales existen
en cada a € € puesto que

0;fa) =t TOHtD =N

En el caso real, la existencia de las derivadas parciales no garantiza que f sea
F-diferenciable, a menos que se anada la hipotesis de la continuidad de las
derivadas parciales. El teorema de Hartogs implica que f es continua si las
derivadas parciales existen y ademés que la G-derivada es una funcion lineal.
El propésito inicial de este articulo lo podemos ahora reformular en térmi-
nos més precisos. Nuestro objetivo es demostrar la siguiente generalizacion
del teorema de Hartogs. Recordemos que un e.v.t.l.c es un espacio vectorial
topoldgico cuya topologia se puede definir por una familia numerable de semi-
normas. Un e.v.t.l.c satisface la propiedad de Baire si la interseccion de toda
familia numerable de subconjuntos densos y abiertos es un subconjunto denso
(por ejemplo, si es metrizable y completo: espacio de Fréchet). Un espacio
vectorial topolégico es secuencialmente completo si toda sucesion de Cauchy
es convergente.
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Teorema 2. ( Teorema de Hartogs en dimensién infinita) Sean X,Y
e.v.t.l.c, X espacio de Baire, Y secuencialmente completo y Q un subcon-
junto abierto y conexo de X. Si f : Q — Y es continua en un punto y
G-diferenciable, entonces es F'-diferenciable.

Los procedimientos para lograr la demostracion se encuentran dispersos
en los trabajos de J. Bochank y J. Siciak [2] y [3].

2 Demostracion del teorema (2) cuando X = C".

(i) Demostremos que la funcion h — Gf(a,h) = p(h) (G-derivada de f en
a € Q) de C" en Y es lineal. Observemos que u o f es una funcion G-
diferenciable de Q C C" en C para toda u € Y’ y por el teorema de Hartogs
es F-diferenciable. Su derivada D(uo f)(a) es una funcion lineal de C" en C.
Ahora,

D(uOf)(a)-h—tj%{?¢OUOf(a+t};)uoﬂa)

=wuop(h).

Hemos asi demostrado que wo ¢ es lineal para toda u € Y’ y ello implica que
@ es lineal. En efecto,

u(p(h + 1)) = u(p(h)) + ulp(h')) = u(e(h) + (1))
y por tanto ¢(h 4+ h') = ¢(h) + ¢(h'). En forma similar se comprueba que
p(Ah) = Ap(h).

(ii) Demostremos ahora que

q(w(h))

=0 [|h]]

=0, donde w(h)= f(a+h)— f(a)—¢(h)

para toda seminorma continua g en Y. Sea W = {z € C" : ||z|| < §}, donde
|[2]| = supi<j<y, [25]- Si B es suficientemente pequeiio, entonces a + W C €
por ser £ abierto. Como a + W es compacto y u o f es continua para toda
u € Y’ en virtud del teorema de Hartogs, entonces

M, = sup |uo f(2)] < oo.
zea+W

Consideremos la funcién

git)=fla+tz), |lz[[=8 vy [tI<L

Para cada u € Y’, la funcién u o g es una funcién con valores en C, la cual es
F-diferenciable. Por el teorema de representaciéon de Cauchy de las funciones
complejas diferenciables podemos escribir

uog(t)—uog(0) —D(uog)(0) -t=

1 uog(§) wog(&) wog(§)
2mi Jg \ E—t & & .t>d£'
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Por consiguiente,
[wog(t) —uog(0) = D(uog)(0) - t| < M,2|t]?

sit| <3 v |z]] = B. Observemos que D(u o g)(0) = uo ¢(z). Por con-
siguiente hemos demostrado que el subconjunto

{g(t) —g(0) — »(tz)

1
. o<t <5 ld=5]

de Y es acotado en la topologia débil o(Y,Y”) y por tanto en la topologia
original. Es decir para toda seminorma continua ¢ en Y existe una constante
M, tal que

a(g(t) — g(0) — p(tz)) < Mg2Jt|?

sift) <1 vy |[z]] = B. Como todo h tal que ||h|| < g es de la forma h =tz
con [t| <1 y |[[z]| =B, entonces

a(flat k) — f(a) — p(h)) < Mqénhw

lo que demuestra que limy_,¢ q(ﬁ’T(ﬁ)) =0. m

Observacion. Cuando X = C" no se requiere la hipotesis de continuidad
de f en algiin punto. Basta asumir la existencia de las derivadas parciales
para concluir que f es F-diferenciable. Para demostrar lo anterior se necesita
el siguiente Lema:

Lema 3. Sean Q = {t € C : |t| < B} y Y un ewv.t.lc secuencialmente
completo. Si v : Q — Y es una funcion tal que uoyp : @ — C es G-
diferenciable para toda u €Y', entonces 1 es G-diferenciable.

Demostracion. En este caso los conceptos de G-diferenciabilidad y F-diferen-
ciabilidad son equivalentes, hablaremos simplemente de diferenciablilidad.
Como wu o 7 es diferenciable, entonces es dos veces diferenciable (més aun,
analitica) y por tanto es de la forma

(wo)(t) = (uoh)(0) + 1t + cot® + r(t)t>

donde
lim #(t) = 0 4 wow)(® LL o)t
= = — @] = - (o]
im0 R T e T a2 o

Como r(t) es continua (redefiniendo r(0) = 0) entonces existe una constante
a que depende de u tal que |r(t)| < a. Podemos ahora escribir,

o (MO0 _ v —v0)

t T

lca(t — 7) + r(t)t — r(7)7]

IN

My ([t + 7))
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donde M,, = |cz| + @. Hemos asi demostrado que el subconjunto de Y’

[(P0520 D00 gy oyt <o < )

t

es acotado en la topologfa débil (Y, Y”") y por tanto es acotado en la topologia
inicial de Y. Luego para toda seminorma continua ¢ en Y existe una constante
M, tal que

q (d’(t) - 77/}(0) o 1/1(7) — 1/)(0)) < Mq(|t| + |7_|)

t T

Por consiguiente si (f,)nen €S una sucesién que converge a cero, entonces

(w(tn)—¢(0)

tn
Y es secuencialmente completo. En suma, existe el limite cuando t — 0 de
w y por tanto v es diferenciable. O

) es una sucesion de Cauchy en Y, la cual converge porque
ne

Teorema 4. Sean 2 un subconjunto abierto y conexo de C" yY un e.v.t.l.c
secuencialmente completo. Si las deriwvadas parciales de una funcion f: Q) —
Y existen, entonces f es F-diferenciable.

Demostracion. Para cada v € Y, las derivadas parciales de u o f existen y
estan dadas por 0;(uo f)(a) = uod;f(a). Por el teorema (2), la funcion wo f
es F-diferenciable y con mayor razéon G-diferenciable. Por el lema anterior,
f es G-diferenciable. En efecto, si fijamos z € C. entonces a +tz € 2 si t es
suficientemente pequeno, digamos |t| < 8. La funcion ¢(t) = f(a +t2) (|t] <
5), satisface las condiciones del lema y por tanto es G-diferenciable. Luego
f es G-diferenciable y por lo demostrado al principio de esta secciéon, f es
F-diferenciable. O

3 Demostracion del teorema (2) en el caso general.

Si X,Y son e.w.tlec, € es un subconjunto abierto de X y f : Q@ — Y es
una funcién G-diferenciable, entonces la funcion t — f(a + th) = g(t) es
diferenciable en {t : |t| < r}, donde r < 1. Por tanto podemos definir
inductivamente para cada a € 2 y todo h € X

Cfam=f@) v Gfah) = 0 fatin)
t=0

Antes de proceder a la demostracion del teorema (2) demostraremos varios
resultados auxiliares.

Proposicién 5. Sean XY ewv.tlc y ) un subconjunto abierto de X. Si
f Q= Y es G-diferenciable, entonces la funcion h — G"f(a,h) es un
polinomio homogéneo de grado n. Este polinomio homogéneo es continuo si
f es continua en a.
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Demostracion. Consideremos para cada n € N la funciéon
(tl, to, ...,tn) — f(a +t1hy +tohy + - - tnhn), hk S X,

definida para todo t en una vecindad de cero en C". Demostraremos que la

funcion
" 3
( 1 ? ) 8tlatnf (a_‘_; ) k>

es una funcién multilineal. El enunciado es cierto si n = 1 y luego se demues-
tra inductivamente teniendo en cuenta que

t=0

LOX; Li1(X3Y)) = Li(X;Y).

Es inmediato que I(h,...,h) = G™(a, h).

Resta demostrar que h — f,(h) = G" f(a, h) es continuo si f es continua
en a. Basta demostrar que es continuo en Ox. Sea ¢ una seminorma continua
en Y. Como la funcién h — go f(a + h) es continua en h = 0, existe una
vecindad balanceada V de Ox tal que go f(a + h) < 1 para todo h € V. La
funcién ¢ — f(a + th) = g(t) es diferenciable en {¢ : |t| < r}, donde r < 1.
Localmente f tiene la representaciéon integral

ot) = fla+ th) = = /|<|— F@tCh) g 1y <

T
2mi C—t 2

Por consiguiente,

dr n! fla+¢h)
_— = — _— <
am " = oz oy, (et M=

r
5
Al evaluar en t = 0 se obtiene

n

d !
qo ﬁg(O) =qoG"f(a,h) < n_n =M, paratodo heV.
r
Por eso el polinomio f, (k) = G"f(a,h) es continuo en h = 0. O

Proposicion 6. Sean X,Y e.w.tlc, Q C X abierto y conexo. Supongamos
que Y es secuencialmente completo. Si f : Q — Y es G-diferenciable y
continua en a € §2, entonces existe una vecindad balanceada V de Ox y una
familia (fn)nen, de polinomios homogéneos continuos de grado n y

fla+h) = Z fa(h)  para todo h e V.
neNy
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Demostracion. Sea h € V. La funcion t — f(a+th) definida si [t| < r, donde
r > 1, se puede representar por medio de la serie

flat+th)y=Y" ¢'f(ah)

t", ‘t| <1.
n!
neNy

Por la proposicion (5), fn(h) = %@’h) es un polinomio homogéneo y con-

tinuo de grado n. Luego f(a + h) = > fn(h) para todo h € V si t = 1.
a

Proposicion 7. Sean X,Y ew.t.l.c, X espacio de Baire, Y secuencialmente
completo y fp, un polinomio homogéneo y continuo de grado n de X en Y,
n € Ng. Si la serie formal ZTLEN() fn converge puntualmente en una vecindad
V de Ox, entonces la funcion

f(zx) = Z fu(z), €V, escontinua en Ox.
neNp

Demostracion. Podemos suponer que V es abierta y balanceada. Sea ¢ una
seminorma continua en Y. Por la convergencia puntual de la serie ) f,, en
V, fu(x) — Oy para cada x € V y por tanto ¢ o f,(z) — Oy para cada
x € V. Por tanto la sucesion (g o fr)nen, €s puntualmente acotada en V,
es decir, para cada x € V existe M, > 0 tal que g o f,(z) < M, para todo
n € Ng. Como X es un espacio de Baire y V' C X es abierto, entonces V' es un
espacio de Baire y por tanto (go fy,)nen, es una familia de funciones continuas
uniformemente acotada en un abierto A C V, es decir, existe un M > 0 tal
que go fn(z) < M paratodo x € Ay todon € Ny. El conjunto W = Uy <124,
es una vecindad abierta y balanceada de 0x y W C V. Si x € %W entonces
qo fu(x) =qo fu(§) =2""qo fu(y) < 27" M, por consiguiente

gof(x) < D qofalx) < Y 27"M < 2M, xe%W.

neNg n€Np

Luego dado e > 0 existe un k € N tal que Y, ., qo fo(z) < €/2 si z € 3W.
Observemos que

k 00
d(f@) ~ FO) <D aoful@) + Y qofule),  we W
n=1

n>k+1

Para cada r tal que 1 < r < k existe una vecindad U, C %W tal que go fr(z) <
5z buesto que cada f; es una funcién continua. Por consiguiente
€
q(f(x) — f(0)) < =+ 5 =¢ para todo zeU = m U
1<r<k

| o

que es una vecindad de cero. Por eso f es continua en Ox. O
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Proposicion 8. Sean Q un subconjunto abierto y conexo de un e.v.t y A un
subcongunto abierto y no vacio de Q. Si a +W C A para todo a € A y toda
vecindad balanceada W de cero tal que a + W C Q, entonces A = €.

Demostracion. Por contradiccién supongamos que A # . Como A es no
vacio y € es conexo, entonces fr(A) (frontera de A en Q) es no vacia. Sea
b € fr(A). Existe una vecindad balanceada W de cero tal que b+W+W C Q.
Existe una € A tal que a € b+ W y por tanto a+W C b+ W +W C Q. Por
la hipotesis de la proposicion concluimos que a+W C A. Pero a = b+w para
algin w € Wy como W es balanceado, entonces b = a+ (—w) € a+ W C A,
lo que contradice b € fr(A). O

Procederemos a la demostracion del teorema (2). Nuestro propoésito inicial
es demostrar que f es continua en 2.

Demostracion. Sea A el conjunto de los w €  en los cuales f es continua.
A # () porque f es continua por lo menos en un punto. A es abierto pues si
a € A, entonces existe una vecindad abierta V' de Ox tal que qo f es acotada
en a+ V para toda seminorma continua gen Y. Sixz € a+V, entonces a+ V'
es una vecindad de x en la cual go f es acotada y por tanto f es continua en
x. Sean a € A y W una vecindad balanceada de Ox tal que a + W C Q. Si
demostramos que a + W C A, entonces A = Q) en virtud de la proposicién
(8). Sea z = a+ h, h € W. Existe una vecindad abierta y balanceada V de
Ox tal que z+u € Q para todo u € V. Note que ¢t — f(a + th) esta definida

en {t : [t| < r} para algtin 7 < 1. Por tanto ) %(f’h)t” converge
uniformemente en {¢: |t| <1}y
G"f(a,h)
flathy=Y falh), fuln) = S

neNp

Los polinomios f, son continuos porque f es continua en a en virtud de la
proposicion (5). Consideremos la funcion ¢t — f(a + h + tu), donde u € V' y
t| < 1. Esta funcion es diferenciable y f(a+h+tu) =3y, fa(h+tu). La
convergencia es uniforme en {¢ : |¢t| < 1}, por tanto

G fla+hu)= > GFfulh,u)

neNp

Ahora u +— G*f,(h,u) es un polinomio homogéneo de grado k. Este poli-
nomio es continuo porque h — f,(h) es un polinomio continuo. Ahora bien,
la suma infinita de polinomios homogéneos y continuos del mismo grado es
un polinomio continuo. Luego u — G¥f(a+h,u) es un polinomio homogéneo
y continuo de grado k. Por consiguiente,

k
o) = flathru) = Y ou(w). ol = FLELLY)

keNy
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El polinomio ¢y, es continuo para cada k y por tanto la funciéon g es continua
en v = 0 en virtud de la proposicion (7). Por consiguiente f es continua en
z =a+ h puesto que ¢(f(a +h+u) — f(a+ h)) = q(g(u) — g(0)) tiende a
cero cuando u tiende a cero. Hemos asi demostrado la continuidad de f en

Q. Ahora,
fla+h)=>" w heWw

neNy

donde

1 . 1 fla+&h)

Dada una seminorma continua g en Y existe una seminorma p en X tal que

p(h) <1implicaa+h €Ny %q(G”f(a, h)) < M en virtud de la proposicion
(6) donde M = sup,y<1 ¢(f(a+ h)) < oo. Por tanto

p(h) < <1 implica q(f(a+h)—f(a)—G'f(a,h)) <M> aF
k=2

2 . . .
como Y 2, ¥ = % Entonces si p(h) = a < e implica

q(f(a+h) — f(a) = G'f(a,h)) < ep(h).

Hemos asf demostrado que G f(a,-) = Df(a). O

4 Observaciones Finales

La hipotesis de la continuidad de f en un punto por lo menos en el teorema
de Hartogs en dimension infinita teorema (2) es necesaria. Por ejemplo, si X
es un espacio de Banach de dimensién infinita y si {a, : n € N} es un sub-
conjunto linealmente independiente tal que ||ay|| = 1 para todo n, entonces
existe una funcion lineal f : X — C tal que f(a,) = n. Esta funcion lineal
no es continua en ningtn punto, pues no es acotada en la bola unitaria. No
obstante es G-diferenciable, Gf(a,h) = f(h) para toda a € X, mas no es
F-diferenciable en ningin punto.

La G-derivada en general no es lineal, aunque satisface la relaciéon de
homogeneidad G f(a, Ah) = AGf(a,h) para todo escalar A. Por ejemplo, si
X =R?y f es la funcién

ny

fay) =4 @Zrqga 5270
0 siz=20

esta funcion es G-diferenciable en todo punto pero la G-derivada en (0,0) no
es lineal ni continua. Mas atn f no es continua en (0, 0).



80 Jhon Pérez y Guillermo Restrepo

Si X =R?y f es la funcién

oy
flay) =4 TtV t g, @y #00

0 si (z,y) = (0,0)

entonces f es G-diferenciable en todo punto y continua pero no es F-diferenciable
en (0,0). Es decir, en el caso real la G-diferenciabilidad no implica la F-
diferenciabilidad aun si f es continua.

Nos preguntamos si toda funciéon continua definida en R? y con valores en
R y G-diferenciable es F-diferenciable en algiin punto.
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