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Normas tensoriales construidas mediante espacios de
sucesiones de Banach

Patricia Gomez Palacio,
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Resumen

En este articulo se define una norma tensorial g a partir de un espacio de sucesiones de
Banach A. Para cada par de espacios de Banach FE y F, se caracterizan los elementos
de la compleccién del espacio E ®y, I', E®y, I, y se caracteriza su espacio dual
(E @gy F)'

Palabras y frases claves: Reticulos de Banach, espacios de sucesiones, ideales de

operadores, productos tensoriales

1 Introducciéon

En la teoria general de productos tensoriales, cuyos antecedentes los en-
contramos en el trabajo de Grothendieck de los afios cincuenta pero que
cobr6é mayor fuerza en 1968 con la publicacién del articulo de Linden-
strauss y Pelzynski Absolutely summing operators in L,-spaces and appli-
cations, se destacan entre los ejemplos mas relevantes de normas tenso-
riales aquellas que se definen en la clase de espacios de dimension finita
y después se extienden a la clase de los espacios normados utilizando un
procedimiento inductivo, lo que da lugar a las normas tensoriales finita-
mente generadas.

El problema de definir topologias interesantes sobre los productos ten-
soriales se ha centrado a través de la historia en la utilizacién de espacios
de sucesiones para la definicion de las mismas, dando como resultado
normas tensoriales finitamente generadas. En particular, la teoria clasica
estudia las normas tensoriales definidas mediante los espacios de suce-
siones £, y entre ellas se destacan las de Lapresté (cy,4), de las cuales las
normas tensoriales g, de Saphar son un caso particular.

La participacion del primer autor en este trabajo es apoyada por el proyecto
COLCIENCIAS-Universidad Eafit codigo: 1216-05-11456 y la de los otros dos autores
por MCYT y FEDER proyecto BEM2001-2670.
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Tomando como motivacién la definicién de las normas tensoriales g,
de Saphar, contruimos una norma tensorial gy definida sobre un deter-
minado espacio de sucesiones de Banach A, con el objetivo de desarrollar
toda la teoria bésica y clasica referente a los ideales de operadores asocia-
dos, y presentar resultados similares a los conocidos acerca de las normas
tensoriales gy, ver [1], [3] o [2].

Hemos procurado que la notacion utilizada sea la comtnmente acep-
tada. Por el simbolo R representaremos el cuerpo de los niimeros reales,
sobre el cual se definen todos los espacios vectoriales topolégicos que
aparecen. En general la palabra espacio hara referencia a un espacio de
Banach real, a menos que se indique otra cosa. Dado un espacio E deno-
taremos por Bg a su bola unidad cerrada, y por £’ denotaremos su dual
topoldgico. Si E es un espacio normado, denotaremos por E al espacio
de Banach que resulta de la compleccién de E. Con el simbolo |-|| 5,
o simplemente ||-|| si no hay lugar a confusion, denotaremos la norma
definida en el mismo espacio E, como es usual. Dados dos espacios E y
F', denotamos por L(FE, F) al espacio de operadores lineales y continuos
de E en F.

Dado un espacio de Banach X parcialmente ordenado diremos que X
es reticulo de Banach si se tiene que:

1. z <y implica z + z < y + 2z, para todo x,y,z € X,
2. ax > 0, para todo z > 0 en X y todo real no negativo a.

3. Para todo par z,y € X existen en X una minima cota superior
(m.c.s) z Vy, y una maxima cota inferior (m.c.i) z Ay,

4. ||z|| < |ly|| siempre que |z| < |y|, donde el valor absoluto |z| de
x € X estd definido por |z| =z V (—x).

Denotamos por w el espacio vectorial de todas las sucesiones escalares y
por ¢ el subespacio de w formado por las sucesiones tales que el cardinal
de las coordenadas distintas de cero es finito.

Diremos que un espacio de Banach (A, || - ||) es un espacio de suce-
siones de Banach si satisface:

1. pCACw
2. Si|z|<|ylconz €wyyeE Xentonces x € Ay ||z < |lylla

Obsérvese que todo espacio de sucesiones de Banach A dotado con el
orden puntual es un reticulo de Banach. Decimos que un espacio de
sucesiones A es regular si la sucesion de vectores unidad {e;,i € N},
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donde e; = (d;5)72;, es una base de Schauder en A\. En este caso, A
satisface la propiedad de la convergencia seccional, es decir, dada una
sucesion (x;):°; en A se verifica la siguiente igualdad en la norma de A

o0 n

E r;e; = lim E Tie;
n—oo

i=1 i=1

Denotamos por hy a la clausura en \ del espacio ¢, hy = @*. Entonces
hy es un subespacio regular de A, y se tiene que A es regular si y s6lo si
A = hy. Un reticulo de Banach A es orden continuo si ||z|/y | 0 cada vez
que 0 < z,, | 0, lo que es equivalente a que su dual topolégico A’ coincida
con su dual Kéthe

o0
= {(x)2) ew/ Z |z;y;| converge para todo (y;)i2; € A}
i=1
Los espacios de sucesiones clésicos £,, 1 < p < oo, los espacios de suce-
siones de Orlicz £, y los espacios de sucesiones de Lorentz )4, 1 < p < oo,
1 < ¢ < 0o son ejemplos de espacios de sucesiones de Banach, ver [4].

2 Normas tensoriales e ideales de operadores. Conceptos basi-
cos

En esta secciéon introducimos los conceptos de norma tensorial e ideal
de operadores, y establecemos algunas relaciones entre éstos y entre las
normas tensoriales asociadas a una norma tensorial dada. Un tratamiento
més detallado de este tema puede encontrarse en el texto [1].

2.4 Normas tensoriales

Dados FE y F espacios vectoriales sobre R, denotamos por B(E, F) el
espacio vectorial de las formas bilineales definidas de ¥ x F' en R. Cada
elemento (z,y) € E x F define una forma lineal canonica sobre B(E, F),
denotada por z ® y, mediante la formula (x®y, ) := ¥ ((x,y)) para toda
¥ € B(E,F). El subespacio vectorial del dual algebraico de B(FE, F')
generado por el conjunto las formas lineales {zr @y : 2z € E, y € F} es el
producto tensorial de los espacios E' y F, y se le denota por F ® F.

A los elementos de F ® F' los denominamos tensores y estos admiten
una representacion de la forma z = Y ' | x; ® ;.

Si el espacio F ® F' estd dotado de una norma «, denotamos por
E ®, F al correspondiente espacio normado, por E®.F a su espacio
compleccién, y por a (z; E, F'), o simplemente por «(z), a la norma « de
un elemento z € E® F.
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Definicion 2.1. Una norma tensorial « es un functor que asocia a cada
par de espacios normados E y F una norma sobre E ® F, y satisface las
siguientes condiciones:

i) alz@y) = lz|llyl y ala’ @y) = 12| |Y[|, para z € E, y € F,
¥ eFE,y el

i1) Para cualquier cuddrupla de espacios normados E;, F;, i = 1,2, y
cualquier par de operadores A; € L (E;, F}), se satisface la Propie-
dad métrica de los operadores:

AT ®Ay e L (E1 Ra Fo, F1 ®q Fg) , con ||A1 ® AQH < ||AH ||BH

donde (A1 ® AQ) (Z’l & .I’Q) = Ay (:El) ® Ag (xg)

Dada una norma tensorial ¢, definimos su norma tensorial transpues-
ta, ol por,
(2B, F) :=a('; F,E)

donde ' = (S0_ 2 @ yk)' = (Xjey vk ® k)

Para introducir el concepto de norma tensorial finitamente generada,
necesitamos establecer la siguiente notacion. Dado un espacio de Banach
E, denotamos por FIN(FE) al conjunto de los subespacios de dimension
finita de E, y por COFIN(E) al conjunto de los subespacios de E de
codimensién finita. Si M es un subespacio cerrado de F, denotamos por
IJ\E} M — F, Qf/l : E — E/M a la inclusiéon y la aplicacion cociente
canoénicas respectivamente.

Definicion 2.2. Dada una norma tensorial oo, definimos la norma ten-
sorial o en una clase de los espacios normados, o envoltura finitamente
generada por a, por:

(z) = inf{a(z; M,N): M € FIN(E),N € FIN(F)}

- N . . — .
De manera similar definimos la norma tensorial ‘o, o envoltura cofini-
tamente generada por «, por

@ (z) = sup{a((QF ® QE)(2)) : H e COFIN(E),G € COFIN(F)}

Definicion 2.3. Diremos que una norma tensorial o es finitamente ge-
. . — —
nerada(resp. cofinitamente generada) si « = & (resp. a = a ).

En general, para toda norma tensorial « se satisface la siguiente de-
sigualdad
a<a<d
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Sea o una norma tensorial en la clase de espacios normados. Dados
M un espacio de dimension finita y F' un espacio normado arbitrarios,
decimos que a es accesible si ‘a (M, F) = @ (M, F)y a(3F,M) =
o (- F, M) y que es totalmente accesible si ‘o = @, es decir si « es finita
y cofinitamente generada.

A partir de una norma tensorial «, definida en la clase de espacios
normados que contiene a los espacios de dimension finita (F1N), se define
su norma tensorial dual o’ como sigue. Para M, N € FIN o/f, definida
por

oy (z; M, N) = sup{|[(u, z)| : a(u; M',N') <1}

para todo z € M ® N es una norma tensorial sobre F'IN.
Se define la norma tensorial dual, o, de la norma tensorial o (definida
sobre en la clase de espacios normados que contiene a FIN), como la
—

envoltura finitamente generada de la norma tensorial o/f, o/f.

Es claro que o/ = o/f en FIN, y por consiguiente, para todos los
N,M € FIN laigualdad M ®, N = (M’ ®, N')" se satisface isométri-
camente. Se puede ver ademas que si « es finitamente generada entonces

0//:06

2.5 Ideales de operadores

Como se pone de manifiesto en el libro de A. Defant y K. Floret, Tensor
norms and operator ideals, [1], la teoria topologica de los productos ten-
soriales esta estrechamente ligada a la de los espacios de operadores. Esta
ultima fue desarrollada por A. Pietsch y su escuela en los afos sesenta
y setenta, y sus resultados fueron publicados en el texto Operator ide-
als, [6]. A continuacién fijamos la notacion y recordamos los conceptos
bésicos més representativos de la teoria de operadores que utilizaremos.

Definicion 2.4. Un ideal de operadores (o, simplemente, ideal) entre
espacios de Banach es un functor J que asocia a cada par de espacios de
Banach E y F un subconjunto 3(E, F) de L(E, F) (llamado componente
de TJ), de manera tal que se cumplen las siguientes condiciones, para
espacios de Banach arbitrarios E, F,G y H :

i) @y €eI(E,F), parax’ € E', ye F.
i1) Si S1,52 € I(E, F), entonces S1 + Sy € I(E, F).

w) Si T € L(G,E),S € J(E,F), y R € L(F,H), entonces RST €
J(G,H).
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Es claro de los numerales i), ii) de la definicion, que todas las compo-
nentes J (E, F') son espacios lineales. Ver [6, p.45]

Sea J un ideal y a un functor que asocia a cada componente J (F, F)
una norma (denotada también por a), que cumple:

iv) Para T € L(G,E),S € J(E,F),R € L(F,H), a(RoSoT) <
IRl a (ST

A la pareja (7, a) la llamaremos ideal normado.

Un ideal de operadores (J,a), tiene asociados diferentes ideales en-
tre los que destacamos el ideal maximal, concepto analogo al de norma
tensorial finitamente generada, y el ideal minimal, los cuales definimos a
continuacion.

El ideal mazimal asociado a (J,a), (J™** a , es el ideal tal que
dados F y F', un par de espacios de Banach, un operador T': £ — F' €
Jmer(EF) siempre y que

maw)

a™*®(T) := sup {a(Qf.T.I]\b}) : M € FIN(E), L € COFIN(F)} < o0

La funcién a™%*

un ideal normado.

es una norma en cada componente y (3™ ¢™) es
El ideal minimal asociado a (J,a), (3™, a , es el ideal tal que
para todo par de espacios normados E,F, T : E — F € J™"(E F),
siempre que existan espacios normados G, H y operadores aproximables
S:E—-G R:H—-FyTy:G— HeJ(G,H)talesque T = RoTpoS.

Si J=7Jmaz (3 =73™") J es un ideal maximal (minimal).

Un ideal maximal J esta asociado a una norma tensorial finitamente
generada «, escribimos J ~ «, si para cualquier par de espacios (M, N)
de dimension finita, se tiene que: J(M,N) = M' @4, N = (M ®, N')’

La extension de esta igualdad a espacios de dimension infinita es el
importante teorema de representacion para ideales de operadores maxi-
males, de acuerdo con el cual, si (J,a) es un ideal maximal asociado a
una norma tensorial finitamente generada «, es decir J ~ «, entonces para
todo par de espacios de Banach F y F las relaciones J(E, F') = (EQqy F)'
vI(E,F)=(E®y F') N L(E,F) se satisfacen isométricamente.

3 Sobre la norma tensorial g

En esta seccion, a partir de un espacio de Banach de sucesiones A, sobre
el cual impondremos en su momento determinadas condiciones, definimos
una norma tensorial cuya motivacion inicial viene dada por la definicién
de las normas tensoriales de Saphar.
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En adelante, A\ sera un espacio de Banach de sucesiones en el cual se
satisface la igualdad ||e;||x = |le;|[xx = 1 para todo i € N.

Dado un espacio de Banach E, una sucesion (z;)%°; € EN es fuerte-
mente A—sumable si mx((x;)) @ = [|(J]zi]])||x < oo y es débilmente A-
sumable si ex((2;)) : = supj <1 [|([(zs,2')])[]x < oo. Denotamos por
AE] (resp. A(E)) el espacio de todas las sucesiones fuertemente (resp.
débilmente ) A-sumables en E dotado con la norma my(.) (resp. ex(.)).

Sean FE, F espacios de Banach. Una forma natural de extender la
norma tensorial de Saphar a una norma tensorial sobre E ® F', pero con
parametro A, se logra con la definicién del siguiente funcional, para todo
z€e E®QF,

oAz B, F) = inf{my((z:)ene (i) : 2= 2 @y} (1)
=1

Este coincide con gp cuando A = £,,1 < p < co. Sin embargo, puede
verse que para espacios de Banach de sucesiones més generales, como
por ejemplo un espacio de Orlicz de sucesiones, tal funcional no es una
norma tensorial. Por lo anterior, consideramos el funcional de Minkowski
de la envolvente absolutamente convexa de la bola unidad de g) en E® F'
(By, = {2z € E® F : g\(2) < 1}), que denotamos por g5, y puede ser
evaluado como

95 (5 B, F) = inf{zﬂx((%j))ﬂx ((yij))} (2)

i=1

donde el infimo es tomado sobre todas las representaciones de z de la
_ N\ b o g
forma z =310, 3750 @ij @ Yy
¢ .
Hay que hacer notar que gy y g coinciden en el caso en que gy sea
una norma. En la proposiciéon que sigue a continuaciéon demostraremos
que gy es efectivamente una norma tensorial.

Proposiciéon 3.1. g es una norma tensorial.

Demostracion. Para la demostracion utilizamos un criterio equivalente a
la definicion de norma tensorial, segtin el cual basta verificar las siguiente
condiciones:

1. ¢5 (s E, F) es una seminorma en E ® F' para todo E, F' € NORM.
2. ¢S (1®1;R,R) = 1.

3. g5 cumple la propiedad métrica de las aplicaciones en NORM. Aqui
NORM denota la clase de los espacios normados.
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1. Para probar que g§ es una seminorma en £'® F' basta verificar que
g5 satisface la desigualdad triangular, ya que por definicién es claro que
95(z E, F) =2 0y que g3 (B2 E, F) = [Blg5(z; E, F).

Dados € > 0y z1, 22 € E® F, con z, = y %) f;lej ®yfj para
k = 1,2, representaciones que satisfacen la desigualdad

iw\ ((I’f‘:])) Exx ((yZ)) <5 (z; E, F) + %7

ni1+ng 0

21 + 22 admite una representacion z; +zo =) "] i

1 ui; ®v;; donde
_ 1 I R ; _ .2 02 g :
uijfxijyvijfyij811§z§n1,yuijfxijyvijfyij&nl%—lgzg

n1 + ng. Con lo cual,

g5 (a1 + 2 B F) <Y m((w)) eax ()

2 2
t Y m((aF)) ex< ((45))
< G GLE F)+g5 (22 B F) + ¢
y como € > 0 es arbitrario, se obtiene el resultado esperado.
2. SiE=K, F' =K, entonces {B € F' : ||B| <1} ={8eK: |0 <

1} y (o, B) = aff. Luego para z e K®K, con z=>7", Zf;l i @ Bij
se tiene que:

ex<((Bi)) < sup [y [l[(Bi Dllax < N8 DlIax

lly'llgr <1

Pero ||(|8i;])llax < eax((8ij)), ya que ¥’ = 1 es uno de los valores admi-
sibles en la definicion de ey« ((8i5)), con lo cual ||(|8:5])|xx = exx ((Bij))-
De lo anterior, con €,x((1,0,0,0,...)) = [/(1,0,0,0,...)|xx = 1y dado
que m,((1,0,0,0,...)) =(1,0,0,0,...)||» = 1, se sigue que

95 1@ LK, K) <y ((1,0,...,0)) exx ((1,0,...,0)) = 1.

De otro lado, si1®1 =31, Zf;l ai; ® B es una representacion arbi-
traria de 1 ® 1, entonces

n 4 n 4 n ¢
1=[10LY Y a@B) =D aiyfiyl <Y > laibyl
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

que es menor o igual que Y 1" [[(|ag;|) [, |(18i])]| x> por la desigualdad
de Holder. En consecuencia 1 < >~ | my ((a45)) exx ((8i5))- Con lo cual,
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al tomar el infimo sobre todas las representaciones de 1 ® 1, se sigue la
igualdad esperada ¢§ (1 ® 1;R,R) = 1.

3. Finalmente, veamos que g satisface la propiedad métrica de las
aplicaciones. Sean A € L (F1,F1) y B € L(Fs, F3) y consideremos la
aplicacion A ® B : By ®g5 By — F1 Qg Fh.

Consideramos el caso | B|| # 0, ya que el resultado es inmediato en
el caso contrario. Para cada representacion z = > " | Zﬁi:l Tij @ yij €
E; ® Ey, dado que ||B;§?,/) | < ”ﬁ’g‘,'ﬁ/” <1 paray € Bp y ||B'|| = |B],
tenemos que

ex<((Byiy))) = JSup 1B Wis), y)Dllxx
= sup [([(wig, B~
y/eBFé
s e B
= ||B Hy/GBI;é W yis, 7 Dl
< IBllexx((yis))

Por tanto
95 (A® B) (2); F1,F2) < Y ma (A (i) exx (B (yi5)))
i=1

= JAIBID_ 7 (i) exx ((9i5)

i=1
y, tomando infimos sobre las distintas representaciones de z, se sigue que

95 (A® B) (2); F1, F») < || A||[|Bll g5 (z; B, Ea)

con lo cual
[A©@ B[ = sup  gx((A® B)(2); F1, F2) < ||A| || B
ZEBE1®9§\E2
que es lo que queriamos demostrar. O

El siguiente teorema da una caracterizacion de los elementos de la
compleccion del espacio F ®,4, F' mediante una serie doble convergente.

Teorema 3.2. Todo elemento de E(}égiF admite una representacion de
la forma z = 3372, 3772 wi; @ yi; donde {(245)32, : 1 € N} C hy[E] y
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{(wij)52, 1 € N} C N(F) con

D wn (@) exx (i) < 0 (3)

i=1
Ademds
g (2) = inf {Z hy ((2i5)) Exx ((yij))} (4)
i=1
tomando el infimo sobre todas las series que cumplan la condicion (3).

Demostracion. Veamos primero que cualquier serie del tipo mencionado
es convergente en E@QKF y por tanto define un elemento de la com-
pleccion.

En efecto, observar que la condicion (3) implica que para cada i € N
Thy ((2i5)) v €xx ((ij)) son finitos, y entonces de la propiedad de con-
vergencia seccional en hy[E] se tiene que dado € > 0, existe m; € N, tal
que T, (237)72m+1) < oy ¥ om0 exx (¥i)jZm,11) < exx (¥i5))
se tiene que

Thy ((mij);‘;mi+1> E\x ((yij);imi-}-l) <e

con lo cual, si m; < m < n, entonces

n
51 D w@uy| < ((xij)?:m—l-l) Exx <(yz’j)?:m+1)
j=m+1

IN

Thy ((l'ij);imi+1) Exx ((yij);imiJrl)
se puede hacer tan pequefia como se quiera y por tanto la serie 3 72 7;;®

Y;j converge en E@QKF para cada ¢ € N. Ademaés, se tiene que

oo m
gD wi @y | = lim_ g3 >z @y
=1 =1

< lim oy, ((fCij)T:l) Exx ((?Jij)T:1) < s (i) €3¢ ((935)) < o0

m—0o0

de donde se sigue que
n

n o0 o0
95 Z Zﬂcz’j @ Yij Z 95 inj @ Yij
i=m+1 j=1 i=m-+1 j=1
n
D iy (i) eax ((yig) < e

i=m+1

IN

IN
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para m suficientemente grande, por la ecuacion (3), y por tanto la sucesion
de sumas parciales de Y 2, Z;’il z;;®y;; es de Cauchy y por consiguiente
converge en EQ@giF.

Ademés, de lo anterior, se sigue también que

gi(z) = nhjgog/c\ szu ®yij | < hm ZgA Z‘TU & Yij

i=1 j=1

n

< T}i_{{)lozﬂhk ((zi5)) exx ((yi5)) = Zﬂ'm ((zi5)) exx ((yi5))

i=1 i=1

y por tanto,

g5 (2) < inf {Z Ty (i) Exx ((yij))}

i=1

Reciprocamente, veamos que para z € F @)giF hay una representacion
de la forma 2 = 3772, 3322, x;; ® y;; con la condicion dada.

En efecto, como z € E®q¢ F es punto limite de E ®g¢ F, existe una
sucesion de Cauchy (u,) en E ®g¢ F' que converge a z, es decir, que para
todo € > 0 existe N € N tal que para todo n > N, g5 (u, — 2) < §. Sea
€ > 0, entonces existe una sucesion (ky)52, en N estrictamente creciente

tal que
€

95 (k, — k,iy) < 3 (2T

y claramente z = lim,,_,o U, -
Renombrando wy, = ug,,, n =0,1,2, ... se sigue que

2= lim w, = lim <wo+z wn1>wo+z n— Wn—1)

n=1
Como wy € E @y F, (wp, —wp—1) € E ®g- F, tienen representacion
en B ®g F, de la forma wo = Zf”l m‘” x” ® y” y (Wp — wp—1) =

Zf;l il @ yph con los afl vy los yU, n =0,1,2,... escogidos de tal
manera quc

Zm ) en () < of(wo) + 5

n C €
Zﬂm z] 6,\x ((yz])) < gx (wn_Wn—l)“_W (n=1,2,..)
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Entonces se tiene que

ko moi oo kn My

0 0 n n

ZZE E sz‘j®yij+§ E E Tij; @ Yij
i=1 j=1 n=1i=1 j=1

: oo r . .
omejor z =y o0y Y 1" Us @ Ust, donde 7, uss y vgt, estan dados por:

i) Definimos pg = 1, p1 = ko,..., pn = ZZ;& k4 para cada natural n

ii) Paras=1,2,...,p1 y t=1,2,...,mgs, hacemos usQ@vs = :L'gt®ygt
Para s=p;+1,...,p0 v t=1, ey MU (5—p1 ) hacemos ug ® vy =
w%sfpl)t ® y(lsfpl)t Para s = pa+1,..,p3  y t=1,.,mys py),
hacemos ug ® vy = w%s,m)t & y(stpz)t

iii) Continuamos el proceso para cada natural n, teniendo presente que
s=pnt1, wos Dyl s U= L, coy Mp(s—py) ¥ Ust Q Vst = x?sfpn)t b2y
n 3 i P 8 —
Yls—po)t- Y para simplificar la notacion hacemos m,;_p,) = 7s en
cada caso.

Es claro de la construccion que la serie Y oo | > 7% ug ® vg conver-
gente, que es una representacion de z, y ademaés satisface la condiciéon

(3), ya que la serie

o

D 7y (st i) exx (var) i)

s=1

se puede escribir, para t = 1...r5 vy j = 1...my;, en la forma

oo Pn+1
Zﬂ'h)\ ust Yeax ( Ust +Z Z 7rhA ust ) Exx ((USt))
n=1s=pp+1
ko oo kn
= 2o () one ((08),) + 2230 m (1)) e (1))
i n=1 i=1

[ee)

€
< gA( +§+Z3 on+1)
n=1

< gf\(wo—z)—l—gi(z)—i-g—i-g<g§\(z)+e<oo

Se obtiene asi la representacion deseada, y al ser € > 0 arbitrario, se sigue
que

inf {Z% ((zi5)) exx <<yz-j>>} < g5 (2)
i=1

de donde la igualdad (4) se satisface en forma inmediata, lo que concluye

la demostracién. O
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4 Sobre el dual de £ @4 F

En la teoria de las normas tensoriales, aparecen de manera natural y aso-
ciados a la misma de diferentes maneras, determinados espacios de ope-
radores. Estamos interesados en este epigrafe en el ideal de operadores
asociado por dualidad a la norma tensorial gy, es decir queremos carac-
terizar, en términos de espacios de operadores el espacio (E ®g4, F ). Tal
como aparece en el libro de Pietsch “Operator Ideals", [6], la definicion
de muchos espacios de operadores viene descrita mediante el compor-
tamiento de los mismos frente a determinados espacios de sucesiones.

Definicién 4.1. Una aplicacion T € L (E, F) se dice que es A-absoluta-
mente sumante si eziste un numero real C' > 0, tal que para toda sucesion
(wi)ioy en E, con ey ((x;)) < oo, se cumple que

T (T (1)) < Cex((2:)) (5)

Dicho con palabras sencillas, un operador es A—absolutamente suman-
te si transforma sucesiones débilmente A-sumables en sucesiones fuerte-
mente \-sumables.

Denotaremos por Py (E, F') al conjunto de operadores A-absolutamen-
te sumantes de F en F, y para cada T' € Py (E, F) definimos

II) (T) :=inf {C > 0: C satisface la condicion (5)}

Es facil verificar que Py (E, F') es un subespacio vectorial de £ (E, F)
con norma IIy(-). Mas atn, Py (E, F) es un ideal Banach de operadores,
que denominamos ideal de operadores A—absolutamente sumantes.

Teorema 4.2. Para E, I espacios de Banach, (E Rgg F)' =Py« (F,E)
se satisface isométricamente.

Demostracion. Para todo T' € Pyx (F, E'), definimos ¢r : E®g F — R
por

n I

(o1, 2 ZZ xij, T'(yi5)) para todo z = Zzwij®yij € EQg F

i=1 j=1 i=1 j=1

o7 esta bien definida con independencia de la representacion elegida para
z 'y pertenece a (E ®¢ F)’ ya que

n ol
(T, 2 ZZ ij, T(yij) |<ZZ|I%||||T yis)l

i=1 j=1
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y por la desigualdad de Holder la tltima expresion es menor o igual que:

sumiy || (s DI AT i) Dax < T (T) Y~ mal(@ig))eax (vi)
i=1

luego, tomando infimos sobre todas las representaciones de z, se sigue
que
(e, 2)| <y« (T) g5 (2 B, F)

y por consiguiente ||or|| < IIyx (7).
Reciprocamente, dado ¢ € (F ®g, F) definimos T, : F — E' por
(T, (y),x) = (p, v ®@y)paratodos y € F, v € E

Veamos que T, € Pyx (F, E’). Para ello, consideremos una sucesion (y;)
de elementos de F tal que ex ((y;)) < oo. Como Bpg es débilmente densa
en Bpr, dados € > 0y (§;) € A* con ||(6;)][xx < 1, para cada i € N existe
x; € E tal que ||z;]| <1y

1T ()l < (T (yi)s i) + €bi = [{p, i @ yi)| + €di

por tanto
1T, (o) Dlax < 1Ky 21 @ wa)| 4 €04) ||
< (s @ yi))llax + e
oo
< sup | mile,mi @y +e

lm)lIx<1 555

Las sucesiones (1;) en la desigualdad anterior estan en hy y ||(1;)|ln, < 1.
Ademis, iy, (:2:)) = (i) llny < [00)llny < 1 como £x ((3y)) <
oo. Entonces del teorema 3.2 se puede ver que Y .7, n;x; Q y; € E®g F.
Luego

IN

1T (i) 1D l1ax sup (i, Y miwi ® i)| + €

l(mi)llny <1 i=1

oo
= Sup ||<P\|9f\(z niTi @ Y;) + €

[1(ma)llny, <1 i=1
< sup  [olll[([Imiwll) Inyeax ((vi) + €
[l(m:)llny <1

< lellea((yi) + e

Como € es arbitrario, se sigue que |[(||[7,(yil])|lxx < |lellexx (i) ¥y
I\« (T,) < |l¢ll, lo que concluye la demostracion. O
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Como consecuencia inmediata del teorema, tenemos que ((g$)")" es la

norma tensorial asociada al ideal de operadores Pyx, ya que (E ®gs FY =
(F ®(g§)t E)/ =(F ®((g§\)t)// E), con lo cual (F ®((g/c\)t)// E)/ = Pyx (F, El)
y por tanto ((g5)")" ~ Pyx
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