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Resumen

En este artículo se define una norma tensorial gc
λ a partir de un espacio de sucesiones de

Banach λ. Para cada par de espacios de Banach E y F , se caracterizan los elementos
de la complección del espacio E ⊗gλ

F , E⊗̂gλ
F , y se caracteriza su espacio dual

(E ⊗gλ
F )′

Palabras y frases claves: Retículos de Banach, espacios de sucesiones, ideales de

operadores, productos tensoriales

1 Introducción

En la teoría general de productos tensoriales, cuyos antecedentes los en-
contramos en el trabajo de Grothendieck de los años cincuenta pero que
cobró mayor fuerza en 1968 con la publicación del artículo de Linden-
strauss y Pelzynski Absolutely summing operators in Lp-spaces and appli-
cations, se destacan entre los ejemplos más relevantes de normas tenso-
riales aquellas que se definen en la clase de espacios de dimensión finita
y después se extienden a la clase de los espacios normados utilizando un
procedimiento inductivo, lo que da lugar a las normas tensoriales finita-
mente generadas.

El problema de definir topologías interesantes sobre los productos ten-
soriales se ha centrado a través de la historia en la utilización de espacios
de sucesiones para la definición de las mismas, dando como resultado
normas tensoriales finitamente generadas. En particular, la teoría clásica
estudia las normas tensoriales definidas mediante los espacios de suce-
siones `p, y entre ellas se destacan las de Lapresté (αpq), de las cuales las
normas tensoriales gp de Saphar son un caso particular.

1La participación del primer autor en este trabajo es apoyada por el proyecto
COLCIENCIAS-Universidad Eafit código: 1216-05-11456 y la de los otros dos autores
por MCYT y FEDER proyecto BFM2001-2670.
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58 Gómez et al

Tomando como motivación la definición de las normas tensoriales gp

de Saphar, contruimos una norma tensorial gλ definida sobre un deter-
minado espacio de sucesiones de Banach λ, con el objetivo de desarrollar
toda la teoría básica y clásica referente a los ideales de operadores asocia-
dos, y presentar resultados similares a los conocidos acerca de las normas
tensoriales gp, ver [1], [3] o [2].

Hemos procurado que la notación utilizada sea la comúnmente acep-
tada. Por el símbolo R representaremos el cuerpo de los números reales,
sobre el cual se definen todos los espacios vectoriales topológicos que
aparecen. En general la palabra espacio hará referencia a un espacio de
Banach real, a menos que se indique otra cosa. Dado un espacio E deno-
taremos por BE a su bola unidad cerrada, y por E ′ denotaremos su dual
topológico. Si E es un espacio normado, denotaremos por Ê al espacio
de Banach que resulta de la complección de E. Con el símbolo ‖·‖E,
o simplemente ‖·‖ si no hay lugar a confusión, denotaremos la norma
definida en el mismo espacio E, como es usual. Dados dos espacios E y
F , denotamos por L(E,F ) al espacio de operadores lineales y continuos
de E en F .

Dado un espacio de Banach X parcialmente ordenado diremos que X
es retículo de Banach si se tiene que:

1. x ≤ y implica x+ z ≤ y + z, para todo x, y, z ∈ X,

2. ax ≥ 0, para todo x ≥ 0 en X y todo real no negativo a.

3. Para todo par x, y ∈ X existen en X una mínima cota superior
(m.c.s) x ∨ y, y una máxima cota inferior (m.c.i) x ∧ y,

4. ‖x‖ ≤ ‖y‖ siempre que |x| ≤ |y|, donde el valor absoluto |x| de
x ∈ X está definido por |x| = x ∨ (−x).

Denotamos por ω el espacio vectorial de todas las sucesiones escalares y
por ϕ el subespacio de ω formado por las sucesiones tales que el cardinal
de las coordenadas distintas de cero es finito.

Diremos que un espacio de Banach (λ, ‖ · ‖λ) es un espacio de suce-
siones de Banach si satisface:

1. ϕ ⊂ λ ⊂ ω

2. Si |x| ≤ |y| con x ∈ ω y y ∈ λ entonces x ∈ λ y ‖x‖λ ≤ ‖y‖λ

Obsérvese que todo espacio de sucesiones de Banach λ dotado con el
orden puntual es un retículo de Banach. Decimos que un espacio de
sucesiones λ es regular si la sucesión de vectores unidad {ei, i ∈ N},
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donde ei = (δij)
∞
j=1, es una base de Schauder en λ. En este caso, λ

satisface la propiedad de la convergencia seccional, es decir, dada una
sucesión (xi)

∞
i=1 en λ se verifica la siguiente igualdad en la norma de λ

∞∑

i=1

xiei = lim
n→∞

n∑

i=1

xiei

Denotamos por hλ a la clausura en λ del espacio ϕ, hλ = ϕλ. Entonces
hλ es un subespacio regular de λ, y se tiene que λ es regular si y sólo si
λ = hλ. Un retículo de Banach λ es orden continuo si ‖x‖λ ↓ 0 cada vez
que 0 ≤ xn ↓ 0, lo que es equivalente a que su dual topológico λ′ coincida
con su dual Köthe

λ× = {(xi)
∞
i=1 ∈ ω/

∞∑

i=1

|xiyi| converge para todo (yi)
∞
i=1 ∈ λ}

Los espacios de sucesiones clásicos `p, 1 ≤ p ≤ ∞, los espacios de suce-
siones de Orlicz `M y los espacios de sucesiones de Lorentz `pq, 1 < p ≤ ∞,
1 ≤ q ≤ ∞ son ejemplos de espacios de sucesiones de Banach, ver [4].

2 Normas tensoriales e ideales de operadores. Conceptos bási-
cos

En esta sección introducimos los conceptos de norma tensorial e ideal
de operadores, y establecemos algunas relaciones entre éstos y entre las
normas tensoriales asociadas a una norma tensorial dada. Un tratamiento
más detallado de este tema puede encontrarse en el texto [1].

2.4 Normas tensoriales

Dados E y F espacios vectoriales sobre R, denotamos por B(E,F ) el
espacio vectorial de las formas bilineales definidas de E × F en R. Cada
elemento (x, y) ∈ E ×F define una forma lineal canónica sobre B(E,F ),
denotada por x⊗y, mediante la fórmula 〈x⊗y, ψ〉 := ψ((x, y)) para toda
ψ ∈ B(E,F ). El subespacio vectorial del dual algebraico de B(E,F )
generado por el conjunto las formas lineales {x⊗ y : x ∈ E, y ∈ F} es el
producto tensorial de los espacios E y F , y se le denota por E ⊗ F .

A los elementos de E ⊗ F los denominamos tensores y estos admiten
una representación de la forma z =

∑n
i=1 xi ⊗ yi.

Si el espacio E ⊗ F está dotado de una norma α, denotamos por
E ⊗α F al correspondiente espacio normado, por E⊗̂αF a su espacio
complección, y por α (z;E,F ), o simplemente por α(z), a la norma α de
un elemento z ∈ E ⊗ F .
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Definición 2.1. Una norma tensorial α es un functor que asocia a cada
par de espacios normados E y F una norma sobre E ⊗F , y satisface las
siguientes condiciones:

i) α(x ⊗ y) = ‖x‖ ‖y‖ y α(x′ ⊗ y′) = ‖x′‖ ‖y′‖, para x ∈ E, y ∈ F ,
x′ ∈ E′, y′ ∈ F ′.

ii) Para cualquier cuádrupla de espacios normados Ei, Fi, i = 1, 2, y
cualquier par de operadores Ai ∈ L (Ei, Fi), se satisface la Propie-
dad métrica de los operadores:

A1 ⊗A2 ∈ L (E1 ⊗α E2, F1 ⊗α F2) , con ‖A1 ⊗A2‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖

donde (A1 ⊗A2) (x1 ⊗ x2) := A1 (x1)⊗A2 (x2)

Dada una norma tensorial α, definimos su norma tensorial transpues-
ta, αt por,

αt(z;E,F ) := α(zt;F,E)

donde zt = (
∑n

k=1 xk ⊗ yk)
t := (

∑n
k=1 yk ⊗ xk)

Para introducir el concepto de norma tensorial finitamente generada,
necesitamos establecer la siguiente notación. Dado un espacio de Banach
E, denotamos por FIN(E) al conjunto de los subespacios de dimensión
finita de E, y por COFIN(E) al conjunto de los subespacios de E de
codimensión finita. Si M es un subespacio cerrado de E, denotamos por
IE
M : M → E, QE

M : E → E/M a la inclusión y la aplicación cociente
canónicas respectivamente.

Definición 2.2. Dada una norma tensorial α, definimos la norma ten-
sorial −→α en una clase de los espacios normados, o envoltura finitamente
generada por α, por:

−→α (z) := inf{α(z;M,N) : M ∈ FIN(E), N ∈ FIN(F )}

De manera similar definimos la norma tensorial ←−α , o envoltura cofini-
tamente generada por α, por

←−α (z) := sup{α((QE
H ⊗Q

F
G)(z)) : H ∈ COFIN(E), G ∈ COFIN(F )}

Definición 2.3. Diremos que una norma tensorial α es finitamente ge-
nerada(resp. cofinitamente generada) si α = −→α (resp. α =←−α ).

En general, para toda norma tensorial α se satisface la siguiente de-
sigualdad

←−α ≤ α ≤ −→α
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Sea α una norma tensorial en la clase de espacios normados. Dados
M un espacio de dimensión finita y F un espacio normado arbitrarios,
decimos que α es accesible si ←−α (·;M,F ) = −→α (·;M,F ) y ←−α (·;F,M) =
−→α (·;F,M) y que es totalmente accesible si ←−α = −→α , es decir si α es finita
y cofinitamente generada.

A partir de una norma tensorial α, definida en la clase de espacios
normados que contiene a los espacios de dimensión finita (FIN), se define
su norma tensorial dual α′ como sigue. Para M,N ∈ FIN α′

f , definida
por

α′
f (z;M,N) := sup{|〈u, z〉| : α(u;M ′, N ′) ≤ 1}

para todo z ∈M ⊗N es una norma tensorial sobre FIN .
Se define la norma tensorial dual, α′, de la norma tensorial α (definida

sobre en la clase de espacios normados que contiene a FIN), como la

envoltura finitamente generada de la norma tensorial α′
f ,
−→
α′

f .
Es claro que α′ = α′

f en FIN , y por consiguiente, para todos los
N,M ∈ FIN la igualdad M ⊗α′ N = (M ′ ⊗α N

′)′ se satisface isométri-
camente. Se puede ver además que si α es finitamente generada entonces
α′′ = α

2.5 Ideales de operadores

Como se pone de manifiesto en el libro de A. Defant y K. Floret, Tensor
norms and operator ideals, [1], la teoría topológica de los productos ten-
soriales está estrechamente ligada a la de los espacios de operadores. Esta
última fue desarrollada por A. Pietsch y su escuela en los años sesenta
y setenta, y sus resultados fueron publicados en el texto Operator ide-
als, [6]. A continuación fijamos la notación y recordamos los conceptos
básicos más representativos de la teoría de operadores que utilizaremos.

Definición 2.4. Un ideal de operadores (o, simplemente, ideal) entre
espacios de Banach es un functor I que asocia a cada par de espacios de
Banach E y F un subconjunto I(E,F ) de L(E,F ) (llamado componente
de I), de manera tal que se cumplen las siguientes condiciones, para
espacios de Banach arbitrarios E,F,G y H:

i) x′ ⊗ y ∈ I(E,F ), para x′ ∈ E′, y ∈ F .

ii) Si S1, S2 ∈ I(E,F ), entonces S1 + S2 ∈ I(E,F ).

iii) Si T ∈ L(G,E), S ∈ I(E,F ), y R ∈ L(F,H), entonces RST ∈
I(G,H).
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Es claro de los numerales i), ii) de la definición, que todas las compo-
nentes I (E,F ) son espacios lineales. Ver [6, p.45]

Sea I un ideal y a un functor que asocia a cada componente I (E,F )
una norma (denotada también por a), que cumple:

iv) Para T ∈ L(G,E), S ∈ I(E,F ), R ∈ L(F,H), a (R ◦ S ◦ T ) ≤
‖R‖ a (S) ‖T‖.

A la pareja (I, a) la llamaremos ideal normado.
Un ideal de operadores (I, a), tiene asociados diferentes ideales en-

tre los que destacamos el ideal maximal, concepto análogo al de norma
tensorial finitamente generada, y el ideal minimal, los cuales definimos a
continuación.

El ideal maximal asociado a (I, a), (Imax, amax), es el ideal tal que
dados E y F , un par de espacios de Banach, un operador T : E → F ∈
I

max(E,F ) siempre y que

amax(T ) := sup
{
a(QF

L .T.I
E
M ) : M ∈ FIN(E), L ∈ COFIN(F )

}
<∞

La función amax es una norma en cada componente y (Imax, amax) es
un ideal normado.

El ideal minimal asociado a (I, a), (Imin, amin), es el ideal tal que
para todo par de espacios normados E,F , T : E → F ∈ I

min(E,F ),
siempre que existan espacios normados G,H y operadores aproximables
S : E → G, R : H → F y T0 : G→ H ∈ I(G,H) tales que T = R◦T0 ◦S.

Si I = I
max (I = I

min), I es un ideal maximal (minimal).
Un ideal maximal I está asociado a una norma tensorial finitamente

generada α, escribimos I ∼ α, si para cualquier par de espacios (M,N)
de dimensión finita, se tiene que: I(M,N) = M ′ ⊗α N = (M ⊗α′ N ′)′

La extensión de esta igualdad a espacios de dimensión infinita es el
importante teorema de representación para ideales de operadores maxi-
males, de acuerdo con el cual, si (I, a) es un ideal maximal asociado a
una norma tensorial finitamente generada α, es decir I ∼ α, entonces para
todo par de espacios de Banach E y F las relaciones I(E,F ′) = (E⊗α′F )′

y I(E,F ) = (E ⊗α′ F ′)′ ∩ L(E,F ) se satisfacen isométricamente.

3 Sobre la norma tensorial gλ

En esta sección, a partir de un espacio de Banach de sucesiones λ, sobre
el cual impondremos en su momento determinadas condiciones, definimos
una norma tensorial cuya motivación inicial viene dada por la definición
de las normas tensoriales de Saphar.
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En adelante, λ será un espacio de Banach de sucesiones en el cual se
satisface la igualdad ‖ei‖λ = ‖ei‖λ× = 1 para todo i ∈ N.

Dado un espacio de Banach E, una sucesión (xi)
∞
i=1 ∈ E

N es fuerte-
mente λ−sumable si πλ((xi)) : = ‖(‖xi‖)‖λ < ∞ y es débilmente λ-
sumable si ελ((xi)) : = sup‖x′‖≤1 ‖(|〈xi, x

′〉|)‖λ < ∞. Denotamos por
λ[E] (resp. λ(E)) el espacio de todas las sucesiones fuertemente (resp.
débilmente ) λ-sumables en E dotado con la norma πλ(.) (resp. ελ(.)).

Sean E, F espacios de Banach. Una forma natural de extender la
norma tensorial de Saphar a una norma tensorial sobre E ⊗ F , pero con
parámetro λ, se logra con la definición del siguiente funcional, para todo
z ∈ E ⊗ F ,

gλ(z;E,F ) := inf{πλ((xi))ελ×((yi)) : z =

n∑

i=1

xi ⊗ yi} (1)

Éste coincide con gp cuando λ = `p, 1 ≤ p < ∞. Sin embargo, puede
verse que para espacios de Banach de sucesiones más generales, como
por ejemplo un espacio de Orlicz de sucesiones, tal funcional no es una
norma tensorial. Por lo anterior, consideramos el funcional de Minkowski
de la envolvente absolutamente convexa de la bola unidad de gλ en E⊗F
(Bgλ

:= {z ∈ E ⊗ F : gλ(z) ≤ 1}), que denotamos por gc
λ, y puede ser

evaluado como

gc
λ (z;E,F ) := inf

{
n∑

i=1

πλ ((xij)) ελ× ((yij))

}
(2)

donde el ínfimo es tomado sobre todas las representaciones de z de la
forma z =

∑n
i=1

∑`i

j=1 xij ⊗ yij.
Hay que hacer notar que gλ y gc

λ coinciden en el caso en que gλ sea
una norma. En la proposición que sigue a continuación demostraremos
que gλ es efectivamente una norma tensorial.

Proposición 3.1. gλ es una norma tensorial.

Demostración. Para la demostración utilizamos un criterio equivalente a
la definición de norma tensorial, según el cual basta verificar las siguiente
condiciones:

1. gc
λ (·;E,F ) es una seminorma en E ⊗ F para todo E,F ∈ NORM.

2. gc
λ (1⊗ 1; R,R) = 1.

3. gc
λ cumple la propiedad métrica de las aplicaciones en NORM. Aquí

NORM denota la clase de los espacios normados.
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1. Para probar que gc
λ es una seminorma en E⊗F basta verificar que

gc
λ satisface la desigualdad triangular, ya que por definición es claro que
gc
λ(z;E,F ) ≥ 0 y que gc

λ(βz;E,F ) = |β|gc
λ(z;E,F ).

Dados ε > 0 y z1, z2 ∈ E ⊗ F , con zk =
∑nk

i=1

∑`i

j=1 x
k
ij ⊗ y

k
ij para

k = 1, 2, representaciones que satisfacen la desigualdad

nk∑

i=1

πλ

((
xk

ij

))
ελ×

((
yk

ij

))
≤ gc

λ (zk;E,F ) +
ε

2
,

z1 +z2 admite una representación z1 +z2 =
∑n1+n2

i=1

∑`i

j=1 uij⊗vij donde
uij = x1

ij y vij = y1
ij si 1 ≤ i ≤ n1, y uij = x2

ij y vij = y2
ij si n1 + 1 ≤ i ≤

n1 + n2. Con lo cual,

gc
λ (z1 + z2;E,F ) ≤

n1∑

i=1

πλ

((
x1

ij

))
ελ×

((
y1

ij

))

+

n1+n2∑

i=n1+1

πλ

((
x2

ij

))
ελ×

((
y2

ij

))

≤ gc
λ (z1;E,F ) + gc

λ (z2;E,F ) + ε

y como ε > 0 es arbitrario, se obtiene el resultado esperado.
2. Si E = K, E ′ = K, entonces {β ∈ E ′ : ‖β‖ ≤ 1} = {β ∈ K : |β| ≤

1} y 〈α, β〉 = αβ. Luego para z ∈ K⊗ K, con z =
∑n

i=1

∑ki

j=1 αij ⊗ βij

se tiene que:

ελ×((βij)) ≤ sup
‖y′‖E′≤1

|y′|‖(|βij |)‖λ× ≤ ‖(|βij |)‖λ×

Pero ‖(|βij |)‖λ× ≤ ελ×((βij)), ya que y′ = 1 es uno de los valores admi-
sibles en la definición de ελ×((βij)), con lo cual ‖(|βij |)‖λ× = ελ×((βij)).
De lo anterior, con ελ×((1, 0, 0, 0, ...)) = ‖(1, 0, 0, 0, ...)‖λ× = 1 y dado
que πλ((1, 0, 0, 0, ...)) = ‖(1, 0, 0, 0, ...)‖λ = 1, se sigue que

gc
λ (1⊗ 1; K,K) ≤ πλ ((1, 0, ..., 0)) ελ× ((1, 0, ..., 0)) = 1.

De otro lado, si 1⊗ 1 =
∑n

i=1

∑`i

j=1 αij ⊗ βij es una representación arbi-
traria de 1⊗ 1, entonces

1 = |〈1⊗ 1,

n∑

i=1

`i∑

j=1

αij ⊗ βij〉| = |

n∑

i=1

`i∑

j=1

αijβij | ≤

n∑

i=1

`i∑

j=1

|αijβij|

que es menor o igual que
∑n

i=1 ‖(|αij |)‖λ ‖(|βij |)‖λ× , por la desigualdad
de Hölder. En consecuencia 1 ≤

∑n
i=1 πλ ((αij)) ελ× ((βij)). Con lo cual,
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al tomar el ínfimo sobre todas las representaciones de 1 ⊗ 1, se sigue la
igualdad esperada gc

λ (1⊗ 1; R,R) = 1.
3. Finalmente, veamos que gc

λ satisface la propiedad métrica de las
aplicaciones. Sean A ∈ L (E1, F1) y B ∈ L (E2, F2) y consideremos la
aplicación A⊗B : E1 ⊗gc

λ
E2 → F1 ⊗gc

λ
F2.

Consideramos el caso ‖B‖ 6= 0, ya que el resultado es inmediato en
el caso contrario. Para cada representación z =

∑n
i=1

∑`i

j=1 xij ⊗ yij ∈

E1 ⊗E2, dado que ‖B′(y′)
B′ ‖ ≤

‖B′‖‖y′‖
‖B′‖ ≤ 1 para y′ ∈ BF ′ y ‖B′‖ = ‖B‖,

tenemos que

ελ×((B(yij))) = sup
y′∈BF ′

2

‖(|〈B(yij), y
′〉|)‖λ×

= sup
y′∈BF ′

2

‖(|〈yij , B
′(y′)〉|)‖λ×

= ‖B′‖ sup
y′∈BF ′

2

‖(|〈yij ,
B′(y′)

‖B′‖
〉|)‖λ×

≤ ‖B‖ελ×((yij))

Por tanto

gc
λ ((A⊗B) (z) ;F1, F2) ≤

n∑

i=1

πλ ((A (xij))) ελ× ((B (yij)))

= ‖A‖ ‖B‖
n∑

i=1

πλ ((xij)) ελ× ((yij))

y, tomando ínfimos sobre las distintas representaciones de z, se sigue que

gc
λ ((A⊗B) (z) ;F1, F2) ≤ ‖A‖ ‖B‖ g

c
λ (z;E1, E2)

con lo cual

‖A⊗B‖ = sup
z∈BE1⊗gc

λ
E2

gc
λ ((A⊗B) (z) ;F1, F2) ≤ ‖A‖ ‖B‖

que es lo que queríamos demostrar.

El siguiente teorema da una caracterización de los elementos de la
complección del espacio E ⊗gλ

F mediante una serie doble convergente.

Teorema 3.2. Todo elemento de E⊗̂gc
λ
F admite una representación de

la forma z =
∑∞

i=1

∑∞
j=1 xij ⊗ yij donde {(xij)

∞
j=1 : i ∈ N} ⊂ hλ[E] y
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{(yij)
∞
j=1 : i ∈ N} ⊂ λ×(F ) con

∞∑

i=1

πhλ
((xij)) ελ× ((yij)) <∞ (3)

Además

gc
λ (z) = inf

{
∞∑

i=1

πhλ
((xij)) ελ× ((yij))

}
(4)

tomando el ínfimo sobre todas las series que cumplan la condición (3).

Demostración. Veamos primero que cualquier serie del tipo mencionado
es convergente en E⊗̂gc

λ
F y por tanto define un elemento de la com-

plección.
En efecto, observar que la condición (3) implica que para cada i ∈ N

πhλ
((xij)) y ελ× ((yij)) son finitos, y entonces de la propiedad de con-

vergencia seccional en hλ[E] se tiene que dado ε > 0, existe mi ∈ N, tal
que πhλ

((xij)
∞
j=mi+1) <

ε
ε
λ×((yij))

y como ελ×((yij)
∞
j=mi+1) ≤ ελ×((yij))

se tiene que

πhλ

(
(xij)

∞
j=mi+1

)
ελ×

(
(yij)

∞
j=mi+1

)
< ε

con lo cual, si mi ≤ m < n, entonces

gc
λ




n∑

j=m+1

xij ⊗ yij


 ≤ πhλ

(
(xij)

n
j=m+1

)
ελ×

(
(yij)

n
j=m+1

)

≤ πhλ

(
(xij)

∞
j=mi+1

)
ελ×

(
(yij)

∞
j=mi+1

)

se puede hacer tan pequeña como se quiera y por tanto la serie
∑∞

j=1 xij⊗

yij converge en E⊗̂gc
λ
F para cada i ∈ N. Además, se tiene que

gc
λ




∞∑

j=1

xij ⊗ yij


 = lim

m→∞
gc
λ




m∑

j=1

xij ⊗ yij




≤ lim
m→∞

πhλ

(
(xij)

m
j=1

)
ελ×

(
(yij)

m
j=1

)
≤ πhλ

((xij)) ελ× ((yij)) <∞

de donde se sigue que

gc
λ




n∑

i=m+1

∞∑

j=1

xij ⊗ yij


 ≤

n∑

i=m+1

gc
λ




∞∑

j=1

xij ⊗ yij




≤

n∑

i=m+1

πhλ
((xij)) ελ× ((yij)) < ε
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param suficientemente grande, por la ecuación (3), y por tanto la sucesión
de sumas parciales de

∑∞
i=1

∑∞
j=1 xij⊗yij es de Cauchy y por consiguiente

converge en E⊗̂gc
λ
F .

Además, de lo anterior, se sigue también que

gc
λ (z) = lim

n→∞
gc
λ




n∑

i=1

∞∑

j=1

xij ⊗ yij


 ≤ lim

n→∞

n∑

i=1

gc
λ




∞∑

j=1

xij ⊗ yij




≤ lim
n→∞

n∑

i=1

πhλ
((xij)) ελ× ((yij)) =

∞∑

i=1

πhλ
((xij)) ελ× ((yij))

y por tanto,

gc
λ (z) ≤ inf

{
∞∑

i=1

πhλ
((xij)) ελ× ((yij))

}

Recíprocamente, veamos que para z ∈ E⊗̂gc
λ
F hay una representación

de la forma z =
∑∞

i=1

∑∞
j=1 xij ⊗ yij con la condición dada.

En efecto, como z ∈ E⊗̂gc
λ
F es punto límite de E ⊗gc

λ
F , existe una

sucesión de Cauchy (un) en E⊗gc
λ
F que converge a z, es decir, que para

todo ε > 0 existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N , gc
λ (un − z) <

ε
3 . Sea

ε > 0, entonces existe una sucesión (kn)∞n=0 en N estrictamente creciente
tal que

gc
λ

(
ukn
− ukn+1

)
≤

ε

3 (2n+1)

y claramente z = limn→∞ ukn
.

Renombrando wn = ukn
, n = 0, 1, 2, ... se sigue que

z = lim
n→∞

wn = lim
k→∞

(
w0 +

k∑

n=1

(wn − wn−1)

)
= w0 +

∞∑

n=1

(wn − wn−1)

Como w0 ∈ E ⊗gc
λ
F , (wn − wn−1) ∈ E ⊗gc

λ
F , tienen representación

en E ⊗gc
λ
F, de la forma w0 =

∑k0

i=1

∑m0i

j=1 x
0
ij ⊗ y0

ij y (wn − wn−1) =∑kn

i=1

∑mni

j=1 x
n
ij ⊗ y

n
ij con los xn

ij y los yn
ij, n = 0, 1, 2, ... escogidos de tal

manera que

k0∑

i=1

πhλ

((
x0

ij

))
ελ×

((
y0

ij

))
< gc

λ (w0) +
ε

3

kn∑

i=1

πhλ

((
xn

ij

))
ελ×

((
yn

ij

))
< gc

λ (wn −wn−1) +
ε

3 (2n+1)
(n = 1, 2, ...)
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Entonces se tiene que

z =

k0∑

i=1

m0i∑

j=1

x0
ij ⊗ y

0
ij +

∞∑

n=1

kn∑

i=1

mni∑

j=1

xn
ij ⊗ y

n
ij

o mejor z =
∑∞

s=1

∑rs

t=1 ust ⊗ vst, donde rs, ust y vst, están dados por:

i) Definimos p0 = 1, p1 = k0,..., pn =
∑n−1

q=0 kq para cada natural n

ii) Para s = 1, 2, ..., p1 y t = 1, 2, ...,m0s, hacemos ust⊗vst = x0
st⊗y

0
st

Para s = p1 + 1, ..., p2 y t = 1, ...,m1(s−p1), hacemos ust ⊗ vst =
x1

(s−p1)t ⊗ y
1
(s−p1)t

Para s = p2 + 1, ..., p3 y t = 1, ...,m1(s−p2),

hacemos ust ⊗ vst = x2
(s−p2)t

⊗ y2
(s−p2)t

iii) Continuamos el proceso para cada natural n, teniendo presente que
s = pn + 1, ..., pn+1 , t = 1, ...,mn(s−pn) y ust ⊗ vst = xn

(s−pn)t ⊗
yn
(s−pn)t. Y para simplificar la notación hacemos mn(s−pn) = rs en

cada caso.

Es claro de la construcción que la serie
∑∞

s=1

∑rs

t=1 ust ⊗ vst conver-
gente, que es una representación de z, y además satisface la condición
(3), ya que la serie

∞∑

s=1

πhλ
((ust)

rs

t=1) ελ× ((vst)
rs

t=1)

se puede escribir, para t = 1...rs y j = 1...mni, en la forma

k0∑

s=1

πhλ
((ust)t) ελ× ((vst)t) +

∞∑

n=1

pn+1∑

s=pn+1

πhλ
((ust)t) ελ× ((vst)t)

=

k0∑

i=1

πhλ

((
x0

ij

)
j

)
ελ×

((
y0

ij

)
j

)
+

∞∑

n=1

kn∑

i=1

πhλ

((
xn

ij

)
j

)
ελ×

((
yn

ij

)
j

)

< gc
λ(w0) +

ε

3
+

∞∑

n=1

2ε

3 (2n+1)

≤ gc
λ(w0 − z) + gc

λ(z) +
ε

3
+
ε

3
< gc

λ(z) + ε <∞

Se obtiene así la representación deseada, y al ser ε > 0 arbitrario, se sigue
que

inf

{
∞∑

i=1

πhλ
((xij)) ελ× ((yij))

}
≤ gc

λ (z)

de donde la igualdad (4) se satisface en forma inmediata, lo que concluye
la demostración.
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4 Sobre el dual de E ⊗gc
λ
F

En la teoría de las normas tensoriales, aparecen de manera natural y aso-
ciados a la misma de diferentes maneras, determinados espacios de ope-
radores. Estamos interesados en este epígrafe en el ideal de operadores
asociado por dualidad a la norma tensorial gλ, es decir queremos carac-
terizar, en términos de espacios de operadores el espacio (E ⊗gλ

F )′. Tal
como aparece en el libro de Pietsch “Operator Ideals", [6], la definición
de muchos espacios de operadores viene descrita mediante el compor-
tamiento de los mismos frente a determinados espacios de sucesiones.

Definición 4.1. Una aplicación T ∈ L (E,F ) se dice que es λ-absoluta-
mente sumante si existe un número real C > 0, tal que para toda sucesión
(xi)

∞
i=1 en E, con ελ ((xi)) <∞, se cumple que

πλ ((T (xi))) ≤ Cελ ((xi)) (5)

Dicho con palabras sencillas, un operador es λ−absolutamente suman-
te si transforma sucesiones débilmente λ-sumables en sucesiones fuerte-
mente λ-sumables.

Denotaremos por Pλ (E,F ) al conjunto de operadores λ-absolutamen-
te sumantes de E en F , y para cada T ∈ Pλ (E,F ) definimos

Πλ (T ) := inf {C ≥ 0 : C satisface la condición (5)}

Es fácil verificar que Pλ (E,F ) es un subespacio vectorial de L (E,F )
con norma Πλ(·). Más aún, Pλ (E,F ) es un ideal Banach de operadores,
que denominamos ideal de operadores λ−absolutamente sumantes.

Teorema 4.2. Para E,F espacios de Banach,
(
E ⊗gc

λ
F
)′

= Pλ× (F,E′)
se satisface isométricamente.

Demostración. Para todo T ∈ Pλ× (F,E′), definimos ϕT : E ⊗gc
λ
F → R

por

〈ϕT , z〉 =

n∑

i=1

li∑

j=1

〈xij , T (yij)〉 para todo z =

n∑

i=1

li∑

j=1

xij ⊗ yij ∈ E⊗gc
λ
F

ϕT está bien definida con independencia de la representación elegida para
z y pertenece a (E ⊗gc

λ
F )′ ya que

|〈ϕT , z〉| ≤

n∑

i=1

li∑

j=1

|〈xij , T (yij)〉| ≤

n∑

i=1

li∑

j=1

‖xij‖‖T (yij)‖
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y por la desigualdad de Hölder la última expresión es menor o igual que:

sumn
i=1‖(‖xij‖)‖λ‖(‖T (yij)‖)‖λ× ≤ Πλ×(T )

n∑

i=1

πλ((xij))ελ×((yij))

luego, tomando ínfimos sobre todas las representaciones de z, se sigue
que

|〈ϕT , z〉| ≤ Πλ× (T ) gc
λ (z;E,F )

y por consiguiente ‖ϕT ‖ ≤ Πλ× (T ).
Recíprocamente, dado ϕ ∈ (E ⊗gλ

F )′ definimos Tϕ : F −→ E′ por

〈Tϕ (y) , x〉 = 〈ϕ, x⊗ y〉 para todos y ∈ F, x ∈ E

Veamos que Tϕ ∈ Pλ× (F,E′). Para ello, consideremos una sucesión (yi)
de elementos de F tal que ελ×((yi)) <∞. Como BE es débilmente densa
en BE′′ , dados ε > 0 y (δi) ∈ λ

× con ‖(δi)‖λ× ≤ 1, para cada i ∈ N existe
xi ∈ E tal que ‖xi‖ ≤ 1 y

‖Tϕ(yi)‖ ≤ |〈Tϕ(yi), xi〉|+ εδi = |〈ϕ, xi ⊗ yi〉|+ εδi

por tanto

‖(‖Tϕ (yi) ‖)‖λ× ≤ ‖(|〈ϕ, xi ⊗ yi〉|+ εδi)‖λ×

≤ ‖(〈ϕ, xi ⊗ yi〉)‖λ× + ε

≤ sup
‖(ηi)‖λ≤1

|

∞∑

i=1

ηi〈ϕ, xi ⊗ yi〉|+ ε

Las sucesiones (ηi) en la desigualdad anterior están en hλ y ‖(ηi)‖hλ
≤ 1.

Además, πhλ
((ηixi)) = ‖(‖ηixi‖)‖hλ

≤ ‖(ηi)‖hλ
≤ 1 y como ελ×((yi)) <

∞. Entonces del teorema 3.2 se puede ver que
∑∞

i=1 ηixi ⊗ yi ∈ E⊗̂gc
λ
F .

Luego

‖(‖Tϕ (yi) ‖)‖λ× ≤ sup
‖(ηi)‖hλ

≤1
|〈ϕ,

∞∑

i=1

ηixi ⊗ yi〉|+ ε

≤ sup
‖(ηi)‖hλ

≤1
‖ϕ‖gc

λ(
∞∑

i=1

ηixi ⊗ yi) + ε

≤ sup
‖(ηi)‖hλ

≤1
‖ϕ‖‖(‖ηixi‖)‖hλ

ελ×((yi)) + ε

≤ ‖ϕ‖ελ× ((yi)) + ε

Como ε es arbitrario, se sigue que ‖(‖Tϕ(yi‖)‖λ× ≤ ‖ϕ‖ελ×((yi)) y
Πλ×(Tϕ) ≤ ‖ϕ‖, lo que concluye la demostración.
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Como consecuencia inmediata del teorema, tenemos que ((gc
λ)t)′ es la

norma tensorial asociada al ideal de operadores Pλ× , ya que (E⊗gc
λ
F )′ =

(F ⊗(gc
λ
)t E)′ = (F ⊗((gc

λ
)t)′′ E)′ con lo cual (F ⊗((gc

λ
)t)′′ E)′ = Pλ×(F,E′)

y por tanto ((gc
λ)t)′ ∼ Pλ×
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