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PROBLEMAS Y SOLUCIONES

En esta secciéon se publican problemas propuestos por los lectores de la revista.
Cuando las soluciones sean conocidas se solicita que sean enviadas junto con
los problemas. Las soluciones serédn, en su momento, objeto de publicacion.
Pueden remitir sus problemas a la direcciéon de la Revista por cualquiera de las
vias disponibles o directamente al profesor Yu Takeuchi, editor de la seccion a
la Carrera 30, No. 39-31, Apto. 203, Bogota, Colombia.

Problema 5.98 Vol. VII, No. 1, Mayo (1998). Propuesto por
Yu Takeuchi. Demostrar que:

i) Existen dos valores de a > 0 que satisfacen la igualdad

(a®)® = ala®).

ii) Dado a > 0, existen a lo mas dos valores de b > 0 que satisfacen la
igualdad

ab = p®

Como solucion a la parte ii) de este problema hemos recibido la si-
guiente nota.

Existencia de raices no triviales de la ecuacion
2y —y* =0, z, y € RT

Pedro Ortega Palencia Héctor Cabarcas Urriola

En esta nota se establecen condiciones para la existencia de soluciones
reales positivas no triviales z,y (x # y) de la ecuaciéon z¥ — y* = 0.
Ademés se demuestra la existencia y unicidad de soluciones enteras po-
sitivas para la correspondiente ecuacién diofantica. Adicionalmente se da
un criterio que permite establecer la relaciéon de orden que surge entre las
potencias de dos ntmeros reales positivos que no conmutan bajo expo-
nenciacién. Las herramientas utilizadas son algunos métodos del calculo
elemental y de la teoria de niimeros elemental.
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Soluciones reales positivas. Considérese la ecuacion
Wyt =0, sty (4)
o, en forma equivalente,
1 1
ze—yv =0, z#y ()

La segunda forma sugiere introducir la funcién f : (0,400] — R dada

por f(z) = 2+, Esta funcién es derivable en (0,4+00) y para todo x en
dicho intervalo se tiene

f'(@) = —(1—Inz) (6)
De (6) se deduce lo siguiente:
s\ gl . . .
ii) f' > 0en (0,e), luego f es estrictamente creciente en este intervalo.

iii) f/ < 0 en (e,+00) luego f es estrictamente decreciente en dicho
intervalo.

(6

i) El tnico punto critico de f es z = e.
)

)

Por el criterio de la primera derivada, x = e es un méximo absoluto de
f, es decir, er > a7 para todo x > 0, = # e.
De otro lado ) )

lim 2z =0 y lim z= =1

x—0t T—-+00

Con la informacion anterior se puede bosquejar la grafica de f

Sea a € RT, a # e. Puede ocurrir:
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a) 0 < a < 1. Entonces 0 <as < 1y f alcanza el valor as una sola
vez. Esto es, f(z) = a« solo para x = a.

1 1
b) 1 < a < e. Entonces 1 < aa < eec. Como f es estrictamente

creciente en (1,e), el tnico x en (1,¢e) tal que f(z)=a'"es z =a.
1

De otro lado f(e) = ee, f(Hoo)=1yl1< aw <e
teorema del valor intermedio existe b en (0, +00) tal que f(b) = a v
Por ser f estrictamente decreciente en (e, +00) este b es unico. Es

. Entonces por el

. . L. 1 1
decir, existe un tnico b # a tal que bv = aa.

¢) a > e. Nuevamente f(+o0) =1 < ae < ec = = f(e). Un razona-
miento anélogo prueba que f toma el Valor a7 una tnica vez en
(1,€) y una tnica vez en (e, +00).

Todo lo anterior se puede resumir en:
Proposicion 1. Sia > 1, a # e existe un unico real b # a tal que a® = b®.!

Proposicion 2. i) Si 0 < a < b < e entonces a’ < b%. ii) Sie <a <b
entonces a’® > b?.

Queda una cuestion atn por resolver: si 1 < a < e < b, jcomo es a®

con respecto a b®?

Para responder esta pregunta se procede como sigue.

Se busca el tnico x 1> e tal que as = xz. Ahora si x < b entonces
xz > bb y plor tanto a« > bb de donde a® > b*. Si z > b entonces
bt > 2% = as de donde b® > a®

Sia > 1, a # e, existe un unico b > 1 tal que a as =

Obsérvese que 0 < % <1ly0< % < 1, luego

o=

@ #b.

entonces

|H
|H

)

S

b

a

1 1 -
(1)a = (3)v. Esto se resume en la siguiente proposicion.

NERSICS

Proposicion 3. Si0 <z <1, x # % existe un tnico y, 0 < y < 1 tal que
=yl xFy.

Soluciones enteras positivas Si se restringen los valores de z e y al
conjunto Z™ de los enteros positivos se obtiene la ecuacién diofantica

m'—n" =0 (7)

Si m, n son tales que 0 < m < n < e por la proposicion(1) m™ < n™. De
otro lado, si e < m < n entonces m™ > n™. Luego si (7) tiene soluciéon

!Problema propuesto por Yu Takeuchi en la revista Matematica: Ensefianza Uni-
versitaria, Vol. VII No. 1, Mayo de 1998.
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debe tenerse o < m < e < n. Pero esto implica que m =16 m =2. Un
célculo sencillo prueba que m # 1, de donde m = 2. Sustituyendo en (7)
resulta
n?=2" n>2 (8)

Lo que implica que el tnico factor primo de n es 2, y n = 2* con k > 1.
Luego (2¥)? = 22" 1o cual conduce a 2% = 2k, k > 1. Pero 2F > 2k para
k>2ydeestol <k <3, esdecir k=2y por tanto, n = 4.

Hasta ahora se ha encontrado una pareja solucién en ZT, m = 2 y
n = 4. La unicidad de m estd implicita en el argumento anterior y la
unicidad de n se sigue de la unicidad de k.
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