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Abstract
The automorphism groups of compact Riemann surfaces of genus 2 and 3 have been studied
extensively. Here a realization for each automorphism group is shown, a Riemann surface
via compact algebraic curves is represented and generators for each automorphism group are
explicitly exhibited.
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Resumen
Los grupos de automorfismos de superficies de Riemann compactas de géneros 2 y 3 han sido
estudiados ampliamente. Aqui se da una realizacién para cada grupo de automorfismos, se repre-
senta una superficie de Riemann compacta via curvas algebraicas y se muestran explicitamente
los generadores de cada grupo de automorfismos.

Palabras y frases claves: Superficies de Riemann, automorfismos.

1 Introduccién

Se dice que un grupo finito G acttia en género g si G es isomorfo a un grupo
de automorfismos de alguna superficie de Riemann compacta W de género g.
Estudios sobre clases especiales de grupos que actuan en superficies de Riemann
compactas han sido realizados por varios autores y se conocen interesantes resul-
tados, por ejemplo para grupos simples, grupos ciclicos, supersolubles, nilpotentes
y abelianos, ver detalles (entre otros) en [4], [5], [6], 8], [13] y [17].

Sea W una superficie de Riemann compacta de género g y sea G
un subgrupo no-trivial del grupo de automorfismos de W,  Aut(W). Para
cada valor fijo de g, existe solamente un nimero finito de grupos G los
cuales actuan en W, debido a estudios realizados sobre grupos finitos y a un
conocido resultado de Hurwitz [9] que establece que el orden de G es limitado
superiormente por 84(g — 1), véase también [1]. Para valores pequefios de g,
se conoce la lista completa de todos los grupos de automorfismos de superficies
de Riemann compactas, detalles de ésta pueden ser vistos en [3], [12], [14], [15],
[16] y [19]. Un importante trabajo de Thomas Breuer |2|, publicado en el ano
2000, presenta una clasificacién de todos los grupos que actuan en superficies de
Riemann compactas de género g, con 2 < g < 48.

Para g > 2, sea N(g) el orden del mayor grupo de automorfismos de
W. Existen varios trabajos sobre el problema de hallar grupos G tales que su
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orden |G| = N(g) = 84(g — 1), (grupos de Hurwitz). No existen superficies de
géneros 2,4,5 y 6 con tal propiedad. En [10], Klein muestra que existe una tinica
superficie de género 3 sobre la cual actua G = PSL(2,7), el grupo proyectivo
lineal sobre el cuerpo de 7 elementos (nétese que |PSL(2,7)| = 168 = 84(3 —1)).

Si N(g) < 84(g — 1), entonces la determinacion de N(g) concierne a dos
problemas: el Problema de existencia: Mostrar que existe una superficie de Rie-
mann de género g admitiendo un grupo de automorfismos de orden N(g) y el
Problema de eliminacion: Mostrar que tal superficie no admite mas automorfis-
mos.

La estructura algebraica de un grupo G dado juega un papel importante en
la determinacién del género de una superficie de Riemann admitiendo G. Asi,
el problema de hallar superficies admitiendo grupos de automorfismos de orden
maximal puede ser visto como un problema grupo-teérico.

En este articulo, se representa una superficie de Riemann compacta, via curvas
algebraicas. Para esto, se parte de una superficie de Riemann contenida en CIP?,
definida por una curva algebraica irreducible y ella misma o su normalizacién es
una superficie de Riemann compacta, para la cual se presentan explicitamente
los generadores del grupo de automorfismos. Para la obtencion de los resultados
incluidos en este trabajo se usaron algunos recursos computacionales: En el sis-
tema algebraico computacional GAP (Grupos, Algoritmos y Programacion), que
hace énfasis en teoria de grupos, se implementaron rutinas para hallar el género
de una superficie cociente intermedia y para encontrar la firma con la que actua
un grupo, dado el género de la superficie y el orden del grupo. Ademaés se utilizo
el programa matematico Maple, el cual contiene un paquete de curvas algebraicas
que permite determinar el género de una curva algebraica. En este programa se
implement6 una rutina para realizar los calculos requeridos con los automorfismos
encontrados.

2 Preliminares

Definicion 2.1. Un grupo G actua en género g si G es mddulo isomorfismos un
grupo de automorfismos de alguna superficie de Riemann compacta W de género g.
Se dice que G actua como grupo completo en género g si G es el grupo (completo)
de automorfismos de alguna superficie de Riemann compacta VW de género g.

Supéngase que G actua en género g y sea YW una superficie de Riemann com-
pacta de género g, para la cual G C Aut(W). Se escribe G =T'/A donde I' 'y A
son grupos Fuchsianos y A es subgrupo normal de I', con signatura (g; —). Si I’
tiene signatura (7y;my, ma,...,m,), se dice que G actua en género g con signatura
(v;mi,ma,...,my) y si G = Aut(W), se dice que G actua, como grupo completo
de automorfismos en género g con signatura (v; mi, ma, ..., m,). Se puede dar que
G actu6 con diferentes signaturas en género g.

Notese que en el caso de la signatura, (vy; mq,ma,...,m,), la superficie co-
ciente, tiene estructura de superficie de Riemann compacta de género v y W —
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Weg es un cubrimiento ramificado, que puede ser caracterizado por la signatura
o firma (v; my,ma,...,m,). Los enteros mi, mo, ..., m, involucrados satisfacen la
férmula de Riemann-Hurwitz:

.
1

2—-2=|G| 27—2+Z<1—m>
i=1 ’

de la cual se obtiene la cota de Hurwitz:
| G |<84(g —1).
Definicién 2.2. Un 2y + r arreglo:

(al, ag, ...,av, bl, bg, veey b,y, C1,C2, ...,CT>
de elementos de G se dice un (7v; mi, ma, ...,m;)-vector generador si satisface:
e G= <a1, a2, ..., Gy, bl, bg, ceey bW’ C1,C2, ..., Cr>

e orden (¢;) =m; y

Y T
[ ] H[al,bl] H Cj =1.
7=1

=1

Teorema 2.3 (Teorema de Riemann de existencia). Un grupo finito G actua
en la superficie W, de género g, con firma (y; my,ma,...,my) iy solo si:

e La ecuacion de Riemann-Hurwitz se satisface, y

e G tiene un (y; my, ma, ..., m;)-vector generador.

3 Acciones de grupos en superficies de Riemann compactas

En esta seccién se incluird la clasificacién completa de la acciéon de grupos finitos,
modulo equivalencia topolédgica, en superficies de Riemann compactas de género
2 y 3. Dicha clasificacién requiere algunos resultados que se presentan a continua-
cion.

Acciones equivalentes

El teorema 2.3 garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de una superficie
de Riemann compacta con accién de un grupo finito G, sin embargo se requiere
saber cuando estas acciones son equivalentes. En este sentido se presenta la defini-
cion de acciones equivalentes:
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Definicion 3.1. Acciones Equivalentes Sea W wuna superficie orientable
de género g, Hom™ (W) su grupo de homeomorfismos preservando orientacion
y G un grupo finito. Se dice que G actua (efectivamente) en W si existe un
monomorfismo € : G — Hom™(W).

Sie': G — Hom™ (W) es otra accion, entonces se dice que ,¢' son (topoldgi-
camente) equivalentes si existe un w € Aut(G) y un h € Hom™ (W) tal que:

€'(g9) = he(w(g))h ™" (1)

Toda accién de G en W puede ser construida por medio de un par de grupos
Fuchsianos K <1 G* C PSL(2,R) actuando discontinuamente en el semiplano su-
perior complejo H (el cubrimiento universal de W, g(W) > 2) y un epimorfismo
n : G* — G con nucleo K. El grupo K es libre de torsion e isomorfo a 71 (W).
La funcién 7 se construye a partir de € y un homeomorfismo de H/K — W. Se
sabe que G* tiene la presentacion:

v r
G = <ai,ﬁi,pj 1<i<y 1< <n [l B o= ot = = o = 1>
i=1 j=1
identificando los «;, 3, ; con sus imagenes en G*, se sabe que:
|pjl = m;. (3)
Si definimos los elementos:
a; = (), by =n(Bi),1 <i <vy,c5=mn(p;), 1 <j<r.

Estos elementos generan G,

Y T
H[ai,bi] HC] =1
i=1 j=1
Yy
lcj| = my,

dado que Ker(n) es libre de torsion y se satisfacen las formulas 2 y 3.

La relacién de equivalencia de acciones induce una relacién de equivalencia
entre vectores generadores.

Sean ¢, €/, w, h, como en (1), n,n" : G* — G las funciones descritas anterior-
mente. La funcién h se levanta a un automorfismo preservando orientacion h*
de H tal que h*G(h*)~!, produciendo un automorfismo ¢ : G* — G* definido
por:

¢(g) = h*g(h*)~". (4)
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Asi, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

G ——

¢J J

G —— G

de donde resulta:
n=wonog¢ ! (5)

Sea B el subgrupo de Aut(G*) inducido por los homeomorfismos que preservan
orientaciéon como en la formula 4. El grupo Aut(G) x B actua en el conjunto:

{n: G* — G, n sobreyectiva , Ker(n) libre de torsion}

por la formula 5 y entonces actua en el vector generador de G, (y;mq, ma,...,m;).
De donde se obtiene:

Teorema 3.2. Dos vectores generadores del grupo finito G definen la misma
clase de equivalencia de G-acciones si y solo si el vector generador pertenece a la
misma clase Aut(G) x B.

Algunos resultados importantes para la clasificacién de acciones de grupos en
superficies de Riemann son citados a continuacién:

Teorema 3.3. Sea p un nidmero primo, p > 3. El nimero de superficies de
Riemann compactas, no equivalentes topoldgicamente con accion de Z,, primo
con cociente de signatura (0;p,p,p) es:

Pt5 st p=1(3)
6
0
1
p—g st p=—1(3)

Este resultado dice que para p > 7, hay al menos dos superficie de Riemann
compactas (no equivalentes) con accién de Z, y firma (0;p, p, p). Estas superficies
se denominan Superficies de Lefschetz.

Los resultados precedentes son usados para determinar los grupos que actuan
en superficies de Riemann compactas de géneros 2 y 3. Por ejemplo:

1. En género dos. Sea G, tal que |G| = 6. Usando la ecuacion de Riemann-
Hurwitz se consiguen, para la firma, las posibilidades listadas en la tabla.
En este caso se da también el grupo correspondiente.
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Firma Grupo
(0;3,6,6) Zg
(0;2,2,2,6) no
(0;2,2,3,3) S3,Z6

En el primer caso, la firma (0;3,6,6), es realizada por la accién del grupo
Zg = < x >, y se tienen dos posibilidades para elegir el vector generador:
(x4, 2,2) y (22,271, 271). Y dado que el grupo de automorfismos de Zg, es
isomorfo a Zs, y sus elementos son de la forma ®;(x) = ¢, i = 1,5, es claro
que:

2

P — _
(IE4,IE,I‘) : (CL‘ y L lax l)a

de tal forma que las acciones son equivalentes.
La segunda firma es imposible de ser realizada por un grupo de orden seis.

En el tercer caso, se tiene la firma (0;2,2,3,3), que es realizada por la accion
de los dos grupos de orden 6, Zg = < x > y S3. En efecto: Sea G = Zg =
< x > se tiene el vector generador (z3, 23, 22, %), que es la tinica posibilidad

para elegir el vector generador.

Sea G = S3 =< z,y : 2> = y?> = 1,zyxy = 1 >. se tienen las siguientes
posibilidades para vectores generadores:

a b c d

xy, Y x, x
Y, x2y x, x
Y, xy, m’l, x!
y, a2y, a7, a!
Y, Y, x, x!
Ty, xy, x, x~ !

xzy, $2y, x, x!

sin embargo, se pueden reducir algunas de dichas posibilidades puesto que
son equivalentes, esto es, existe un automorfismo de Sg, que lleva un vector
en otro. En particular se usaran automorfismos internos, que serdn denota-
dos por @, g € S3, a saber: ®,(z) = grg~', para todo = € S3. Asi:

— 2, (y, 2%y, 2, 7)

[
(ry,y, 7, T) —I%>(y,a:y,:c_1,:1:_1)
[
—y> (y,z:Qy,x_l,x_l)
o
-1 —12> (a:y,:vy,m,x_l)
(Y, y,x,277)

(3] _
— (2%y, 2%y, z,27")
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Finalmente, se tienen dos posibilidades, (xy,y,z,2) y (y,y, 2,2~ ') y puede
ser probado que son equivalentes.

2. En género 3

(a) Sea G =Z7, |G| =7. Por la formula de Riemann-Hurwitz, se obtiene
la firma (0;7,7,7) y si se considera G = < z > se tienen (6 5 = 30)
posibilidades para elegir el vector generador, aunque en varios casos se
obtienen vectores equivalentes, para simplificar, considérese el grupo de
automorfismos de Zz, Aut(Zr) ~ Zg, cuyos elementos son ®;(x) = x7,
para i =1,2,3,4,5,6, asi, si se eligen como vectores generadores:

—2 (22,22, 2%)

—2 (23,23, )

(z,x,2°) N (x#, 24, 20)
_ %, (25,25, )

_ %, (28,25, 22)

(2, 2%, 2%) {&) (23, 25, 2%)

Moédulo automorfismos se tienen dos vectores generadores (x,z, 2°) y
(z, 2%, 21), los cuales corresponden a dos superficies que no son topologi-
camente equivalentes, segtin el teorema 3.3.

(b) Sea G, tal que |G| = 24. Analizando las soluciones de la formula de
Riemann-Hurwitz y usando la estructura de los grupos de orden 24
se obtiene la siguiente tabla:

Firma Grupo
(0;3,4,4) Sy
(0;3,3,6) | SL(2,3)
(0;2,4,12) D19
(0;2,2,2,3) Sy

para la firma (0;3,4,4). Recuérdese que en este caso, se estd pensando
en un vector generador (a,b,c), tal que |a | =3, |b| =4, |c| =4,
labc | = 1. Particularmente el grupo G = (a,b,c) no tiene subgrupo
de Sylow S normal para el primo p = 2, puesto que si S <1 G, se tiene
que b, c€ S,y |G| =8. No tiene un subgrupo de Sylow normal para
el primo p = 3, pues de lo contrario se toma P = (a) y se tiene que
G = (a) x (b), asi |G| = 12. De tal forma que G no tiene subgrupos
de Sylow normales, luego es isomorfo a Sy.

De acuerdo al articulo 3] de S. M. Broughton la lista completa de todos los grupos
que actuan en superficies de Riemann de géneros 2 y 3 estan consignados en las
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Tabla 1: Accion de Grupos Finitos en Superficies de género 2.

Grupo | G| Firma Presentacién Vector Generador
Zo 2 (2b) (z : z? = 1) (z,z,x,z,x,x)
Z3 2 (1;2%) (@:2” =1) 1, 1,z,2)
L3 3 3% (z: a3 =1) (z,z,z L,z 1)
Za 4 (22,41) (z:z4:1) (a:z,a;z,z,zfl)

Zo X Ly 4 (2°) (w,y:a® =y> =[w,y]=1) (z,z,z,y, vy)
Zs 5 (5,5,5) (z:2° = 1) (z, x,2°)

Zg 6 (3,6,6) (z: 2 =1) (a2, @)
Ze 6 (22,31) (z: xb = 1) (zs,zd,zz,z‘l)
Ds 6 (2%,3%) (y: 2=y =1,ayzs "=y 1) (z,z,y,y" 1)
Zg 8 (2,8,8) (z:2° = 1) (14,93‘5,::)
Qs 8 (4,4,4) (w,y:at =yt =127 =y aya "=y 1) (=, y, zy)
Dy 8 2%,4) (y: 2=yt =l,ayz T =y 1) (=, vy, y°, y)
Z10 10 (2,5,10) (z:20 =1) («®, 2%, x)

Zy X Zg 12 (2,6,6) (@ y:2> =y =[o,y] = 1) (@, ey, y 1)

Da3z. 12 (3,4,4) (wy:at =y’ =lays "=y~ 1) (v, (zy) ", @)
D¢ 12 (2%,3) (wy:a® =y =laya~ T =y~ 1) (@, 2y, ¥, y°)

Dag3 16 (2,4,8) (@y:ia® =y® =1ayas T = y%) (@, (y2)~ ", 9)

Zy X (Zz X Ly X L3) 24 (2,4,6) (@,y,z,w:ia” =y =27 =w® =
[y, 2] = [y, w] = [z, w] =1, (@, (zwz) "1, 2w)
TYT :y,a:zac71 :zy,acwac71 :wil)

SLo(3) 24 (3,3,4) . Lot =( % 1 (e, (y2)~ 1, v)

2 )3, wwre={ o 7 Jhy=1 4 y (v Y
1 1 0 -1 _
GL(3) s | ese | (ewie=(g 4 )w=("% 1)) (@.v. (29)" )

tablas 1 y 2. Notese que en la tabla 1 la presentacion de los grupos SL(2,3) y
GL(2,3) estan dadas modulo 3 y en la tabla 2 las presentaciones de los grupos
PSL(2,7) y SL(2,3) estan dadas mo6dulo 7 y modulo 3, respectivamente. Por
conveniencia en la notacién cuando el género de la superficie cociente es cero, se
escribird la firma: (mq, ma, ..., m,) en lugar de (0; my1, ma, ..., m;) y también firmas
tales como (2, 2,2, 3, 3) se abreviaran escribiendo (23, 3%). La préoxima seccion seré
dedicada a la realizacién de los grupos que aparecen en dichas tablas.

4 Realizacion de acciones de grupos finitos en superficies de género

pequeno

Esta seccién empezara con la presentacién de un par de ejemplos detallados de la
realizacion de la accién de grupo en una superficie de Riemann compacta.

4.1 Ejemplos

1. Sea W la normalizacién de

W ={[z,y,2] € CP?: y?2% — 2(2* — 2®)(z — az)(z — a"12) = 0},

entonces para cada a € C, a ¢ {0, 1, —1}, W

es una superficie de

Riemann compacta de género 2, esto muestra un ejemplo de una familia
de superficies de Riemann compactas con accién del grupo diedral Dy.

Para hallar los automorfismos de la superficie, se considera el automorfismo
¢ definido por:

¢([‘T7y7 Z]) = [$, —y,Z]
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Tabla 2: Accién de Grupos Finitos en Superficies de génera 3.
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Grupo (G Firma Presentacion Vector Generador
Zo 2 (2%) (x:2° =1) (¢, z,z, ¢, @, 2,T,T)
Zo 2 (1;2%) (z:2” =1) (1,1, z,z,z,x)
7 2 (2, ) (z:z° =1) (x,1,1,1)
73 3 (3%) (z:2° =1) (z,z, @, z,z 1)
73 3 (1;3%) (z:2° =1) (1,1, @,z 1)
Zy 4 (4% (z:2?=1) (z,z,z, )
Z4 4 (2°,4%) (x:at =1) (z=%, 2%, 2%, @, x)
Zy 4 (1;2%) (z:2?=1) (z,1,2%, %)
73 X Zo 4 (25) (w,y:a” =y> =[w,y] = 1) (z, @, y,y, 2y, xy)
Zy X Lo 4 (1;27) (z,y:2” =y” =[z,y]=1) (y,1,x,x)
Ze 6 (2 ,62) (z 2% = 1) (z“,z‘j,z,zfl)
Zg 6 (2,3%,6) (z:2% =1) (2%, 2%, 2% z)
S3 6 (27,3) (z,y:22 =y> =1l,zyz ' =y 1) (z,z,z,xy 1, y)
S3 6 (1;3) (wy:a® =y’ =Layz "=y ) (z, 2y, y)
Z7 7 (7,7,7) (z:a’ =1) (z,z,2°)
Z7 7 (7,7,7) (x:a’ =1) (z,z2, z7)
Zg 8 (4,8,8) (z:a® =1) (2%, z, )
Zg 8 (4,8,8) (x:2° =1) (zz,z,zs)
Zy X Z4 8 (2%,4%) (w,y:a® =yt =[e,y] = 1) (w,z,y" " y)
Zo X Lo X Lo 8 (2°) (z:a” =1) x(y:y  =1) X (z:2° =1) (z,y,2,yz)
Dy 8 (2%,4%) (wy:a” =yT=Laya" T =y T) (w2, y~ " y)
Dy 8 (2% (w,y:a”=yT=Laya "=y 1) (x, @, wy, 2y, y?)
Dy 8 (152) (w,y:a” =y =layz T =y ) (z,zy, y°)
Qs 8 (1;2) (@ y:a’=yT=12" =y ayz T =y 1) (z,y, %)
Zg 9 (3,9,9) (z:2%=1) (3, 2%, x)
Z1o 12 (2,12,12) (z, 272 =1) (%, 2%, )
Z12 12 (3,4,12) (z, 212 =1) (=%, 27, x)
Dy3.1 12 (4,4,6) (z,y:2T =y> =1, zyz | =y 1) (z,zy 1, 2°%y)
De 12 (27,6) (r,y:a”=y® =laya =y~ T) (z,ay®, y%, y)
Ay 12 (22,3%) (z,y:2z=(1,2)(3,4),y = (1,2,3)) (z,z,y,y_ 1)
Z14 14 (2,7,14) (z:z =1) (7,25, x)
Zy X Lg 16 (2,8,8) (z,y:2” =y° =[z,y] =1) (z,zy~ 1, y)
Ly X Ly 16 (4,4,4) (wy:at=yT=[o,y] =1) (z,y, (zy) "D
D255 16 (2,8.8) (w,y:2”=y® =1 ayz” T =4%) (@, 2y~ y)
Dia.—1 16 (4,4.4) (wy:a® =y =l aoyz T =y~ ") (@, (y) "' v)
Zy X Dy 16 (2%,4) (z:22=1) X (y,z:y° =20 =1,yzy L +z 1) (z,y,yxz_ 1, 2)
Zo % (Zo X Zg) 16 (2“,4) (z,y, 2 22 =y =21 = [y,2] =1,[z,2] =1, (z,:czy,y,zil),
zyz ! = yz?) (z, xyz, 22, 2%, zy)
D3.7.2 21 (3.3,7) (e, y:a’ =y =1layz ' =y7) (z, (=)~ " y)
D225 24 (2,4,12) (w,y:a’ =y =T aya” ' =y° (@, (yo) "' v)
7o X Ay 24 (2,6,6) (:22=1) x(z,y:z=(1,2)(3,4),y = (1,2,3)) (y, zz, x(yz) 1)
SLa(3) 24 (3,3,6) <x,y:w:( o ),y: S )> (2,9, (@y)~ 1)
Sy 24 (3,4,4) (z,y:x=(1,2,3,4),y = (1,4,3,2)) ((zy)~ 1, z,y)
S 24 (2%,3) (Ty,z:a=(1,2),y=(2,3),z = (3,4) (z, 9, y©zy, yz)
Zo x (Zg X Zg) 32 (2,4,8) (zyy,z:22 =y> =25 = [y,2]| =1, [z, 9] = 1, (z, 2,2 1)
zzz ! = yz3)
Zy x D3 g5 32 (2,4,8) (x,y,z: a2 =y2 = 20yzy | = 2°, (z,x2,2" 1)
syl =yt =zl = y23>
Zy X Sa 48 (2,4,6) (:a2=1) x (y,z:y=(1,2),z = (2,3,4)) (zy, (z9) "1, x2)
Zg % (Za X Zg) 48 (3,3,4) (z,y,z: 2> =yt =27 = [y,2] = L,ayz | = z, (z, (zy)~ T, y)
zza” ! = (yz)fl)
S3 X (Zg X Zyg) 96 (2,3,8) (z,y,z,w:zd:y4:z4:w4:1,[y,z]:1zy;v71:y71, (xy~ T, yw, w2z~ 1)
zze” !t = w,zwz ! =z, yzyT = w,ywy T = Gw) ™Y
PSLo(7) 168 (2,3,7) <x,y rx = ( _01 é ) Yy = ( _11 (1) )> (z,y,(zy)fl)

el cual, en el caso de las superficies hiperelipticas es un elemento del centro
del grupo de automorfismos, ver |7, pag. 102], asi N = (¢) < Aut(W) y se
considera la accion de N en W, la cual produce una superficie cociente
Wy isomorfa a C con algunos puntos distinguidos, a saber —1, 1, a, %, 0, oo,
tales que cualquier automorfismo de C lleva al conjunto de estos puntos sobre
si mismo, esto permite encontrar el grupo de automorfismos de la superficie
cociente, el cual es, en este caso, isomorfo a Zo X Zo, explicitamente:

1 —
Aut(Wy) = (Ti(2) = = To(w) = —=
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Esto establece a Dy como grupo de automorfismos de V. De hecho,

Aut(W) = (¢1, 02 : ] = ¢5 = 1, o162 = ¢1 '),
donde:

o1(z,y,2) = (zx2,iy22,x3),
da2(z,y,2) = (& — az)(ax — 2)2, (1-— a2)3/2yz2, (ax — 2)3).

Ahora, para a = 2, se tiene que la normalizacién de W = {[z,y, 2] € CP?:
Y223 —x(:r:2 —22)(z—2z)(z— 32) = 0} es la superficie de Riemann compacta
W y nuevamente se considera la superficie cociente Wy isomorfa a C

con los puntos distinguidos: —1, 1, 2, % 0, oo, de esta forma el grupo de
automorfismos de la superficie cociente es isomorfo a Dg, explicitamente:

T+ 1

Ta(2) = 5—

Aut(WN) = <T1 (JJ) = . T1 T2 =1 T1T2T1 T2 >

Entonces el grupo de automorfismos de la superficie tiene 24 elementos,
mas atn:

AUt(W) ~ (ZQ X ZQ X ZB) X ZQ - <¢1’¢27¢37¢4>7

donde:
b1(z,y, 2) = (—(=22 + x)(x + 2)%, —=3V3y2%, (z + 2)3),
P22, y,2) = (v, =y, 2),
p3(z,y,2) = (22 — )($—2@3HFW (22 — 2)%),
$a(w,y,2) = ((x — 2)°2,—y2%, —(x — 2)°).

Asi, se tiene la firma (0;2,4,6), tomando el vector (¢1, @5, ¢s), donde:

¢5(l’, Y, Z) = (Z$2a iyz2a $3)
b6(x,y, 2) = (22 — ) (x + 2), 3V3iyz?, (22 — x)?).

Finalmente, si a = i, se tiene que la normalizacion de W = {[z,v, 2] € CP?:
y?23 — x(2x* — 2*) = 0} es la superficie de Riemann compacta W y nueva-
mente se considera la superficie cociente Wy isomorfa a C con los puntos
especiales: —1, 1, 4, —i, 0, 0o, de esta forma el grupo de automorfismos de
la superficie cociente es isomorfo a Sy, explicitamente:

i(iz i+ x—1)

To(z) =
ix+i—z+1 "’ 5(2)

B - B iix+i—xz—1)
Aut( Wy ) = <T1<x> = iz, Ty(x) = :c—f——x-i-1>

Entonces el grupo de automorfismos de la superficie tiene 48 elementos,
mas ain:

Aut( W) ~ GL(2,3) = (¢1, ¢2, ¢3),
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tomando:

¢1(1‘,y,2) = (ix7§gy,z)7
b2(x,y, 2) = (i(iz + iz + x — 2)(ix + iz — x + 2)?, 8iy2?, (iz + iz — x + 2)?),
G3(z,y,2) = (i(—x + iz +ix — 2)(x — iz +ix — 2)°, (=4 + 4)V2y2?, —(x — iz + iz — 2)?),

donde &g denota la raiz octava primitiva de la unidad. Estos automorfismos
realizan la firma (2,3,8), tomando (¢3, ¢2, ¢1).

. En |20, pag. 63], Vermeulen lista los posibles grupos de automorfismos de
curvas planas suaves. Los tres grupos de mayor orden ocurren para exac-
tamente una curva, médulo isomorfismos. Estas 3 curvas son, la curva de
Klein, 232 + y23 + y2z = 0, con 168 automorfismos, la curva de Fermat,
rt+yt+2% =0, con 96 automorfismos y la curva 2 +yi+2v/—322y2 +21 =
0, con 48 automorfismos.

Sea W = {[z,y,2] € CP?: y®z + 2* = 2%}, W es una superficie de Rie-

mann compacta de género 3 y las curvas i + yi +2v/-3z2y2 + 2zl =0y

y32 + 2% = 2% son isomorfas via:
. 0 0 1 .
—14+/3 —1-+/3 v
y | = Vo-6v3  V9+6v3 Yo
z 1 1 z
()

Vo-6v3  V9+6v3

Asi; Aut(W) tiene 48 elementos y es isomorfo a SL(2,3) x Za = (a,b,c)

(d), donde:
J— 2 —
(e g )-(10)
_ (1 & _ (& it
c<0 &? >’d(i53 —i532>

cuyos 6rdenes son, respectivamente 4, 4, 3, 2, De este modo se tiene,
led| = 12, G = (¢, d) y el vector (d,c?, cd) es un (0; 2,3,12) vector generador.

Sea G = SL(2,3) x Zs. Entonces G tiene 3 clases de conjugacion de ele-
mentos de orden 4, las cuales tienen 6, 1, 1 elementos respectivamente. El
centro de este grupo Z(G) es isomorfo a Z4 y todo subgrupo ciclico de orden
4 es normal, sera uno de estos subgrupos el que se use para construir los

automorfismos.
Observe que ® : W — W, definido por ®([z,y,z]) = [—iz,y, 2] es una
automorfismo de orden 4 de W, luego N = (®) < G. Considérese la

V3 =1 4 V3
22 T

superficie cociente Wy = C con los puntos especiales: % +1 5
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1 /3

y 5 — %, asi bajo esta condicion, se tiene Aut(Wy) = Ay, con firma
(0;3,4,4). Exactamente:

Aut( Wy ) = (Th, Tz, T = T5T5TY),
donde:

)

1 8, i
<_1 ?) y, Taly) = (§+ 23)yy—u(lJr ﬁ>
(H;%\/g)y—l—l-i\/g

v~ (555)

Ahora, dado que G/N = Ay, se puede establecer el grupo de automorfismos
de W. Es asf como se obtiene que:

Aut(W) = (b1, 2, ¢3 : 67, 03, 632 b1¢203),

T5(y) =

donde:
o1([z,y, 2]) = [iV3z, —iy + 2iz,i(y + 2)],
¢2([xay7 Z]) [_3337_732/ - Zy;/g — 2iZ\/§, 222\/5],

b3([z,y, 2]) = [iV3x, —iy + 2iz,i(y + 2)].

4.2 Realizaciones en género 2

Las superficies de género 2 son hiperelipticas y pueden ser realizadas como un
cubrimiento doble de la esfera de Riemann con los puntos de Weierstrass sefialados
como seis valores de ramificacién, imagenes de puntos de ramificacién de orden 2.

El conjunto W de puntos de Weierstrass en una superficie de Riemann com-
pacta W de género g > 2 estd formado por todos los puntos p € W tales que
W admite una funcién meromorfa con un tnico polo de orden menor que g + 1
en p. Por un resultado clasico de Hurwitz de |7, pag. 242| una superficie cerrada
de género g > 2 tiene por lo menos 2g + 2 puntos de Weierstrass, donde el menor
valor para la cota es alcanzada si v sélo si W es hipereliptica. En este caso el
cuerpo de funciones meromorfas de W es generado por dos funciones y y x que
satisfacen ecuacion algebraica:

y* = (z —er)(x — e2)(w — e3)-..(x — eag42)

La funcién hipereliptica, inducida por la variable x determina la superficie W
como un cubrimiento doble de la esfera de Riemann C, los distintos valores de
ramificacion eq, e, ..., e2g11 de x son las imagenes de los puntos de Weierstrass de

W.
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Grupo reducido de automorfismos

Por el teorema de Hurwitz, el grupo Aut(W) de una superficie de Riemann com-
pacta W de género g > 2 es finito. Para una superficie hipereliptica, un lema de
Hurwitz, ver |7, pag. 102], o también [9], establece que si ¢ € Aut(W) tiene més
de 4 puntos fijos, entonces ¢ es la involucion hipereliptica P o la identidad. Aho-
ra, si ¢ € Aut(W) es cualquier automorfismo de la superficie hipereliptica W,
entonces ¢o Po¢~! tiene al menos 2g+2 > 6 puntos fijos, luego po Pogp~! = P.
Asi, P conmuta con ¢, de modo que cualquier automorfismo ¢ € Aut(W) se
proyecta en una transformacién de Mébius b¢ - C — C de la esfera de Riemann
C~ W <p>. Cada automorfismo reducido ¢¢ lleva el conjunto W de puntos de
Weierstrass sobre si mismo, luego el grupo reducido de automorfismos Aut(W<p>)’,
puede ser pensado como el grupo de simetrias de la esfera de Riemann con puntos
distinguidos, los puntos de Weierstrass.

Como se sabe, toda superficie de Riemann compacta de género 2 es hiperelip-
tica, entonces las consideraciones antes expuestas conducen, en este caso, a una
determinacién completa de los grupos de automorfismos. Obsérvese que si un
grupo de rotacion de Wipy no preserva ningun eje de rotacion, una orbita de
largo 6 consiste en los vértices de un octaedro regular. Asi, ademas de grupos
ciclicos y grupos diedrales, la tnica opcién restante para el grupo reducido de
automorfismos Aut(Wpy) es el grupo simétrico Sy.

Para comenzar, se clasificaran los grupos ciclicos maximales <q§@) del grupo
reducido de automorfismos Aut(Wpy). Dado que ¢g lleva el conjunto de puntos
de Weierstrass sobre si mismo, el orden de <¢@> es la longitud de un ciclo de Sg,
esto es 2, 3, 4, 5 0 6, luego los posibles grupos ciclicos maximales son isomorfos a
Zyn,con n = 2,3,4,5,6.

A continuacién, en la tabla 3 se da una ecuacion algebraica representando a
una superficie hipereliptica W. Esta superficie de Riemann compacta de género
2 es la normalizacion de W, donde W = {[z,y,2] € CP? : F(z,y,2) = 0},
para F' funcién homogénea correspondiente a cada ecuaciéon de la lista. En cada
caso, el automorfismo ¢ inducido por ¢g es de orden maximal, entonces se puede
encontrar en la forma:

(CL‘, y) = (¢@(x)7y,)

Tabla 3: Curvas de género 2

Caso Ecuacién ¢: (z,y) = (pa(z),y)
1| P =a@-Da-a@-b) (s - X=2) | @y~ (—“;”:? : 7““;;‘_“,3;3@')
2 Y =z’ - (z—a)(z—al) (xy) = (2, %)
3 Y= (@’ —a)(@® —a"T) (z,y) = (&2, —y)
4 y> =a® —1 (z,y) — (&2, —y)
5 y?=a% -1 (z,y) — (&6, y)
6 y? =a(@® — 1) (2,9) = (iz,&y)
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Por simplicidad, las ecuaciones son normalizadas, esto es, los puntos fijos ¢g()
son 0 e infinito (00) y las raices se ubican simétricamente con respecto al ecuador
en la esfera de Riemann. Esto es posible excepto en el caso 1. Para el caso 1, se
supone que a ¢ {0,1} y b ¢ {0,1} y para los casos 2y 3, a ¢ {0, 1, —1}.

En la tabla 4 se describen los grupos maximales que actuan en las curvas
correspondientes en cada caso. Notese que en el caso 6 la presentacion del grupo
estd dada médulo 3.

Considérese el caso particular de la superficie definida por la curva y? = 261,
cuyo grupo de automorfismos es: (Zg X Zg X Z3) X Zs, donde :

(U)o ) (80

cuyos 6rdenes son respectivamente 2, 2, 3. Asi se tiene, |bc| = 6, | abc| = 4, luego
el vector (a,abe,be) es un (0;2,4,6)-vector generador. Por otra parte, se puede
considerar la accion de Zs = (a) y la férmula:

01
10

9OWi) =G < Hl(g: We ) — 1) +1+ 3 (16 H| ~ [H\C/C)

=1

que relaciona el género de Wg v Wy, donde H < G, para obtener el género
de la superficie cociente W,. Asi, tomando H = (a) y dado que:

(a)\G/{a)| =T, (@\G/(be)| = 2y [(a)\G/{abc) > | =3

1
se tiene: g(Wqy) = 12(—1) + 5(12 —7+12—-2+12—3) =1, es decir, (a) actua

en la superficie definida por la curva y? = 2% — 1, segtin la firma (1;2,2), (c) actua
en esta misma curva segin la firma (3%).

De la misma forma, para la curva y = z(z* — 1), en la cual actua GL(2,3) se
obtiene la firma con la que sus subgrupos,isomorfos a Dg, Zs,Z2, SL(2,3), Zg, Ss,
Dy, Zs, Qs, Ziy X Zo entre otros, actuan en la misma superficie. Asi, considerando

Tabla 4: Grupos de Automorfismos

Caso Grupo Presentacion
1 Zis X Zia <I,yim2=y2:[%y]:1>
2 Dy (r,y: a® =y =Taya T =y ")
3 Dy (,y: a®=y"=Taya T =y ")
4 Zyo (x: 20 =1)
(01 (1 0 (& 0
5 (ZQXZQXZ:J,)NZQ <a7b,c.a—(1 0) —(O 1 )7C—(0 é_32)>
1 1 0 1
6 GL(2,3) <:r,y.:c(0 1),y7<_1 0>>
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Tabla 5: Grupos de Automorfismos

Caso Ecuacién Firma Grupos Orden del grupo
1 v?=y?2 =z(z —1)(z —a)(z —b) (zf%) (2%) Zo X 7o 4
2 y2 =ax(z? —1)(z —a)(w—a 1) (23, 4) Dy 8
3 y2 = (2% —a)(z® —a 1) (23,3) Dg 12
4 yZ =2 -1 (2,5,10) Z1o 10

(5,5,5) Zs 5

5 y2 =a% -1 (2,4,6) (Zo X Zo X Z3) X Zo 24
(2,6,6) Zo X Zg 12

(3,6,6) Ze 6

(3,4,4) Z3 % Zy 12

6 y? =a(z? - 1) (2,3,8) GL(2,3) > Qg x S3 48
(3,3,4) SL(2,3) & Qg % Z3 24

(2,4,8) Zg % Zo 16

(23,3) Dg 12

(23, 4) Dy 8

(2,8,8) Zs 8

(4,4,4) Qs 8

(22,3%) Ze 6

(22,32%) S3 6

(2%) Zo % Zo 4

(22,42%) Zy 4

(1;22) Z 2

(2%) Zo 2

latabla 1, y siguiendo un procedimiento similar al descrito anteriormente, se puede
obtener la firma con la cual actua cada subgrupo del grupo de automorfismos de
la curva y conseguir asi, una lista de grupos de automorfismos para superficies de
género 2, la cual se resume en la tabla 5.

A continuacién se dan explicitamente los generadores de cada subgrupo que
aparece en la tabla 5. Aqui, &, denota la raiz n-ésima primitiva de 1. Recuérdese
que W es la normalizacion de W = {[z,y, 2] € CP? : F(x,y, z) = 0}, es decir,
existe una funciéon analitica o : W — P?(C) tal que o(W) = w y tal que
o es uno a uno en la imagen inversa del conjunto de puntos lisos de W. De lo
anterior, se tiene que, basicamente, los automorfismos se definen en o(W) = W,
con la consideracion del conjunto finito de puntos especiales, que son preimégenes,
mediante o, de puntos singulares. Asi se obtiene, la tabla 6 de automorfismos de

W

Tabla 6: Automorismos

Caso Firma Automorfismos
1 (25) (bl(l‘?yv Z) = (‘rV—yMZ)
¢)2(.’E, Y, Z) = (CL‘, -Y, Z)
¢3(1‘,y7 Z) = (Iv _y7 Z)
$a(z,y,2) = (b(z — az)(x — b2)?,yb3 (b — a) 322, (x — b2)?)
95(2,y,2) = (=b(—z + az)(w — b2)?, —yb% (b— ) 322, (x — b2)*)
2 | &0 61(2,5,2) = (2 — az)(az — 2), /(L — a2)y27), (az — 2)°)
¢2(I7 Y, Z) = (—(xa - Z)(—CL‘ + az)Qvi (1 - a2)3yz27 (—CE + az)3)
453(3?,% Z) = ((E, —-Y, Z)
ba(@,y, 2) = (222, iy2?, a3)
3 (27272’ 3) ¢1(90,y72) = (szﬂyzz»md)
¢2(3«“,y7 Z) = (632Z127 7y22, $3)
¢3(1‘,y7 Z) = (Iv -Y, Z)
¢4($, Y, Z) = ();:32£E, Y, Z)
4 (2) 5710) 451(33,% Z) = (z,—y,z)

continta. . .
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...continuaciéon

Caso Firma Automorfismos
¢2(:’C, Y, z) = (5541'7 Y, Z)
#3(z,y,2) = (§52, —y, 2)
(51575) ¢1(zvy’ Z) = (§5m,y, Z)
#2(z,y,2) = (§52, 9, 2)
(}53(&3, Y, Z) - (553'7:7 Y, Z)
5 (2,4,6) 1(x,y, 2) = (€62%2,12%y, 2°)
pa(z,y, 2) = (x22,12%y, x3)
$1 (zv Y, Z) = (£6x7 Y Z)
(27676) d’l(w’yvz) = (*Tv_yvz)
(}52(3{7, Y, Z) = (565x7 Y, Z)
$3(z,y,2) = (&6°2,—y, 2)
(37676) ¢1(a:,y,z) = (€6z~7f7y7 Z)
q52($, Y, Z) = (665"57 -Y, Z)
#3(z,y,2) = (§62, —y, 2)

d)g(:l), y:z) = (x227iz2y’1.3)
¢3($,y,2) = (EGQCCQZ:iZvaxB)
6 (2,3,8) d1(x,y,2) = (i(—z — 2 + iz + i2)(x — 2 + iz — i2)?,
8¢83yz2, —(z — z + iz — iz)?)
pa2(z,y, 2) = (i(iz + iz + x — 2)(iz + iz — x + 2)?,
8iyz2, (ixz + iz — x + 2)3)
b3(2,2) = (2, sy, i2)
(3,3,4) o1(z,y,2) = (—iliz + iz + = — 2)(iz + iz — z + 2)7,
—8yz2, (ix + iz — x + 2)3)
pa2(z,y, 2) = (i(iz + iz + x — 2)(iz + iz — x + 2)?,
8iyz2, (iz + iz — x + 2)3)
¢3(x,y,2) = (—(iz + iz — & — 2)(ix — iz + = — 2)2,
—8iyz2, —(ix — iz + = — 2)3)

(2’478) ¢l(x’y7z) = (l(ix —z+iz+ ZZ)(Q —z+ix — iz)z7
—8¢83y22, —(z — z + iz — iz)?)
¢po(z,y, 2) = (—(ix + iz — x — 2)(ix — iz + x — 2)?,
—8iyz2, —(ix — iz + = — 2)3)
¢3(,y,2) = (—(iz + iz — x — 2)(ix — iz — x — 2)2,
—8¢s3y2?, —(ix — iz — x — 2)3)

(2,8,8) o1(x,y,2) = (i(iz + iz — z + 2)(—x — 2 + iz — i2)?,
—8yz?, (—z +ix — iz — x)3)
¢2(‘T:y7 Z) = (imv &8, Z)
¢3(x,y,2) = (—(iz — iz + & — 2)(x + 2z + iz +i2)2,
8¢syz?, —(x + 2z + iz +iz)3)

(4,4,4) o1(z,y, 2) = (222, y2?, —a3)
¢2(Z‘,y, Z) = (_x7 ’Ly7Z)
¢)3(5B» y,Z) = (ZLBQ,iyZ2,(E3)

Para tener los automorfismos definidos en toda la superficie W resta definirlos
en la preimagen de los puntos singulares en cada caso, asi, por ejemplo en el caso
5 W = {[z,y, 2] € CP?: 4223 — 25 — 2% = 0}, tiene un punto singular, el punto
p =10,1,0], y para su normalizacion se han agregado dos puntos p, p Ahora, si se
considera el automorfismo ¢1([x,y, z]) = (z, —y, z), se tiene que:

T = \x
—y=Ay
z= Az
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de donde, si zz # 0, A = 1 y luego y = 0, asi, los puntos (§é7 0,1) paraj =0,1...,6
son fijos por ¢, de tal forma que se tiene ya el méximo posible de puntos fijos, por
lo que ¢(p) = py ¢(p) = p. Si se toma ahora ¢o(z,y,2) = (&5 z,y, 2), entonces
sus puntos fijos son: (0,—1,1), (0,1,1), (1,1,1) En este caso, entonces todos los

automorfismos de dicha superficie se describen con los ya descritos en la tabla 6:
¢1($,y,2) = ($, —y,Z), ¢1(ﬁ) :5 ¢1(5) = }5

¢2(x,y,z) = (554x,y,z), ¢2(ﬁ) :5 ¢2(5) =
b3(x,9,2) = (&2, —9,2), ¢1(p) =P ¢1(p) =p-

=1

4.3 Realizaciones en género 3

Sea W = {[z,y,2] € CP?: F(z,y,2z) = 0}, donde F estd dada por alguna
funcién de la tabla 7, entonces W = W, enloscasos 1, 2, 3, 8 9, yv 10
o W, la normalizacién de W, en los otros casos, es una superficie de Riemann
Compacta de género 3 con grupo de automorfismos Aut(W) como se indica en
la tabla 8. Para el caso 1, se supone que a,b # 0, 1, para el caso 2, a # 1,0, %

Las superficies de género 3 que se estan considerando en este trabajo, co-
rrespondientes a las curvas listadas en la tabla 7, son en los casos 4, 5, 6 y 7
hiperelipticas, luego para encontrar su grupo de automorfismos se siguid el mismo
procedimiento que en el caso de las superficies de género 2. Es decir se encontré
el grupo de automorfismos Aut(W), a partir del grupo de automorfismos de la
superficie cociente W, donde P es la involucion hipereliptica.

Para tratar las superficies asociadas a las curvas algebraicas correspondientes
a los casos restantes, se usaron resultados de [20] y [18] que dan un listado de
algunas curvas algebraicas suaves con grupo de automorfismos. Una vez conoci-
do el grupo de automorfismos con el cual se va a trabajar, se puede establecer,
excepto en el caso de PSL(2,7), que cada grupo contiene un subgrupo normal,
N, cuyos generadores se pueden encontrar de forma sencilla y como en el caso
de género 2, este grupo actua en la superficie dada, produciendo una superficie
cociente Wy de género cero. De esta forma, nuevamente se deben encontrar los
automorfismos de la esfera con algunos puntos especiales y considerando el grupo
cociente Aut(Wy), se obtiene todo el grupo de automorfismos Aut(W).

La tabla 7 lista las superficies de género 3 que son la realizacion de las
acciones listadas en la tabla 2:

Tabla 7: Curvas de género tres

Caso Ecuaciéon
1 v =az(x—1)(z —a)(z —b)
2 Y=z —1)(z—a)(z—(1-a))
continta. ..
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...continuacion

Caso Ecuacion

3 Y =ax(23 —1)

4 =28 —x

5 =z —z

6 y? =28 -1

7 y? =2+ 1dxt + 1

8 i =xt -1

9 yt=xt+1

10 v’r+y+a3=0

Los grupos de automorfismos correspondientes a las curvas de la tabla 7 estan
listados en la tabla 8.

Tabla 8: Grupos de Automorfismos

Caso Grupo Presentacion
1 Zs3 (x, 23 =1)
2 Ze (@, 2% =1)
3 Zgy (x, 29 =1)
4 Zi14 (z, 21T =1)
5 S3 X Ziy (z,y: 22 =y?2 =1, zyz~ 1 =¢°)
6 (Zs x Z2) X Zo (z,y,z: 22 =y? =28 =1,
[y,2] = 1,[z,y] = 1,zzx™! = y23)
7 S4 X Zo (z: 2?2 =1)x <y,z:y=(1,2),z=(2,3,4) >
—& &2 0 -1
8 SL(2,3) % Zo <a—< bl ),b_(l 0 )
1 =& g3 g3
=(o & )e=(ie ‘% )>
9 (Zia X Zg) xS3 | (z,y,z,w: 23 =yt =21 =wl=1,[y,2] = L,zyz~ T =y~ 1,
2zt = w,zwr! = z,yzy" ! = w,ywy ! = (z2w) 1)
10 PSL(2,7) <x,y::c:( 7(1) é),y:( 7} (1))>

La tabla 9 contiene las firmas con las cuales actuan los subgrupos de cada

grupo de automorfismos, incluido en la tabla anterior, para

obtener la lista de

grupos que actuan en género 3, con sus respectivas firmas:

Tabla 9: Automorfismos

Caso Ecuacioén Firma Grupos Orden del grupo
1 y> =z(x —1)(x —a)(z —b) (3%) Z3 3
2 Y =xz(x—1)(z—a)(z—(1—a)) | (2,3,3,6) Ze 6
3 Y3 =x(x3 —1) (3,3,9) Zg 9

continda. ..
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..continuacién

Caso Ecuacion Firma Automorfismos | Orden del grupo
4 y>=a% -z (2,7,14) Z14 14
(7,7,7) Z7 7
5 =z —=z (2,4,12) S3 X Zy 24
(2,12,12) Za 12
(4, 47 6) Ziy X7y 12
6 yz =25 -1 (2,47 8) (Zg X Zg) el Zz 32
(2,8,8) Zsxz, 16
(4,8,8) Zs 8
(4,4,4) Ziy X2y 16
7 y? =a% + 14z + 1 (2,4,6) S4 X Zo 48
(2, 6, 6) A4 X Zia 24
(3,4,4) YAD) 12
3 P =t 1 (2,3,12) SL(2,3) X Z3 13
(3,3,6) SL(2,3) 24
(3,4,12) Z1o 12
9 yr=zt+1 (2,3,8) (Z4 X Z4) } S3 96
(3,37 4) (Z4 X Z4) el Zg 48
(2,4, 8) (Z4 X Z4) X ZQ 32
(4,4,4) Zig X Zig 16
(2,8,8) Zg X Zo 16
(4,8,8) Zs 8
10 Yr+y+ad= (2,3,7) PSL(2,7) 168
(3,3,7) Z7 X723 21
(7,7,7) Z7 7

Finalmente, se presentan explicitamente los generadores de cada subgrupo que
aparece en la tabla 9. Nuevamente, &, denota la rafz n-ésima primitiva de 1.
Recuérdese que en los casos 4, 5, 6, 7, VW es la normalizacion de W =
{[x,y,2] € CP?: F(x,y,2) = 0}, es decir, existe una funcién analitica o : W —
P2(C) tal que o(W) = W y tal que o es uno a uno en la imagen inversa del
conjunto de puntos lisos de W. De lo anterior, se tiene que, bésicamente los
automorfismos se definen en o(W) = W, con la consideracion del conjunto finito
de puntos especiales, que son preimégenes, mediante o, de puntos singulares. En

los otros casos, los automorfismos son los que aparecen en la tabla 10:

Tabla 10: Automorfismos

Caso Firma Automorfismos
1 (3%) o1(2,y,2) = (z, 83y, 2)
b2 (ZE, Y, Z) = (I, &3y, Z)
¢3($7 Y, Z) = ($, £3y7 Z)
¢4(Ir Y, Z) = (zv &3y, Z)
¢5(z,y,2) = (z,83y, 2)
2 (273276) (bl(xvyvz): (fovyvz)

P2 (Z, Y, Z) = (il?, §3Y, Z)
¢3 (CE, Y, Z) = (I, €3y7 Z)
¢4(~T’ Y, Z) = (Z — 37,53% Z)
3 (3,9,9) ¢1(z,y,2) = (2, 65y, 2)
¢2(Iv Y, Z) = (56w7 58:% Z)
¢3(I,y7 Z) = (& Z, ggyv Z)

continqa. ..
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...continuacién
Caso Firma Automorfismos
4 (2’77 14) ¢>1(:v,y, Z) = (mffyvz)
b2(x,y,2) = (&7%x, &7y, 2)
¢3(z,y,2) = (&r°z, —&7y, 2)
(77 7, 7) ¢1(x7y’ Z) = (574377572?47 Z)
¢2(x7 Y, Z) = (571‘, 574:% Z)
b3(z,y,2) = (&5, &5y, 2)
5 (2,4,12) o1(z,y, 2) = (—zx3,y23, 2%)
b2(z,y,2) = (=€ 22>, —€12°y23, %)
$3(z,y, 2) = (=62, —€12Y, 2)
(27 12, 12) 1 (zv Y, Z) = (I, Y Z)
(1)2(1', Y, Z) = (56"27 512:[/’ Z)
#3(,y,2) = ({6, —&12Y, 2)
(4,4,6) b1(z,y,2) = (€67 225, —€127y2%, 27)
pa(z,y, 2) = (—za3, Tyz3, z%)
b3(x,y, 2) = (§6°x, £12%y, 2)
6 (2,4,8) o1(z,y, 2) = (223,923, 2%)
po(x,y, 2) = (Es2a3,y23, 24)
q53(:73,y, Z) = (683.%, Y, _Z)
(2787 8) d)l(xvy: Z) = (fx,y,z)
¢2(Z‘, Y, Z) = (583$7 Y, _Z)
¢3(w’ Y, Z) = (683"57 -y, Z)
(47 87 8) ¢1(x7yvz) = (ixvy7 Z)
¢2(Iv Y, Z) = (581, Y, Z)
¢3(I» Y, Z) = (58317 Y, Z)
(4,4,4) o1(z,y,2) = (Eg223,y23, 27)
d)g(:l?, Y, Z) = (71‘37’ Y, Z)
o3(z,y,2) = (€83223,y23, z%)
7 (2,4,6) 1 (z,y, 2) = (izz3, —y23, %)
(f)z(it, Y, Z) = ((LE - Z)(.Z‘ + Z)37 _4y237 (I + Z)4)
ps3(@,y,2) = (i(z + 2)(z — 2)%,4y23, (& — 2)*)
(276»6) ¢1($,y7 Z) = (7zwd,yzd7$4)
pa(z,y, 2) = ((x +iz)(x —i2)3,4y23, (v — i2)?)
632, ,2) = (—( — i2)(@ +12)%, 4y25, (& + i2)%)
(3,4,4) #1(z,y,2) = (i(z + 2)(z — Z)dv 741/2‘57 (z — Z)4)
62,9, 2) = ((z — 2)(@ + )% 4y2%, (@ + 2)4)
¢3(z,y,2) = (—iz, —y, 2)
8 (2,3,12) #1(2,y, 2) = (iV3z, —iy + 2iz,i(y + 2))
b2(z,y,2) = (=3z, —3/2y — 1/2iyV/3 — 2izV/3,
3/2y + 1/2iyv/3 — izV/3)
o3(z,y,z) = (iV3zx, —iy + 2iz,i(y + z))
(3,3,6) é1(z,y,2) = (=3z,1/2iyv/3 — 3/2y — 3z — i2V/3,
—3/2y — 1/2iyv/3 + izV/3)
¢2($7y7 Z) = (Z\/gfb, 7532y + 253227 y+ Z)
(]53(1}, Y, Z) = (.7?, —&3y, _Z)
(3,4,12) #1(z,y,2) = (2,€3Y, 2)
¢2(x7 Y, Z) = (va Y, Z)
#3(z,y, 2) = (iz, £3Y, 2)
9 (2,3,8) #1(z,y,2) = (2,9, 1)
(]52(1‘, y,Z) = (37§8I7€8y)
¢3($1 Y, Z) = (yv z, 5872)
(37 374) ¢1(x,y, Z) = (£8Z7I7_y)
P2 (z,y, Z) = (y7 2)581)
¢3(x,y,2) = (iv,y, —=2)
(274’ 8) ¢1(x,y,z) = (z,va)
P2(z,y,2) = (iz,y, 2)
¢3($, Y, 2) = (Z) Y, Zw)
(47 474) ¢1(x7yvz) = (z,iy, Z)

continfa. ..
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...continuaciéon

Caso

Firma

Automorfismos

(2,8,8)

(4,8,8)

¢2($, Y, Z) = (i$7 Y, Z)
(;53($7 Y, Z) = (Zv 1y, Z)

¢1 (x> Y, Z) = (*ﬁ, Y, Z)
¢2($,y, Z) = (yv Z, 582)
¢3(.’E, Y, Z) = (7?}, z, gSZ)

¢1($,y,2) = (il‘7iyv Z)
¢2($:y7 Z) = (y7x>£8z)
¢3($7y1 Z) = (i$,iy,£82)

10

(2,3,7)

(3,3,7)

(7,7,7)

¢1(z,y,2) = (ax + by + cz,bx + cy + az, cx + ay + bz)
gf)g(l‘, Y, Z) = (<7y7 C72Z1 673:5)
p3(x,y,2) = (y — &y + 2(r% — 267° + aCr — a(7?,
Cry — ¢y + 287 — 2+ xlr® — x,
&r%y — Ery + 207 — 267° 4 w&7® — &)

b1(z,y,2) = (y,2,2)
b2(x,y,2) = (2,672, &7°Y)
#3(x,y,2) = (&7, &73y, 2)

1 (CE, Y, Z) = (Iv &7y, 675'2)
¢2($7y7 Z) = (575575731/» Z)
b3(x,y,2) = (&72, ¢y, €7°2)

En el ultimo caso, a =& — &Y b=1-&5 c=&2 - &%y & =&
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