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Abstract

In the present work, Galton-Watson branching critical processes with only one type of par-
ticle are studied, in the case that second moments are infinite. The probability generating
functions which have a Slack type [17] with index a « € (0, 1] are studied. Limiting theo-
rems are presented and demonstrated where the asymptotic behaviour of joint distributions
are studied of the various generations due to nonextinction of a generation. Existence of a
Slack type function, where index a = 0, is also demonstrated. Finally, some limit theorems
which show certain properties for this particular case are presented.

Keywords: Galton-Watson Process, critical process, probability generating function.
AMSC(2000): Primary: 60G99, Secondary: 60K99

Resumen

En este trabajo se estudian procesos criticos de ramificaciéon de Galton-Watson con un sélo
tipo de particula, para el caso en que los segundos momentos son infinitos. Se estudian las
funciones generatrices de probabilidad que tienen la forma tipo Slack [17] con indice a €
(0,1]. Se presentan y demuestran teoremas limites en donde se estudia el comportamiento
asintético de la distribucién conjunta de diversas generaciones dada la no extinciéon de una
generacion. Se demuestra también la existencia de una funcién tipo Slack pero en donde
el indice o = 0. Igualmente se presentan algunos teoremas limites en donde se muestran
ciertas propiedades para este caso particular.

Palabras y frases claves: Proceso de Galton-Watson, proceso critico, funciéon generatriz
de probabilidad.

1 Introduccién

El desarrollo de este trabajo esta basado en las investigaciones realizadas por
R. S. Slack [17], [18] en donde estudia el proceso critico de ramificacion de
Galton-Watson con un solo tipo de particula, y segundos momentos infinitos.
Para su estudio, Slack supone que la funciéon generatriz f de probabilidad
asociada al proceso es de la forma como se muestra en (4). Los teoremas
limites que él presenta y demuestra sélo tienen en cuenta una sola generacion.

Uno de los objetivos de este trabajo es generalizar los resultados de Slack
que se mencionan en la secciéon 3.1 (véase las secciones 3.2 y 3.3). El segundo
objetivo es demostrar la existencia de una funcién generatriz de probabilidad
de la forma (4) en donde a = 0. Esto se hace en la seccién 4 y con ello,
presentar y demostrar teoremas limites.

También cabe anotar que en la actualidad existen trabajos més recientes
que presentan demostraciones detalladas de estos y otros resultados via arbo-
les aleatorios como, por ejemplo, los de Lyons [14], Kauffmann [10], Kuhlbusch
[13] y Geiger [3], [4], [5]-
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El articulo esta dividido en cuatro secciones. La primera de ellas corres-
ponde a la introduccién. En la segunda se presentan algunos resultados conoci-
dos e importantes relacionados con el proceso de Galton-Watson con segundos
momentos finitos. En la tercera se estudian teoremas limites y propiedades
del proceso de Galton-Watson con segundos momentos infinitos, asi mismo se
comparan estos resultados con los resultados presentados en la primera sec-
cion (los resultados de la seccion 3.1 estan basados en los trabajos de Slack
[17], [18] y los de la seccion 3.2 y 3.3 son resultados nuevos que generalizan
aquéllos de Slack). En la cuarta seccion se presenta y demuestra un resultado
nuevo: la existencia de la funcién generatriz de probabilidad, de la forma (17)
y a su vez se demuestran algunos teoremas limites para este caso.

2 Generalidades del proceso critico de Galton-Watson con un tipo
de particula y segundos momentos finitos

En un proceso de Galton-Watson cada particula tiene una unidad de tiempo
de vida y en el momento de su muerte se transforma, independientemente de
su procedencia y de la existencia de otras particulas, en un ntmero aleatorio
¢ de particulas de acuerdo a una funcién de probabilidad dada. Las nuevas
particulas forman la nueva generacion y cada una se transforma con la misma
funcién de probabilidad y con las mismas caracteristicas de la madre. Sea Z,
el nimero de particulas en la n-ésima generacion, n € N. Por tanto, Z,11
es la suma de Z,, variables aleatorias e independientes, cada una distribuida
como &. Los datos del modelo son funciones de probabilidad {p; : i € Ny},
pi = P(§=1) y Ny := NU{0}. En lo que viene, si no se dice otra cosa,
supondremos que el proceso s6lo comienza con una particula, es decir, Zg = 1,
y, ademés, supondremos que pg + p1 < 1y pg > 0. Sea

f(s):ipisi, 0<s<1 (1)
i=0

la funcion generatriz de probabilidad (f.g.p.) de los descendientes de una par-
ticula y fy, (s) la n-ésima iteracion de f (s), definida a través de

fo(s)=s, for1(8)=F(fn(9)), 0<s<1, neN. (2)

Entonces, la f.g.p de Z,, es
fn () :E(SZ") =ZP(Zn =i)s', 0<s<l.
=0

Sea @, (s) :== 1— f, (s), para todo n > 1. En particular, Q1(s) = 1— f(s).
Con esto, @, (0) es la probabilidad de supervivencia del proceso hasta la n-
ésima generacion. Suponiendo que E(£) < +oo y E(£2) < +00, la esperanza
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m de los descendientes por transformacion y la varianza o? del nimero for-
mado estan dadas por

m=E{& =) v ?=B{&-m’=f ()+m-m’ (3)

respectivamente, y en donde las derivadas anteriores en el 1 lo son por la
izquierda porque f € €*([0,1)). Ademas, f es creciente y convexa, estric-
tamente convexa salvo que pg + p1 = 1, caso que se descarta porque hemos
supuesto que pg+p; < 1. La investigacion de la f.g.p. f,, (s) se divide en tres
casos de acuerdoam > 1, m <1 y m =1 (el caso critico) que es el caso que
se tendra en cuenta para el desarrollo del trabajo. Es conocido que si m < 1,
entonces f,(0) T 1 cuando n — oo. Por lo tanto, @Q,(0) | 0 cuando n — oo.
Ademas, @, (0) > 0. Para [z] = médx {z € Z/z < x} escribiremos simplemen-
te =, donde sea claro. La funcién generatriz conjunta correspondiente a Z,,,
Zni+nas - s Lnitnot..4+ny €5 1a expresion

f(nl,...,nk) (81? ct 7$I€)

oo o0 . .
= Y Y P Zy =515 Dy, = i) ST SIS

Jj1=0  jp=0
con 0 < s;(n) < 1ymn; €N, para todo i = 1,...,k. Con esto sea
Q(nh._',nk) (81, . Sk) =1- f(nlw._,nk) (81, . Sk) . En general, si T1y-..,LE SON

naturales se define
z Z
fo1) fo1 -ty
f(xl,.‘.,zk) (81""816) :E<Sl ! TSk ' k) )

la funcién generatriz de probabilidad conjunta de (Z,], -, Zjg 4otay])s ¥

Q(zh.‘.,xk) (817 oo Sk) =1- f(wl,.‘.,ack) (817 oo Sk)

El siguiente teorema nos muestra el comportamiento asintético de la pro-
babilidad de supervivencia en un proceso critico de Galton-Watson con segun-
dos momentos finitos. Para el caso critico y momentos de tercer orden finitos
ya fue probado en un trabajo pionero de Kolmogorov [12] y fue demostrado
con momentos de segundo orden finitos por H. Kesten, P. Ney y F. Spitzer
[11].

Teorema 2.1 (Goldstein [6]). Sim =1 y 0% < oo, entonces,

2
lim n 0) =—.
n—00 Qn( ) o2
El siguiente teorema es conocido como teorema de Yaglom ya que él lo
demostré inicialmente en el afio de 1947 bajo una restriccion de terceros
momentos.
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Teorema 2.2 (Athreya and Ney [2]). Si m = 1 y 0? < oo, entonces,
{% | Zn >0} converge en distribucion hacia una variable aleatoria distri-

buida exponencialmente con pardmetro o2.

Generalizaciones de estos resultados para procesos criticos de Galton-Watson
con un solo tipo de particulas y segundos momentos finitos pueden encontrarse
en Hurtado [8] y LLinés [15].

3 Generalidades del proceso critico de Galton-Watson con un tipo
de particula y segundos momentos infinitos

En esta seccion se tratan las funciones de Slack con indice o € (0,1]. Asi
mismo, investigamos el comportamiento asintético de la funcion generatriz
conjunta para este caso y presentamos y demostramos algunos teoremas li-
mites.

3.1 La funcién de Slack con indice «
En esta seccion suponemos que la funcién generatriz de probabilidad f tiene
la forma

f(s)=s4+1—-s)"L(1-5), 0<s<1, (4)
en donde o € (0,1] y L(x) es una funciéon de variacién lenta! para x — 07F.
Si 02 < ooy E(€) =m = 1, entonces,

1
fls) = f(l)—(1—S)f'(1)+§(1—8)2f”(C(5)), 5 <((s) <1,

_ s+%(1fs)2f”(é($))

porque f(1) = 1y la derivada por la izquierda en el 1 es f'(1) = m = 1. Luego
f esla forma (4) con o = 1y con L(z) = 1 f”(¢(1 — z)), siendo z = 1 — s.
Ademas, L(z) — 1f"(1) = % cuando z — 0%, puesto que en este caso,
1—x— 17, asi que (1 —x) — 17, siendo f”(1) la segunda derivada por la
izquierda en 1 de f. Sin embargo, Slack [17] también considera funciones del
tipo (4) con a = 1y 02 = co. Por ejemplo,

F(s) =5+ (1 —s)? (%—ilog(l—s)).

Se analizaran en esta seccién algunos teoremas referentes a limites en el pro-
ceso de critico de Galton-watson, teniendo en cuenta que para estos teoremas

1Una funcién L se dice que es una funcién de variacion lenta para  — 01 si es real,
positiva y medible en[A, c0) para un A > 0 y si, para todo A > 0 se cumple que

., R(\x)
1 =
eo R (z)
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se considera la posibilidad de que la varianza sea infinita. La forma de las fun-
ciones generatrices de probabilidad estudiadas en este trabajo, requieren del
conocimiento y manejo de algunas propiedades de las funciones de variacion
lenta. Afortunadamente, existen algunos trabajos en los que el lector puede
encontrar informacion al respecto de las funciones de variacion lenta tales
como Karamata [9] y Seneta [16], en el primero de estos trabajos se da una
introduccién a este tema y en el segundo se hace un estudio mas detallado
de esta clase de funciones. Informacion adicional sobre este tipo de funciones
también lo pueden encontrar en la seccion 4.1 de Zapata [19]. Un primer
resultado importante sobre el comportamiento asintético de la probabilidad
de supervivencia en un proceso critico de Galton-Watson con segundos mo-
mentos infinitos es el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (Slack [17, Lema 2|). Sean f como en (4) y m = 1. Entonces,
1
[Qn(0)]" L (Qn (0)) ~ —, cuando n — oo.
an

En el caso de varianza finita el teorema 2.2 hace afirmaciones acerca de la
existencia de una distribucién limite. En nuestro caso, se obtiene del siguiente
teorema.

Teorema 3.2 (Slack [17, Teorema 1]). Sean f como en (4) ym = 1. Entonces

lim B (e 0% | 7,5 0) =1- —"—,
n—o00 (]_ +’LLO‘)E

para todo u > 0.
Corolario 3.3 (Zapata [19, Corolario 2.0.12]). Sean f como en (4) y m = 1.

Entonces,
[Qn (e_uQn(O))] B w
Qn (0) (1+ u®)

uniformemente para todo u > 0.

lim
n—oo

)

Q=

3.2 Comportamiento asintdtico de la funcién generatriz de proba-
bilidad conjunta con « € (0, 1]

Teorema 3.4. Sea 0 < d; < 0o tal que n; = [d;n], i = 1,2,... k. Ademds,

sea 0 < s;(n) <1 con lim i:;i((%)) < o0, para cada i = 1,2,...,k. Entonces,
n—oo n

im fi,, .0 (51(n), ..., s6(n)) = 1.

n—oo

Demostracion. Se demuestra por inducciéon sobre k teniendo en cuenta que
fn(s) — 1V s €]0,1] uniformemente y que, para la funciéon generatriz de
n—oo
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cualquier proceso de Galton-Watson se cumple la siguiente propiedad (véase
Harris |7, Cap.1, secciones 13.1 y 13.5]):

St o) (515525 s 8%) = Fry (51F(ng,ooni) (525 s k) (5)
para todo k natural. O
Definimos ahora las siguientes expresiones con x,r1, %2, ..., Ty > 0:
1 1
Bl (x) = 1 B2 (xl,.%'g) = - _1-
X o (l’l + a:%) «
2

En general, para k > 3,
By (z1,72,...,71) = B (w1, 22 + By_2 (73, 24,...,21)) - (6)

El siguiente teorema nos muestra el comportamiento asintotico de la funciéon
generatriz de probabilidad conjunta en un proceso critico de Galton-watson
con un s6lo tipo de particulas y segundos momentos infinitos.

Teorema 3.5. Seam =1y f como en (4). Sean 0 < d; < oo,n; =d;ny 0 <
s; = s;(n) <1 tal que?

i < , 1=1,2,..k, 7
entonces
, Q N1,M2,...sN (817527"'78k‘)
nh_{go (a2 5)) ) = By (di,m1,d2, T2, ..oy dig, ), (8)

con la interpretacion é =0, es decir, si hay un 4ltimo indice k tal que 7, =
00, entonces, el limite anterior es igual a Byp (d1,7r1,d2,7r2, ...,Wk_l,d,;).

Demostracion. Esta demostracion se realizaré por induccion sobre k.
Veamos si (8) es cierto para k = 1:

Qni(51) _ Qu (79 O™) Qu, (0) (9)

@n (0) Qn, (0) Qn (0)
en donde, uy, := —SSES(E% ~ Ql;‘?%)) cuando n — oo y por hipétesis léil(g;) —

m1. Por esto, se tiene

1—sg Qn(o) L

—_ — wldf,

Qn (0) Qna, (0) n—o0

2Si s;(n) = 0 para algn i, entonces m; = +00.
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1
0 X L.
(@, dy cuando n — oo. Por consiguiente,

porque, por el teorema 3.1, 00 (0)
ndy
con la convergencia uniforme del limite en el corolario 3.3 y con (9) tenemos
1
= B2 (dl, 71'1).
[1 + Wladl}

1
Qn1 (51) . ’/T1df‘ i
Qn (0) n—00 1\ @ é dé
[1 + <7T1df‘> :| 1

Q=

Supongamos que (8) se cumple para k = m, es decir que
51,89, ...,8

h’m Q(nl’n%m’nM) ( Lo m) - BZm (dlaﬂ-lad277r2)~.-7dma7rm).
Qn (0)

n—oo
Veamos si (8) se cumple para k& = m + 1. Utilizando la definicion de @, y

teniendo en cuenta (5), tenemos
Q(n1,~~,nm+1) (81, . ,Sm+1) _ in (eme (O)Un) in (0) (10)
@n (0) @ny (0) @n (0)”
ogsy 198(Fugsmn sy (5208mr) ,
en donde v,, = _Qngl ((1]) — 2 Q:(O) . Debido a que
log 51 1— s (1—31)<Qn(0)> 1
— ~ = — 7r1df"
Qn, (0) Qn, (0) Q@n (0) @n, (0) ) n—oo
y a que
_log (f(nz,.‘.,nmle) (827 ey Sm+1)) ~ <Q(n2,‘..,nm+1) (827 ooy Sm+1)> Qn (0) >
@n, (0) @n (0) @n, (0)
1
njoo BQm (d27 T2y eeny dm—i—l; 7Tm+1) df‘ )
entonces,
1
) dm+1 ) 7Tm+1) df .

1
Upn joo Tl'ldf’ + Bom, (dg, T, ...
Con esto, (10), por hipotesis de induccion y por la convergencia uniforme de

Q., tenemos
1 1
7T1d1a +B27n(d2a7r27~-)dm+177r'm+1)d1a
1
1 )a] 3

(815--,8m,Sm+1)
—

Q"(O) n—oo 1
af [14— (

1 1
m1d{* +Bam (d2,72,...,dm+1,Tm+1)d{*

= Bomyo (di,m1,d2, T2, ooy g1, Tig1)

con lo cual queda demostrado el teorema.
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3.3 Teoremas limites

Basdndonos en el teorema anterior analizaremos el siguiente teorema en
el cual se estudia el comportamiento asintético de la distribucién conjun-
ta de dos generaciones distintas dada la no extinciéon de la dltima ge-
neracion. Es decir queremos encontrar la distribucion limite del proceso

{Qn (0) Z[bn]u Qn (0) Zn, | Zn >0, b€ (071)}'

Teorema 3.6. Seanm =1y f como en (4). Entonces, sib € (0, 1), tenemos:

lim P{Qn(O)Z[bn} <1, Qn(0)Z, <22 | Zp > 0} = Hp (21, 22),

n—oo

en donde x1, 1o > 0 y Hy (x1,22) es la distribucion de dos variables aleatorias
cuya funcion de densidad tiene transformada de Laplace

1
s A+ —22
A1+ (ﬁ) B ' [1+(1-b)Ag]

17y g ay 3
{1+ [Albi+(1—bb)“] } T VS 1 S
[1+(1-b)rg]™

En especial si a« = 1, entonces Hy (x1,22) tiene exactamente las mismas pro-
piedades como en el teorema 2.4.2 en Hurtado [8]: Sean m =1 y 0 := 2K <

0o. Entonces, sibe (0,1),
Zm) Z
[bn] n
— | Z
{ Kn’' Kn | Zn > 0}

Q-

(12)

converge, cuando n — oo, a la distribucion Hy (x1,x2) de la suma de dos
variables aleatorias U y V independientes, donde las densidades para estas
variables son respectivamente

1 1
hy (z,y) = mfs(y) eXP{—mﬂf}v z,y >0

1 20/ [2=b zty
hV(x’y)_b(l—b)J(’(b—l bxy>eXp{_b(1—b)}’

para x,y > 0 y donde ¢ (y) es la funcidn delta de Dirac y

(-1 (VI
j!(j+m)!< 2 ) € (0,00).

I (I = Y

j=0
Demostracion. Es claro que la transformada de Laplace de

(QH(O)Z[bn],Qn(O)Zn) /Zn >0, en ()\17 )\2)
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esta dada por :
L = L(M\,\,b,n)
= FE {eXp [_Qn (0) Z[bn]>\1 — Q@ (0) Zn)\Q] | Zy > 0}

= YN P(Zpy =k Zn=3j| Za > 0) exp(—=21Qn (0) k — 22Qy (0) j)

k=0 j—=0
_ Quuna-b)) (exp (=M1@n (0)), 0)
B Qn (0)
Q (], n(1-b)) (€xp (=A1Qn (0)) , exp (—A2Qn (0)))

Q. (0) )
Por el teorema 3.5 con s1 = exp (=A@, (0)), s2 =0, n1 =bn, ng =n (1 —b)
y los limites

lelfmﬁ: 1 g — OO

n—ooQy, (0) ’ ’

el primer cociente de (13) tiende a B3 (b, A1,1 —b) cuando n — oo. Nueva-
mente, por el teorema 3.5 con s1 = exp (—A1Qy (0)), s2 = exp (—A2Q, (0)),
ny =bn, no =n(l—>b) y el limite

. 1=s5 1=

O R AU

el segundo cociente de (13) tiende a B4 (b, A1,1 — b, A2) cuando n — co. Por
lo tanto,

lim L(/\l,)\g,b,n) = Bg (b, )\17 1-— b) - B4 (b,/\l, 1-— b, )\2) .
n—00

Al tener en cuenta la forma como estdn definidas By (b, A1,1—b,A2) ¥
Bs (b,A\1,1 —b) , obtenemos (12). Y utilizando el teorema de continuidad
de Laplace, se obtiene lo que se queria demostrar. O

En el siguiente teorema se analiza el comportamiento asintético de la
distribucién de un proceso dada la no extincién del otro proceso. En otras
palabras, queremos encontrar la distribucién limite del proceso

{Qn (0) Z[bn] | Zn>0,be (07 1)} :
Teorema 3.7. Sea m =1 y f como en (4). Entonces, si b€ (0,1), tenemos:
lim P {Qy (0) Zpy) < | Zy >0} = Hy (x),
n—oo
en donde x > 0 y Hy(x) es la distribucion de una variable aleatoria cuya

funcion de densidad tiene como transformada de Laplace
1

A-i—(ﬁ)z B A

(i o ()]} 00

. (14)

Q=
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Si o = 1, entonces Hy () tiene exactamente las mismas propiedades como en
el teorema 2.4.8 en Hurtado [8]: Sean m =1 y 0% := 2K < oco. Entonces, si

be(0,1),
Zpn)
{—Kn | Z, > O}

converge, cuando n — oo, a la distribucion Hy (x) de la suma de dos variables
aleatorias, independientes, exponenciales Uy V, con pardmetros b y b (1 — b).

Demostracion. Tenemos por definicién que la transformada de Laplace de
Qn(0)Zjpn) / Zn > 0, en A\ es:

L(\b,n)
= E{exp [-AQu (0) Zppu] | Zu > 0}

= > P (Zpy =k | Zu > 0) exp (—AQn (0) k)
k=0

Q (o), in(1-b))) (exP (=AQn (0)),0)  Qppn (exp (=AQx (0)))

@n (0) @n (0)
Teniendo en cuenta, para el primer término, el teorema 3.5 con s; =
exp (—AQy (0)), s2 =0, ny =bn, ng =n (1l —b) y el limite 7y = lim é;f(b =
n—00 %N

A1 (andlogamente para el segundo término), se obtiene lim L (A, b,n) =
n—oo

Bs (b,\,1 —b) — B (b,\) y considerando las definiciones de Bs (b, A, 1 — b)
y B2 (b, \) obtenemos (14). Por el teorema de continuidad de transformada
de Laplace obtenemos el resultado deseado. O

En el proximo teorema estudiaremos el comportamiento asintotico de dos
generaciones, dado que la generaciéon precedente no se extinguio.

Teorema 3.8. Sean m =1 y f como en (4). Entonces, si b € (1,00), tene-
mos:

lim P{Qn(O)Z[bn] <, Qn(O)Zn < 2 | Zp > 0} = H, (m17x2)7

n—oo

en donde x1,x9 > 0 y Hy (x1,22) es la distribucion conjunta de dos variables
aleatorias cuya funcion de densidad tiene como transformada de Laplace

)\1 + 22 T
[1-+Ag (b—1)] @

T4 M+ —22
[1+xg (b—1)] >

Si o = 1, entonces Hy(x1,22) tiene exactamente las mismas propiedades
como en el teorema 2.4.4 en Hurtado [8]: Sean m = 1 y 0% := 2K < oo.

1—

(15)

Q=
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Entonces, si b € (1,00),

Zln] Zn.
Kn’ Kn

|Zn>0}

converge, cuando n — oo, a la distribucion Hy (x1,x2) de la suma de dos
variables aleatorias independientes U y V, donde las densidades para estas
variables son respectivamente

b b
hy (z,y) = b—l(s(y)eXp{_b—lx}’ z,y >0

hy (2,y) = 5546 (y) + grisgy Jo <2b—“? 27"’%> exp {52 - v},

para x,y > 0, donde § (y) es la funcion delta de Dirac y

RN VU Ve A
I (V) =3 5 ( ) L we(0,00).

m)! 2

Demostracion. Sea ap;(n) = M@y (0)k 4+ A2Qy (0) j. Teniendo en cuen-
ta la formula de iteracion (4), la transformada de Laplace de (Qn(O)Z[bn],
Qn(0)Zy,) / Zy > 0, en (A1, Aa) es:
L ()\1, /\27 b, n)
= E{exp [-A1Qn (0) Zppn) — X2@n (0) Z,,] | Zy > 0}
= | P (Zipn) = ks Zn = §, Zn > 0)

=22 P (Z, > 0)

exp (—ay;(n))

= 0.0 S -1y (€xp (= A1Qn (0)) ,exp (—A2Qy (0))) — fn (0)]

Q-1 (exp (=M1Qn (0)) , exp (=A2Qn (0)))

@n (0) '
Asi como en el teorema anterior tenemos en cuenta el teorema 3.5 conside-
rando para este caso s; = exp (—A1Qx (0)), s2 = exp (—X2Qy (0)), n1 = n,
ng = nb-1)y m = lim 5;(501) = )\;, se obtiene lim L (A, \o,b,n) =

n—oo n—oo

1 — B4 (1,A1,b—1,A9), y por la definicién de By (1, A1,b — 1, A2) obtenemos
(15). Con el teorema de continuidad de transformada de Laplace queda de-
mostrado completamente el teorema. O

=1
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En el siguiente teorema se analizara el comportamiento de una generacion
dado que la generacién anterior a ella no se ha extinguido.

Teorema 3.9. Sean m = 1 y f es como en (4). Entonces, si b € (1,00),
tenemos:
lim P{Qn bn<m|Zn>0}:Hb(x),

n—o0

en donde x > 0 y Hy (x) es la distribucion de una variable aleatoria U cuya
funcion de densidad tiene como transformada de Laplace

A

e (o) T

St = 1, entonces U tiene eractamente las mismas propiedades como en el
teorema 2.4.5 en Hurtado [8]: Sean m = 1 y 0? := 2K < oo. Entonces, si

be (1,00),
Z
[bn]
{ Kn | Zn > 0}

converge, cuando n — 00, a la distribucion de la variable aleatoria U que
tiene densidad

b—1 b—1\ 1 1
hu(y)=T5(y)+<l—T> geXp{—gy}, y >0,

donde 0 (y) es la funcion delta de Dirac.

1— (16)

-

Demostracion. Sea y, := exp (—AQ, (0)). Entonces, la transformada de La-
place de Q. (0)Zj) / Zn > 0, en A es:

L(Ab,n) = E{exp(—AQy,(0) Z[bn]) | Zn >0}

= > P (Zpw =k | Zu>0)y

1 oo
T P& [P (Zipn) = k) = P (Zjpn) = k, Zn = 0)] yp
1 i o
! k=0 k=0
- 1_ Q[bn} (yn)
Qn (0)

Aplicamos el teorema 3.5 con s = y,, y n1 = bn, obtenemos que lim L (X, b,n)
n—oo

= 1—By (b, A), y con la definicién de Bs (b, A) se recibe (16). Por el teorema de
continuidad de transformada de Laplace obtenemos el resultado deseado. [
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4 El problema del cero

El resultado que se presenta en el teorema 3.2 fue encontrado por primera vez
por R. S. Slack ([17] y [18]). Sin embargo, él observo solo procesos con funcio-
nes generatrices f de la forma (4), para todo « € (0, 1]. En estos trabajos, el
caso en que « = 0 no fue tenido en cuenta. Este caso es el que estudiaremos
en esta secciéon. Como primer paso, primero demostraremos la existencia de
una funcién generatriz de la forma

f(s)=s+(1—-s)L(1—-s), 0<s<l. (17)

Para lograr esto, utilizaremos las siguientes definiciones. Para 0 < s < 1, sea
(o]
FO(s) = puf™ (s), (18)
n=1
en donde, para todo n € N,
(n) 1 1+1 N
f (S)::S"’__(l_s) n, o pp >0y anzl (19)
2 n=1

Teorema 4.1. La funcion fO) es una funcion generatriz de probabilidad y se
cumple que
fO>)=s+(1=s)L(1-s), (20)

en donde L (z) es una funcion de variacion lenta cuando x — 0.

Demostracion. La prueba se divide en dos partes. Primero, demostraremos
que f es una funcion generatriz de probabilidad para cada n € N. Con
esto, por la forma como esta definida, f(°) tambien es una funcién generatriz
de probabilidad por ser combinaciéon convexa de funciones generatrices de
probabilidad (ver, por ejemplo, [2], pagina 4). Ahora, definiendo

(2) _r(r—l)(r—i)!...(r—k+1)7

donde 7 es un numero real y k es un nimero entero no negativo, entonces,
tenemos la siguiente serie binémica, cuya convergencia se justifica a partir del
Teorema de Bernstein (véase Apostol [1], Seccion 9.21):

1 1 s 1
(1 - S)1+5 (1 + (*S))1+E _ Z <1 ‘Z n) (*1)k8k

k=0

1 ad ].-i-l k K
1—-(14+— n (-1 .
(+n)s+k_2< E )( )5
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(2+%—i)

=— y considerando (19) se cumple entonces:

Con lo anterior, con a;(n) :=

11 1 1 (L+3)—itl

= §+§<1_E>S+§;§<H ; )(‘Uk g
11 1 1 :

- 5*5(1‘5>8+§,§(‘1)k8k (H@
11 1

= §+§<1_ﬁ>8

k=2 =3
[o.@]
- Yok
k=0
cndondcro:%, 7'1:%( —%),y
1 1\ (g (-2-2)

=— (1 " k>2

Tk 4n(+n><g >>0, ,

(para la definicion de 7 se utiliza la convencion [] = 1).

i=3
Notamos que los 7, k > 0 estan univocamente determinados por la repre-
sentacion de f(™ (s) que aparece anteriormente. Claramente rp > 0 para

todo k > 0y, por (19),

o0 o
1 = f(n) (1) = Zrksk = Zrk.
k=0 s=1 k=0

Por consiguiente, f(™ es una funcién generatriz de probabilidad para cada
n € N. Con lo anterior hemos demostrado la primera parte del teorema.
Probemos ahora que f©) (s)= s+ (1 —=s)L (1 —s), donde L es una funcion
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de variaciéon lenta. Observemos que

o0 1OO 1
0 () = nS + = (1 — )T
O (s) ;p 2;10( )

1
n

= s+(1—s)%2pn(1—s)
n=1

) 1
Debemos probar entonces que L(z) = > p, ()= es una funcién de variacion
n=1

o0 1
lenta cuando  — 07. Escojamos cualquier A > 0. Sea gi(z) := >. ppz"
n=k+1
para k > 1. Por tanto,
00 /\1 1 Xk: ) 1 N io: )
na” PnAnT PnAnT
W(.’L‘) - L()\I) o nglpn _ n=1 n=k+1
L xr o & % B k 1 [e%e] 1
n=1 n=1 n=k-+1
k 1 1 00 1 1
(Zpiat Jim@r '+ priet ) o)
n=1 n=k+1
= - -
(Z et )t 41
n=1
~Ag(z) + Bi(x) (21)
' Ck(l') +1

Para todo ¢ > 0 existeun k:=k(e) talque 1 —¢ < A < 1+4e para todo
n > k. Teniendo en cuenta la desigualdad anterior, obtenemos

s 1 °© 11 e 1
Z pn(l—c)x Z PpAnz” < Z pn(14¢)z"™,
n=k+1 n=k+1 n=k+1

de donde se tiene que

0 L1
S puatet
l—e<™M  1+4e

S paat

n=k+1

Por consiguiente,
1—e<Bg(x)<1l+e. (22)
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Demostraremos ahora que ll'm+ Cr(z) = 0. Ya que = € (0,1], entonces,
z—0

1 1 1
xn» — 1, cuando n — oco. Ahora, ¢ Para todo n < k se cumple z» < x%. De
aqui,

k 1 k 1
D ppr” <D puzt
n=1 n=1

. 1 1 .
e Paran >k + 1 se tiene que x*+1 < xw. Por consiguiente,

0 1 et 1
k+1 n
n=k+1 n=k+1

multiplicando término a término las dos desigualdades obtenemos que:

(2t () = () ()

n=k+1 n=k+1
k
Por consiguiente, teniendo en cuenta la desigualdad anterior y que > p, <
=1
0 n
> pp < 1, tenemos
n=1
k N 2 k
x" x
Z:lpn Z:lpn m
= = x
0<Ck(r) < 5 - =< — < = — 0.
# B+ z—0+
PONZ AN D DR B
n=k+1 n=k+1 n=k+1

Por tanto, Cy, () - 0. Ahora, procederemos a demostrar que h'm+Ak(1:) =
z—0 r—0

0. Teniendo en cuenta que \/" < méx{1,\} y siguiendo en forma analoga
los pasos realizados para C(z), tenemos que

k 1
X
Do ——

0< Ag(2) < max{L A} "F—— < mix{L,A} LTg—r — 0.
n z—0
Z Dn® Z Pn
n=k+1 n=k+1
Entonces,

l—e < lim infW(z) < lim supW(z) < 1+¢

z—0t r—0t

y como € es arbitrario obtenemos h'm+W (x) =1. O
z—0
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El siguiente teorema nos muestra, en cierta forma, el comportamiento de la
probabilidad de supervivencia @, (0) cuando f tiene la forma (17).

Teorema 4.2. Sea f como en (17). Entonces

1
lim ———= =0.

=20 nL (Qn (0))

Demostracion. Sea x € (0,1] y g(x) =z —xzL (z). Sea 6 € (0,1), entonces,
0 < 60zL(z) <zL(x)y con ello

g(x)=z—2L(z)<z—0zL(x)< .

Por consiguiente, por el teorema del valor medio, existe z—0z L (x) € (g (x), )
con 6 € (0,1) tal que

L (2 — 02l (z)) = = (92 - 5 ((5)(35)).

Por tanto teniendo en cuenta lo anterior

S L’(x—GxL(:r))(—Lx_g(x) )

(@)L (@)
 (MlteL@),
- < (@) ) o

z—0t
Sea ahora x, := Q,(0). Entonces, x,, — 0 cuando n — oo y

(23)

LTn+1 = Ql(fn(o)) = Ql(l - (Qn(o))) =@ (1 - .1'”) =9 (In) .

Ahora,

L(im - L(L)) " (L(i:n L(iw)* <L<1:2> L(i“l)>+"'

< )
~q0+Q1+'+qn7

en donde, por (23), se cumple que

o= (L(g(ajn_m - L(xi_u) n

Entonces, para cualquier € > 0 existe un ng € N, tal que para todo n > nyg
se cumple que
—e < gy <&
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Por consiguiente, si n > ng se tiene que

no n no n no n
Sai— DY e<d g+ >, a<d at+ Y. &
=0 i=ngp+1 =0 i=ng+1 =0 i=ng+1

y multiplicando los miembros de las desigualdades por % y teniendo en cuenta

n
que Y g = ﬁ, entonces,
i=0 "
1 & 1
DWEE
=0

Por lo tanto,

" 1 1 1 & 1 &
Z 6<5L(xn)<ﬁ§qi+ﬁ Z E.

i=ng+1 i=no+1

lim inf L1 > i L1 <
nl—{goln ’I?,L(In) ="€ Y nLn;Osup nL(.’L‘n) B

Como ¢ es arbitrario, entonces,

Ii 11 0
1m — =
n—oo \ n L(mn) ’

y con ello hemos demostrado el teorema. O

Ahora un lema técnico.

Lema 4.3. Sea f como en (17). Entonces, nL (Qy (0)) — o0, siy sdlo si
eziste una sucesion (K (n)) C N con K (n) — oo tal que L(Qn (0)) >

K

neN

Demostracion. Inmediata. O

Corolario 4.4. Sea f como en (17) y m = 1. Entonces,

. 1 — fa(0)
n—oo n [fn+1 (0) - fn (0)]

Demostracion. Por (17), tenemos que

S+l (0) = f(.fn (0)) = fn (0) + (1 — fn (0))L(1 — fn (0))

=0.

Esto implica que, AT fni:({)g(fo}n o] = = L(lj TR el resultado se obtiene del
teorema 4.2 puesto que f,(0) =1 — Q,(0). O

El siguiente lema serd importante como preparaciéon para demostrar el
teorema 4.6.
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Lema 4.5. Sea A > 1, A€ R, y f como en (17). Entonces

; Q)\n (0)
lim =0.
Obsérvese que, dado A > 1, para n suficientemente grande, se tiene que [An] > n + 1. Por

esto, el cociente QQ*"((O(;) no es 1 y puede converger a 0.

Demostracion. Teniendo en cuenta a (17) con s = f; (0) , obtenemos

[An]—1

%229 - [[o-reoy @

j=n

Sabemos que (ver Apostol [1, Teorema 8.55]), para todo 0 < a, <1, n € N,
es valido que

n n
1_[1(1 — ay) njOOO = Z:laj et
j= j=

Con esto y teniendo en cuenta (24), sera suficiente demostrar que

[An]—1
> L@ 0) = oo (25)

Por el lema 4.3 y el teorema 4.2 existe una sucesién (K (j));ey € N con
K (j) — oo tal que L(Q;(0)) > K(j)]l Ahora, en el teorema 4.2.4 de

j—oo

Zapata [19] se ha demostrado que para A > 1, A € R se cumple que

An]—1

Z l:log)\.
j=n 7

[
lim
n—oo

Entonces con esto y la desigualdad anterior, tenemos

[An]—1 [An]—1 1
L(Q; > inf K (j - — 2
oL@z (bt KG) X o w2
j=n j=n
y con ello queda demostrado el teorema. O

Si en el teorema 3.2 se toma o = 0, entonces, podemos conjeturar que el
limite presentado y demostrado en ese teorema es 1. Exactamente el siguiente
teorema confirma esto.
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Teorema 4.6. Sea m =1 y f como en (17). Entonces

lim E (e—“Qnm)Zn Z,y > o) —1,
para todo u > 0.
Demostracion. Sean ¢, (u) := FE (e_“Q"(O)Z" | Zn, > 0) y yp = eu@n(0) Con
esto tenemos que
on(u) = E(ygn | Zn > 0)

P(Zy=k,Zy>0)

P(Z,>0) m
P(Zn=k) —P(Zn="h Zn=0)] 4

P(Z,>0)

(]

=~
I

0

I
NE

=~
Il
o

1 o0
= -P(Zn>0) {kZ_OP(Zn:k)ny_P(Zn:O)}

= 1- . 27
Qu(0) 27
El teorema estaréd demostrado si podemos probar que para todo u > 0

— 0.
Ya que vy, /' 1 cuando n — oo, entonces, para cada n € Ny existe un

k:=k(n) € N tal que

fe(0) <yn < firr (0) vy k(n) — oo (28)

n—oo

Por consiguiente, debido a que la sucesion (fy, (s5)),cy €s creciente en s, tene-
mos que

frtk (0) = fu (fk (0)) < fo (Yn) < fr (fit1(0)) = fasrt1(0).
O sea
Qn+k+1 (0) < Qn (yn> < Qn+k (0) ’
lo que es equivalente a

Qn-‘rk-‘rl (0) < Qn (yn)
Qntr (0)  Quix (0)

y como para todo k € N tenemos que

Qn(Yn) _ Qn(yn) Qn1k(0)

<1 (29)
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por (29) el teorema estara demostrado cuando probemos que

Quin(0)
RS (30)

El limite (30) se puede demostrar asi: Por (28),

Qr+1(0) <1 —yn < Qk(0),
y entonces,
Qk(o) ~ 1 —yn
Qn(0)  @n(0)°

Y ademas por la definicion de y,, y por L’Hopital se tiene

_ _ o~ u(@n(0)
1=y _1=¢ — (e ) |pmp= u.

Qn (0) @n(0)  noee

Por tanto

Qr(0) .
Qn(0) 1w

Supongamos ahora que liminf7 < 1 6 limsupy > 1. Entonces, existe una
n—00 n—00
sucesion (ng);cy tal que k (ng) > ony 6 6k (ny) < ny, respectivamente, para

un ¢ > 1. Sin pérdida de generalidad nos limitaremos a analizar el segundo
caso. Escojamos cualquier € > 0. Por el lema 4.5, tenemos

Qu, (0) _ Qa1 (0)
"= 0c0) T Q)

siempre y cuando n sea suficientemente grande. Pero esto es una contradicciéon

con (31). Por tanto, 7 — 1. Por consiguiente,
n—oo

(31)

<e,

Qusk (0) _ Q3n (0)
=000 S Q)

para n grande y por el lema 4.5 con A = % > 1 sigue el resultado deseado. [

0

Observacion 4.7. ¢ (u) = 1 es la transformada de Laplace de una distri-
bucion de una variable aleatoria y esta distribucion es degenerada en 0. Por
tanto, la variable aleatoria es 0 casi sequro.

Corolario 4.8. Sea m =1y f como en (17). Entonces
lim P (Qn(0)Z, <z/Z,>0)=1,
n—oo

para todo x > 0.

Demostracion. Sélo debemos aplicar el teorema de continuidad para trans-
formadas de Laplace. O
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