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Abstract
The Lipschitz spaces Aq(R"), @ > 0 are defined and characterized in terms of partial
derivatives of the Poisson integrals. In this paper we show a characterization of the functions
of Ao (R™), in terms of the Riemann-Liouville’s non integer order derivative of the Poisson
integral. For this we generalize to the non integer case some propierties of the kernel and
Poisson integral’s partial derivatives.
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Resumen
Los espacios de Lipschitz Ao (R™), a > 0, se definen y caracterizan en términos de las deri-
vadas parciales de las integrales de Poisson. En este articulo se muestra una caracterizacion
de las funciones de Ao (R"), en términos de la derivada de orden no entero de Riemann-

Liouville de la integral de Poisson. Para esto se generalizan al caso no entero algunas de
las propiedades de las derivadas parciales del niicleo y de la integral de Poisson.

Palabras y frases claves: Espacios de Lipschitz, derivada fraccionaria, niicleo de Poisson,
integral de Poisson.

1 Introduccion

La idea de generalizar el concepto de diferenciacién a érdenes no entero surgié
desde el mismo nacimiento del calculo diferencial, asi lo registra por primera
vez la historia, en la correspondencia de Leibniz (carta dirigida a L’Hopital,
en 1965, donde se hacen observaciones sobre la posibilidad de considerar de-
rivadas de orden 1/2), y ya en 1820 Lacroix hace explicita la férmula para
el calculo de la derivada de orden 1/2 de la funciéon z®. En la actualidad, el
calculo no entero, disciplina dedicada a la investigacion de derivadas e inte-
grales de orden arbitrario (real o complejo), se desarrolla intensivamente, ya
que se ha comprobado su aplicabilidad en diversos campos de la ciencia y la
ingenieria, como por ejemplo en la dindmica de fluidos, probalidad y esta-
distica, viscoelasticidad, fisico-quimica, entre otros; ademés a dado origen al
area de las ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Existen diferentes definiciones (no equivalentes) de derivadas no enteras,
pero para los fines de este trabajo se ha escogido la derivada de orden no entero
segin Riemann-Liouville, ya que estas derivadas conservan ciertas propieda-
des de las derivadas habituales para la convolucién. Usando las mencionadas
derivadas, en este articulo se presenta una caracterizaciéon de los espacios de
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funciones continuas segtn Lipschitz A, = Ao (R™), a > 0, espacios amplia-
mente utilizados en la teoria de espacios funcionales y sus aplicaciones al
andlisis matematico y a las ecuaciones diferenciales.

Para el caso 0 < a < 1, los espacios Lipschitz constan de funciones f €
Loo(R™) tales que para alguna constante A > 0,

1 (@ +8) = F@) Lo @ny < AT,

donde la norma L, (R™) se toma con respecto a la variable .
A, puede describirse de manera equivalente con la ayuda de la integral de
Poisson de la funcion f:

u(w,9) i= (P ) = [ Pyfa =) f (0,
R
donde Py es el ntcleo de Poisson definido como

Y

—(n+1)/2
Py(@) = cay (|2 +4?)

cony>0yec, =n D20 ()
M. Taibleson (ver [3] capitulo V, seccién 4.2) demostré en particular el
siguiente teorema.

Teorema 1.1. Supdngase que f € Loo(R™) y 0 < a < 1. Entonces f € A, si
y solo si

52

< AyflJra.
dy Hoo

En adelante se simbolizard || . ||, gn) = - ||, 1 < p < co. Las integrales
se consideran de Lebesgue. Ademas se usaran desigualdades clasicas de la
teorfa de espacios Ly, ver [2] capitulo I.

En la seccion 4.2 del trabajo [1] se da una caracterizacion de A, para 0 <
a < 1, utilizando derivadas de orden fraccionario segin Riemann-Liouville:

Teorema 1.2. Sea f € Loo(R™) y 0 < a < B < 1. Entonces f € Ay si y sdlo
S8t
HDgu(x,y)Hoo < Ay Pty > 0.

Donde Dyﬂu denota la derivada fraccionaria de orden 3 con respecto a y.
Se acostumbra a usar las acepciones derivada de orden fraccionario y derivada
de orden no entero como sinénimos. Igualmente para el caso de las integrales.

En [3] (capitulo V, seccién 4.3) se presenta una descripcion de A, para
a > 0 mediante derivadas de orden entero. Alli se define A, por:

k
0 u(.’E,y) H S Ay—k—l—a}’

A, = {f € Loo(R™) : Hayk



Caracterizacion de los espacios de Lipschitz 69

donde k es el menor entero mayor que «. Ademaés, se demuestra que esta
definicion es véilida para cualquier entero £ > a usando el siguiente resultado:

Teorema 1.3. Sean f € Loo(R™), @ > 0,y k y | enteros mayores que a.
Entonces las condiciones

Fu(z,y) k 0'u(z,y) -
’ < A +a ) <A l+oz.
Il EETR b IR

son equivalentes.

De manera que, si « > 0, f € Loo(R™) y k es cualquier entero mayor que

. . (1 0%u(z,
«, se tiene que f € A, siy solo si Hi( - y) H
8’}/ e8]

En este trabajo se obtiene una caracterizaciéon similar para el caso k no
entero. Precisamente,

Sia>0,f € LoR™) y O es cualquier real mayor que o, entonces f € A,
siy solo si | Diu(z,y)|e < Ay=P+e.

Para obtener este resultado se generaliza el teorema 1.3 al caso de deriva-
das de orden no entero.

< Aky*k#*a )

2 Preliminares

En esta seccién se presentan las definiciones de integral y derivada fracciona-
ria, asi como algunas propiedades del nicleo y de la integral de Poisson. La
notacion es la misma utilizada en [2] y [3]

Teorema 2.1 (Propiedades del nticleo de Poisson). El nicleo de Poisson,
Py(x), satisface las siguientes propiedades:

1. Py(z) € Lp(R"), 1 < p < oo. Donde la norma en L,(R™) se toma con
respecto a la variable x.

2. Py(x) es una funcién armdnica en

R = {(2,y)/ z € R", y > 0}.

3. FEs wvdlida la propiedad de semigrupo:

Vy1 >0, Vyz2 > 0, Py, (x) * Py, (x) = Py 1y, (2).

k
/. a%;lgm) € Ly(R"), paral <p<oo y keN.
k+m P omP,
5 0 Py(l') _ y/Q(x) " y/2($)7 k, m € Ng := {O’ 1,2, }

ayker ayk aym
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6. Paray>0,keNygyj=1,...,n y se tiene:

8ku(1-) —n—k aku (‘T) —n—k aku(LE) —n—=k

Tyk«y ’T/k«m ’Tvé?«y )

aku(x) —n—k 6ku(m) —k 8kpy($) —k
al‘? < |1'| ) Byk . ) 8x§ 1 <Ly "

La escritura A < B significa que tiene lugar la desigualdad A < ¢B,
donde ¢ es una constante positiva, que no depende ni de A ni de B.

Teorema 2.2 (Propiedades de la integral de Poisson). Para toda [ €
Ly(R™), 1 < p < oo, se tiene que su integral de Poisson, u(x,y), cumple
lo siguiente:

1. u(z,y) € Ly(R™).
> s +1
2. u(x,y) es una funcion armonica en R’

Pulr,y) _ 9Py ()

3. g Oy * f(x).
y Ot mu(a,y) _ Otu(x, ) 0Py (z)
’ ayk+m - 3yk oym ’

La idea de las pruebas de los dos teoremas anteriores puede verse en [3],
seccion 2.1 del capitulo III y en 4.2 y 4.3 del capitulo V.

Dado un namero real 3, [§] denotara la parte entera de 8 y {3} su parte
fraccionaria, de modo que 0 < {f} < 1y g = [5] + {8}

Definicion 2.3. Sean 8 > 0 y f una funcion definida en R. Si la siguiente
integral existe

Bpva) = — [t — )P
)= 5 [ =

ella se denomina integral fraccionaria (integral de Riemann-Liouville) de or-
den (3 de la funcion f.

Definicién 2.4. Sea f una funcion definida sobre R, 8 un real positivo no
entero y m = [B] + 1. Entonces se define la derivada fraccionaria (derivada
de Riemann-Liouville) de orden (3 de la funcion f mediante

D :(/ t— )" B pt)de

(DN = Fomtgy e [, (=0 st

st dicha expresion tiene sentido. Para 3 € Ny se define la derivada fracciona-
ria por
ds
B —(—1)?
(D)) = (-1 5 (@),
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Ejemplo 2.5. Para f(z) =z, donde 0 < B < p < 1, tenemos:

[B(x*u) _ F({_“(;)B) xﬁ*u’
Dﬂ(x—u) - W zBH w>1-4.

Definicion 2.6. Sean 5 > 0 y f una funcion definida en R™. Si la siguiente
integral existe

1 & ] —
0@ = 75 / ) o ¢ e

se denomina integral parcial fraccionaria de orden 3, con respecto a la variable
zk, de la funcién f.

Definicién 2.7. Sea f una funcion definida sobre R™, 5 un real positivo no
entero y m = [B] + 1, entonces se define la derivada parcial fraccionaria de
orden (3, con respecto a la variable xy, de la funcion f por

-y o

fon gy [, (€70 O -

Tk

(DI (@) =

st dicha expresion tiene sentido.
Para € Ny se define la derivada parcial fraccionaria por

50”7

(DY, (@) = (—1)
8:35

f(@).

En [2] se establecen condiciones para la existencia de la integral y de la
derivada fraccionaria; ademés se presentan distintas definiciones de derivadas
e integrales fraccionarias, las cuales en general no son equivalentes. Para los
fines de este trabajo, la variante elegida (definiciones 2.3 y 2.4) es la més apro-
piada, pues con ella tienen validez las férmulas habituales de diferenciacion
de la convolucion, con las cuales en [1] (secciones 2.3, 3.1 y 4.1) se establece
que DgPy(w) y Dgu(x,y) existen para f € Loo(R") y 0 < 8 < 1, asi como
los siguientes lemas.

Lema 2.8. Sean0< < 1,j=1,...,n,y f y g funciones definidas en R™
tales que para todo x € R"

(72 141 1g1) (@) < .
Entonces para todo x € R"

17 (f(x) * g(x)) = (I f(2)) * g(x).
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Lema 2.9. Para 0 < <1,y >0y f € Loo(R™) se tiene que

Dju(x,y) = D} (Py(x) * f(x)) = Dy Py(x) * f ().
Lema 2.10. Para 0< 3<1,y>0yj=1,...,n se tiene:
DJP,@)| <y |DIR@)| < a0, D2 Py)| <y

D8 P@)| <127, |DiR@)|, <y DL AW <y

3 Caracterizacion de A,, a > 0, en términos de derivadas fraccio-
narias.

Para obtener el resultado enunciado en la pagina 3, se usan los siguientes
lemas auxiliares.

Lema 3.1. Sean 8 > 0 y f una funcion tal que Dgf(y) existe. Si c es constante
y y = z + ¢ entonces se tiene que fo(y) = Dgf(y)

Demostracion. Como
D) = fomtgyae |, =V e+

z

donde m = [] + 1, entonces haciendo u =t + ¢ se obtiene

By — D™ AT ) fyd = DP
DIFO) = gy gy [, 9 S)du = D1,

Lema 3.2. Para todo 0 < 8 <1 ym € Ny se tiene que
Dy*PP,(x) = Dy Py (x) Dy Py (x).

Demostracion. Para la prueba se usa induccién matemética. Tomando y =
Y1 + y2, Y1, y2 > 0y aplicando el lema 3.1, se tiene que

Dy Py() = Dy} [Py, (x) * Py, ()],
de donde (ver lema 2.9)
Dy Py(x) = Dy Py, (x) % Py (2) = Dy Py, (x) % Py (2);

0 0

Dy PRy () = =5 Dy PRy @) = =5 Dy Pyy(a) « D Py (2)]
0 am
_— —_ mi ﬂ
= gV gy Py (@) * Dy Py (@)

= Dy Py(x) x Dy Py (),

de donde se obtiene el resultado. ]
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Observacion 3.3. Del lema 3.2 se tiene la existencia de DgPy(x) para todo
8> 0.
Lema 3.4. Para todo 0 < <1 ym €N se tiene que

DyPP,(x) = I/ D} Py(x).

Demostracion. En [1] (seccion 2.1) se prueba que para 0 < § < 1,

0
1—
DyﬁPy(‘r) = _Iy ﬁaiypy(x)a

0 sea que

5 / (- y) PRt = / “un P LR

Argumentos similares a los que se usan en [1], demuestran que para k € Ny
0<p<1l,

dk o B 00 - ak
dyk/y (t-y) ﬂPt(w)dt:/y (t=y) "5z Pt (1)
De manera que
mip gy = SV A [T -0

=1 yPy<w>=F(1m / (6= ) DD P ().

OJ

Observacion 3.5. Haciendo algunos cdlculos y usando la ecuacion (3.1) se
prueba que D5+O‘Py(x) = DngPy(x) para todo o, B > 0.

Lema 3.6. Para todo 8 >0 y m € Ny se tiene que

Dy*0P,(x) = Dy Py (x) * Dy Py (x).

2
Demostracion. Tomando k = [3] y A = {8}, y usando la propiedad § del
ntucleo de Poisson y el lema 3.2 se tiene

Dy 0Py (x) = Dy t* Py (x) x Dy Py (x)
= D;"P% (z) * D];P% (z) * D;‘Py (z) * Py (z)
= Dy Py(x) x Dy** Py (z) = D' Py(x) * D Py (x).

2
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El siguiente lema generaliza la propiedad 5 del ntcleo de Poisson.
Lema 3.7. Para todo 8 y \ mayores que cero, se tiene
DJAP,(x) = D} Py (x) * Dy Py (x).
Demostracion. Para k = [3], l = [A], f1 = {6}, A1 = {\} se tiene
D AP, (x) = Dy Py (x) * D, Dy Py ()
= Dy Py(x) * D, Py (x) + D} Py () * D' Py ()
= D, Py(z) * Dy Py (),
que es lo que se queria probar. O
Lema 3.8. Para todo 0 < <1, m € Ny y f € Loo(R™) se verifica
Dy Pu(z,y) = Dy tOP (x) * f(x).
Demostracion. Tomando y = y1 +y2 y usando los lemas 3.1 y 2.9 se obtiene:

Dy *Pu(w,y) = D' [Dy) Py, () % Py, () % f(x)] = Dyi[Dy Py, (z) * Py, () * f()]
— DI, (x) + DI Pyy(a)  f(2),
y haciendo y; = y2 = ¥ resulta
DZ“Lﬂu(x,y) = DgP% (x) * Dy Py (z) * f(z) = D;”*ﬁPy(x) * f(x).
O
Observacion 3.9. Del lema 3.8 se sigue que para todo 3> 0y f € Loo(R™)
Dfju(z,y) = DYP,(z) * f(x)
lo que generaliza la propiedad 3 de la integral de Poisson.
Lema 3.10. Para todo 0 < <1, me Ny f € Loo(R"),
m—[3 _ 1Bnm
Dy Pu(z,y) = I, Dy u(z, y).
Demostracion.
Dy Pule,y) = DO Py(a)  [(x) = I D} Py(x) * (x).
De aqui, con ayuda del lema 2.8 se tiene:
Dy ~Pule,y) = DY P () * f(2)] = [ DY, @) « (@) = I Dyu(a.y).

O
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Los resultados aqui obtenidos sobre integraciéon fraccionaria de la integral
de Poisson no son de relevancia en la demostracion de la caracterizacion de
los espacios de Lipschitz, pero se presentan como informacién, ya que los
conceptos de integral y derivada fraccionaria estan relacionados (ver [2]).

Lema 3.11. Para todo >0, m € Ny y f € Loo(R™) se tiene que
D;”Jrﬁu(x, y) = Dy'u(z, §) * DgP% (x).
Demostracion. Bajo las condiciones senaladas se tiene:
DZH"Gu(m,y) = DZH"GPy(a:) * f(x) = D) Py (x) * Dng (x) * f(z)
= Dju(z, §) * DgP% (x).
O]

El lema 3.12 generaliza la propiedad 4 de la integral de Poisson, y su
demostracién se obtiene de la observacion 3.3 y el lema 3.7.

Lema 3.12. Para todo 3 y A mayores que cero y f € Loo(R™) se verifica
Dg""\u(m, y) = Dgu(x, g) * D;\P% (z).

Con el siguiente teorema se obtiene la caracterizacion de las funciones
f € Ay en términos de las derivadas de orden no entero de su integral de
Poisson u(z, y).

Teorema 3.13. Sean f € Loo(R™), a > 0 y A y O reales mayores que «.
Entonces son equivalentes las condiciones

ID)u(z,y)lloo < Ay y ||Dlulz,y)]e < By o+

Para demostrarlo es suficiente aplicar el teorema 1.3 y el siguiente lema:

Lema 3.14. Sean f € Loo(R™), a >0, 8 > a y k = [8] + 1. Entonces son
equivalentes las condiciones

IDJu(e,v)llo0 < Agy™™ y IDju(z,y) o0 < Agy™+.
Demostracion. Si v = {8}, entonces HDgu(a:,y)Hoo < Agy=P*® implica que

|Dku(e, y)lloe = IDJu(z, §) 5 DY Py(e) o < | Dulz, §)lloo| DY Py()ls

S Aky_k+a«

La otra parte de la demostracion se divide en dos casos. Primero supongase

[8] > [a]. Si m € N entonces

=] -
o0

_ <
oym oym . f(x)Hoo N

amPy(w)
oy™

1flloe < Ay™"[| flloo:
1
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6m
luego M — 0 cuando y — oo, por eso
Y
am—l oo am
wag) __ [P,
aymfl y ozm

De donde

o1 o] ak
1Dy u(@, y)lloo = 1Dy~ ulz, §) x Dy Py(a)]loo < Ay~ ook U 5)dz _

a7 [ et )] e < A

Ahora supongamos que [3] = [«]. Si ||D"y€u(ac,y)||OO < Apy~F*e entonces
por teorema 1.3 |[DElu(z,y)[c0 < Appry= DT, de donde por el caso
anterior | D) u(z,y)]ls < Agsry~@FDHe por lo tanto

/ D Yu(z, 2)dz
y

S/ HDE-HU(JZ,Z)H dz < Agy~ Pt
y o0

1Dy u(@, y)lloo =

ee]

OJ
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