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Abstract
In this paper, our aim is to find numerical analytical solutions to initial value problems
using Fer developments. These problems are closely related to a kind of vector initial value
problems.
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Resumen
En este articulo se propone encontrar, mediante el uso de los desarrollos de Fer, solucio-
nes analiticas numéricas para problemas de valor inicial, relacionados con los problemas
vectoriales de valores iniciales.

Palabras y frases claves: problemas vectoriales de valores iniciales, solucién exacta,
desarrollo de Fer.

1 Introduccion

Los problemas vectoriales de valores iniciales ya han sido estudiados por di-
versos autores como [5] y [6]. En este articulo se encontrard una solucién
aproximada continua de la solucion teorica exacta yo(t) del problema (1) uti-
lizando el método de los desarrollos de Fer, el cual consiste en representar la
solucién aproximada como un producto de funciones exponenciales matricia-
les.

Los desarrollos de Fer fueron obtenidos originalmente en la década del
50 para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales lineales no auténomos. En
estudios posteriores han sido aplicados para la resolucién de la ecuacién dife-
rencial de un operador lineal A(t) en mecanica cuantica y la correspondiente
al operador no lineal en mecanica clasica [3], recientemente ha sido utilizado
para resolver ecuaciones diferenciales lineales y no lineales [10].

El método en mencién tiene la ventaja de exigir un minimo de condi-
ciones a los coeficientes matriciales, tan sblo se exige continuidad en ellos,
frente a otros métodos que exigen condiciones mucho més fuertes como dife-
renciabilidad y analiticidad, entre otros. Con respecto a las desventajas que
pueda presentar el método, se destaca el elevado coste computacional, dada
la aparicion de funciones exponenciales.

Muchos problemas fisicos son modelados en forma vectorial con valores
iniciales. Ejemplos de tales sistemas aparecen en problemas de difusiéon (ver
p.e., [1] y [7]), y en mecanica (ver p.e., [2]).
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En este articulo se considera el problema vectorial de valores iniciales del
tipo:

Yo(t) = A(t)yo(t) + f(t) (1)
y0(0) =yo con 0 <t <D,

donde A(t) es una funcién continua que toma valores en C"™*", f(¢) y y(t) son
funciones con valores en C".

2 Notacion y preliminares

Adoptaremos los siguientes resultados y notaciones: El conjunto de todos los
valores propios de una matriz M en C"™*" lo denotaremos por o (M) y el radio
espectral de M, denotado por p (M), es el méximo elemento del conjunto

{lz] ; ze o (M)}, (2)
La norma logaritmica de la matriz cuadrada M, la definiremos por:

| I +hM| -1

p(M) = lim e (3)

h—0, h>0
donde I es la matriz identidad en C™*". Ademés

[ (M)] < || M]] (4)
w(aM) =au(M) paraa >0

M(M):méx{z; zea(MzMH>},

con MY la transpuesta conjugada de M.
Si P(t) es una matriz regular y diferenciable, entonces derivando en la
relacion P(t)P~1(t) = I, se deduce que

(P71(1))

Si Py @ son dos matrices de C™", se llamara conmutador de P y Q a la
expresion

!

= —Pt)"tPt)PL(1). (5)

[P.Q] = PQ - QP. (6)

Adoptaremos también el lema de Banach: Si A es una matriz invertible y
se cumple que:

1B — Al < (A7), (7)

entonces B tambien es invertible y

1B7" =A< A7 BB - All-
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Teniendo en cuenta entonces la desigualdad

)

1B <A™ = B[ + 47

se puede escribir finalmente

[
[ATB =4

1B7 =A™ < 1= 15— Al (®)

3 Soluciéon del problema

Dado el problema (1), la solucién tedrica puede expresarse como:

t
W) =UOw+U O [ T 9
donde U(t) es la solucién tedrica exacta del problema matricial

U't)y=A@)U(@), U(0)=1. (10)
La correspondiente solucién aproximada viene dada por

%@=Umm+mwévﬁwﬁ@w, (11)

donde U (t) es la solucion aproximada de (10).
De [4] se tiene que la solucion U(t) aproximada de (10) es tal que

U<t) = Un(t)Un(t) (12)
Urlz(t) = An(t)Un(t)a Un(o) =1 (13
Uy (t) = ef1Wef2lt) . Fn(®) (14)

donde,
F,.(t) = /Ot Ap—1(s)ds, n=1,2,.. (15)
An(t) = /0 t{ /0 L0 [An_1(t), Fu(t)] e<1-S>Fn<t>dS} du,  (16)

con Ag(t) = A(t), y donde dicha relacion recursiva tiene las siguientes cotas
A, ()] < kyp(t) para n=1,2,.. (17)

Llamando ;
Kn(t):/ kn(s)ds con n=1,23, ... (18)
0
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entonces nuevamente de [4], se tiene que

[Fnr ()] < /O [An(s)ll ds < Ky (), (19)

y ademas el desarrollo (12)-(16) es valido para aquellos valores de ¢ tales que
t

/ 1A(s) | ds < Kolt) < U = 0,8604065, (20)
0

con Ko(t) > Ki(t) > -+ > Ku(t) > -+, 0<t<by K,(t) — 0 cuando
n — oo, siendo [0, 4] el intervalo donde se satisface (20). Ademas de [4],

HU(t) - 0(t)H < IO K@ K (5) = May, (21)

donde o, = eK"(‘s)Kn(é) y M= Ko con 0 <t < 6.

Asi, dado € > 0, como «;, — 0, basta tomar n tal que se cumpla (21)
para garantizar que U (t) es una soluciéon aproximada del problema matricial
(10). Puesto que necesitamos el valor de U(t) en b, mientras que, en general,
puede ocurrir que § < b, adoptaremos la siguiente estrategia basada en una
particién del intervalo [0,b] para evitar este posible inconveniente.

b
Dividamos el intervalo [0,b] de la forma h = i con h, =nh;0<n <N,

donde hg = 0 y hN = by N es un entero suficientemente grande para
garantizar la convergencia del desarrollo de Fer en cada subintervalo [h;, hj11]
con 0 << N —1.

Observemos que si h; <t < h;y1, entonces se sigue que:

L0 4 h) = AQU B): Ul hi) = 1 (22)

dt
U(t,O) = U(t, hl)U(h“ hi_1)...U (h,O) con hi <t< hi+1. (23)

De esta forma aproximamos U (t) = U(t,0) por

U(t,0) =U(t, h;)U(hi, hi—1)...U(h,0) 24
0(hi+1a hi) — eFl(hi+17hi)eF2(hi+1ahi)“.an(hH»lahi) ( )
Denotemos las cantidades:
(i+1)h
Kolhss ) = [ 4G9 ds (25)
ih
Ko(hisa, hi)\ 2
Ky(hiy1,hi) =¥ (O(Z\;z)) :
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De [8] se tiene que

|utt.0) = T(t,0)|| < o iKn<hi_j+1, hi-j) (26)
j=0

% eKn(tahi)“l’Kn(hi;hi—1)+"'+Kn(hi—j+17hi—j)

con h <t <hj1, 1 <i<N-—-1.
Tomando h > 0 suficientemente pequeno de modo que se asegure que

A A <t<
_ hméx {JA@].0< <)

01 7 ) (27)
se tiene que
Kp(hip1,hi) U (61)% = ¥ (610); S0 = (60)* (28)
y ademas,
HU(t, 0) — U(t, O)H < NefOo®OA, - con A, = 617ne(1+N)61’". (29)

Asi, se trata de reemplazar en (21) «,, por NA,, con lo que la condiciéon
(21) se transforma en

HU(t) - U(t)” < MNA,,

donde A,, — 0 cuando n — oo.

De (24) se tiene que U(t,0) = U(t, h;)U(hs, hi—1)...U (h,0) es la aproxi-
macion de la solucion teorica exacta U(t,0) con h; < t < h;y1. Ademéas de
(8) se sabe que

|~ 02| < (1~ v @l | - 0(5)H)_1 < (30)

o= )| ||v(s) - Os)

)

donde U~1(t) existe pues U(t) es un producto de exponenciales.
Llamando Z(t) = (U~(t))! y derivando Z(t) y teniendo en cuenta que
(U_l(t))/ = U Yt)U'(t)U~1(t), se tiene por (10) que

Z(t) = (U @)") = A" (U 0)" = A" (1)2(1).
Puesto que A(t) es continua en [0, b], llamaremos
[A@)] < ko(2), (31)
donde k(t) es una funcion positiva o constante positiva. Denotaremos por

ko = méx {ko(t); 0 <t <b}. (32)
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Por [9] y (32) podemos escribir ||Z(t)|| < e*® de donde, teniendo en
cuenta que |[(U~1(t))]| = [|[U71(t)||, se sigue que

[ )| = e Vo (33)

Ahora, para una matriz M se define la norma logaritmica por
M+ MH"
M(M)_mzix{z;z€a<+2>}. (34)

P o n(—AH (s))ds
ara || Z(t)|| podemos tomar entonces || Z(t)|| < elo , con lo que
la relacion (33) pasa a ser

[CON B &2

De (34) se tiene que

otz (M)

p(M) = p (M)
Para simplificar nomenclatura, denotemos
t méx<{ z(s); z(s)€o A+AR () S
La(t) = efo { (s); 2(s)e ( 2 >}d — oo n(A(s))ds (36)

/J mfn{z(s); z(s)GU(%) }ds

L,(t)=e (37)
Pero de [9] y (32) podemos escribir
lU @) < ™.
Haciendo uso de (36) y la norma logaritmica,
U < La(t), (38)
y por (35) y (37),
U= || < L' ). (39)
Llamando
ot =méx {Ly(t), L, ()}, (40)
y escogiendo n tal que
1
a! (NeKO(t’O)An) < Tre (41)
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donde £ es un niimero positivo, entonces [1 —ao7 ! (NeKO(t’O)An)} s posi-
tivo y [1 —a! (NeKO(t’O)An)]_1 <1+ %
Asi en (30) tenemos

ot - o) < (14 ) o @ e - o). @)
De (9) y (11) se tiene que

wo(t) ~do(t) = [U(t) - ff(t)} wo— |U() = U(1)] x (43)

{/ U L -1(5)) f(s)ds}
+ (v )/OtUl(s)f(s)ds
+U@) / (U(5) = 0(5)) F(s)ds.

Al tomar normas en (43) y de (29), (40) y (42), se tiene:

lyo(t) — Go(B)[| < NeoBOA, [lyol| + NeoEOA, 0~ Fb (44)
1
Ko (t,0) -1 - —2 Ko(¢,0)
+<Ne A+« )(1+£>a (Ne An)Fb,
donde
If@®)[ < F parat € [0,b]. (45)
Asi

. . _ 1
lwo(t) — Go(t)]| < N0y, [nyon ta ' Fbta (1 n 5) Fb}

+ (NeFo®OA V2D <1 + 2) a2, (46)
Sea .
P =yl +a'Fb+a™3 <1 + 5) Fb (47)
' 1
W = Fb <1 + £> a2 (48)
entonces
lyo(t) = Go(t)]| < Ne"OEON, P (NeFoEO A, )2 W, (49)

) dada por (11) es una solucién aproximada de la solucion

) -
de esta manera g (t
t) del problema (1) cuyo error viene determinado por (49)

tedrica exacta yo
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