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Abstract
In this paper we extend several well-known constructions in the theory of global actions to the
more general framework of partial actions. In particular, we construct partial actions on the
cartesian product X x Y, the disjoint union X LY, the set of functions Y and the power set
P(X).
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Resumen
En este trabajo extendemos varias construcciones bien conocidas en la teoria de acciones globales
al contexto de acciones parciales. En particular, construimos acciones parciales sobre el producto
cartesiano, la unién disjunta, el conjunto de funciones y el conjunto potencia.

Palabras y frases claves: Accién global, Accién parcial.

1 Introduccién

Recientemente fueron introducidas las acciones parciales de grupos sobre con-
juntos, las cuales han mostrado ser una muy buena generalizacion de las bien
conocidas acciones globales. La definicién formal de este concepto fue dada por
Exel en [4], después Abadie en [1] dio inicio al estudio de las acciones envolventes
de una accién parcial.

El desarrollo de esta teoria durante los tultimos once anos muestra que las
acciones parciales son una poderosa herramienta para generalizar resultados de
las acciones globales. Se destaca su versatilidad para ser utilizada en numerosas
areas de la matematica como sistemas dindmicos, topologia y dlgebra (ver [3], [5]
y sus referencias). Relacionado directamenet con el espiritu del presente trabajo
se destaca el estudio de Choi y Lim [3], donde definen las acciones parciales
transitivas y prueban algunos resultados analogos a los conocidos en el caso global.
Igualmente, Avilaet al. en [2] definen 6rbitas y estabilizadores parciales y estudian
su relacion con la accién envolvente de la accion parcial inicial.

A pesar de los estudios realizados sobre acciones parciales, el problema de
construir nuevas acciones a partir de algunas conocidas no ha sido considerado.
En la Seccion 2 presentamos varias extensiones de acciones globales. En la Seccién
3 se extienden al caso parcial las construcciones de la Seccién 2. En particular,
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se construyen acciones parciales sobre el producto cartesiano, la unién disjunta,
el conjunto de funciones y sobre el conjunto potencia.

2 Construcciéon de acciones globales

Definicion 1. Sea X un conjunto no vacio y G un grupo con elemento neutro 1.
Una accion global de G sobre X es una funcion de G x X en X que satisface:

(i) Para cada x € X, 1 -2 = .
(ii) Para cada x € X y cada g,h € G, (gh)-x=g-(h-x).

Si G actua sobre X diremos que X es un G—conjunto. Note que andlogamente
podrian definirse acciones por la derecha.

En general no es dificil hallar acciones de grupos, pues si X es un conjunto y
S'x es el grupo de todas las biyecciones de X, entonces X es un Sx—conjunto. Si
X es un G—conjunto, entonces para cada g € G la funcién f, : X — X definida
como fy(x) = g - para cada z € X es biyectiva. Esta asociacién permite definir
un homomorfismo de grupos de G a Sx, por lo que claramente el conjunto de
biyecciones {f, | g € G} determinan completamente la accién.

Es clasico en matematicas construir estructuras nuevas a partir de algunas
conocidas. Por ejemplo en topologia y algebra es usual ver construcciones que
involucren productos, uniones, intersecciones y cocientes. En el caso de accio-
nes globales sobre conjuntos presentamos las siguientes, algunas de las cuales se
encuentran en [6] (Secciones 1.2 y 1.3).

Ezxtension al producto cartesiano. Si G, H son grupos que actian sobre X e
Y respectivamente, entonces G' x H actia sobre X x Y definiendo (g, h) - (z,y) =
(9-x,h-y). En efecto, (1,1) - (x,y) = (1-x,1-y) = (x,y) para cada (z,y) €
X x Y. Y para cada (g,h), (¢',h)e G x H y cada (z,y) € X x Y, se tiene
((9,0)(g", 1)) - (2, y) = (99", hI) - (z,y) = ((99') - @, (RI') - y) = (g - (9" - @), h -
(W' -y)) = (g;h) - (g" - =, h" - y) = (g,h) - ((¢, 1) - (2,y)). De donde X XY es un
(G x H)—conjunto.

Para X e Y conjuntos no vacios, se denota su unién disjunta por X LY. En
general puede asumirse que X e Y son disjuntos.

Extension a la union disjunta. Si G, H son grupos que actian sobre X e Y
respectivamente, entonces G x H actia sobre X LI'Y definiendo

g-z, sizelX
Jh) -z =
(9. 1) {h.z, sizeY.

Se tiene:

i) Para cada z € X UY,

(1,1) 2 = 1-z2=2, S?ZEX
l-z=2, sizeY
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ii) Para cada (g,h), (¢',h') e Gx Hycadaze XUY
(99") -z size X
(hh')-z sizeY

_Jg-(g-2) sig-zeX
C|h-(W-2) sig-zeY

= (97 h) ) ((g/’h/) ’ Z)

(9. h)(g", 1) -z = (99", hl) - = = {

Asi X UY es un (G x H)—conjunto.

Dados los conjuntos no vacios X e Y, se define Y como el conjunto de todas
las funciones de X en Y. A continuacion se muestra que naturalmente se obtiene
una accién sobre YX a partir de una accién sobre Y.

Extension al conjunto de funciones YX. Si X e Y son conjuntos no vacios y
el grupo H actia sobre Y, entonces H actia sobre YX. En efecto, para h € H y
n € YX definimos h -1 = fj, on. Asi para cada € X se tiene que (1-7)(z) =
(f1 on)(x) = n(x). Luego 1 -7 = n. Ahora para h,h' € H,ne YX yz € X se
tiene (hh' ) (@) = (fu om)(@) = (A')- () = h- (W -7(x)) = h- ((fw om)(x)) =
(fno(fwon))(z) = (h- (K -n))(x). De donde (hh')-n=h-(h' -n)yasi Y es
un H —conjunto.

Entension al conjunto potencia P(X). Si G es un grupo que actia sobre X,
entonces G actia sobre el conjunto P(X). Para g € Gy A € P(X) definimos
g-A = f4(A) ={g-a:a € A}. Asi es evidente que 1- A4 = f1(4) = A
para cada A € P(X ) Ahora para cada g, h € G y cada A € P(X), se tiene
(gh) - A= fon(A) = f4(fr(A)) =g-(h-A). De donde P(X) es un G—conjunto.

3 Construccion de acciones parciales

En esta seccion generalizamos las construcciones de la seccién anterior al caso
parcial. En particular construimos acciones parciales sobre el producto carte-
siano, la unién disjunta, el conjunto de funciones y sobre el conjunto potencia.
Comenzamos con la definicién de accién parcial [4].

Definicion 2. Sea X un conjunto no vacio y G un grupo con elemento neutro 1.
Una accion parcial o de G sobre X es una coleccion de subconjuntos Sq € X
con g € G y biyecciones ay : Sg-1 — Sy tales que para todo g,h € G se cumple:

(i) S1 =X y ay es la funcion identidad de X.
(ZZ) Oélzl(Sh N Sg—l) - S(gh)—l-
(iii) (g0 ap)(w) = agu(z) para todo x € a; ' (Sp N Sy-1).

La accién parcial o de G sobre X también serd denotada por a = {5y, og}gec-

Note que (i77) implica que ag_l = a -1 para todo g € G.



66 J. Avila, L. Herndndez-Gonzélez y A. Ortiz-Jara

Afirmacién 1. Si a y o' son acciones parciales de G y H sobre X e Y respec-
tivamente, entonces G X H actia parcialmente sobre X x Y.

Demostracion. Asumamos que o = {Xg, ag}gec y & = {Yh, ) }hen. Para cada
(g, h) € G x H definimos S(g,h) = Xg X Yy, y B(g,h) : S(g,h)—l — S(gﬁ) como
Big.n) (7, y) = (ay(z), o} (y)) para todo x € X1 y todo y € Y1,

Es claro que B, 5 estd bien definida y es una biyeccion, pues ay y «, lo son.
Ahora pasemos a verificar (i) y (iii) de la Definicién 2.1, ya que (i) es evidente.

(ii) Si (x,y) € B(_g,l’h,)(S(g/ﬁ/) N Sign-1) entonces By py(z,y) =
(ag/(as),a;l,(y)) € S(g’,h’) N S(g’h)fl = (Xg/ N ng1) X (Y NYy-1). Asi x €
a N (Xg N Xy-1) € Xggy-1 ¥y € o, (YViy NYj=1) € Yppy-1. De donde (z,y) €

g
(X(gg)—1 X Y(nary-1) = S(gq',hhr)-1, que era lo que se querfa probar.

(11i) Si (x,y) € 5(_911,h/)(5(g’,h’) N Sgn)-1), entonces (Bigny © By .n))(T,y) =
(g (g (), ( (4))) = (g 1y (), i 02} (1)) Como por (i), z € oy} (X1

X,-1) ey € o (YVynYy,-1) se tiene (agoay (z), afoc, () = (agy (@), oy (y)) =

Bigg ) (T, y)  ya  que  (7,y) € S(gg'hhy-1-  Por  tanto
(ﬁ(g,h) Oﬁ(g’,h’))(xa y) = B(gg’,hh/) (ZC, y) para todo (LC, y) € 6(;/17”)(5(9’,})/) mS(g,h)_l)'
]

Afirmacidén 2. Si o y o/ son acciones parciales de G y H sobre X e Y respec-
tivamente, entonces G X H actia parcialmente sobre X LY .

Demostracion. Asumamos que o = {Xg, agtgec v & = {Yh, o}, then. Definimos
Stgny = XgUYn S XUY y Bgny : Sig.ny-1 = S(g.n) POr

o (2), size€Y,-1.

Biym(2) = {ag(z), siz € Xg

Es claro que (4 1) estd bien definida. Ahora, sean z, 2 e Sign)-1 = Xg-1 UYp—
tales que B(g.n)(2) = B(g,n)(2). Si z, 2’ € X -1 entonces ay(2) = ay(2') y asi z =
2. Sz, 2 €Y1 ap(2) = a)(2) yasi 2 = 2. El caso 2 € X1 y 2/ € Yj-1 no
puede darse porque implicaria que X tiene intersecciéon no vacia con Y. Luego
B(g,n) €s inyectiva.

Para cada z € S, p,) existe 2’ € Sy )1 definido como

z =

, ag-1(2), sizeX,
o)1 (2), sizeY,

tal que ﬁ(gﬁ)(z’) = z, por lo que (3, 1,y es sobre y por lo tanto biyectiva para cada
(9,h) € G x H.

Ahora verifiquemos (i), (ii) y (iii) de la Definicién 2.1. (i) es evidente.

(ZZ) Size 5(:]/1,h’) (S(g’,h’) N S(g,h)_1)7 entonces 5(917]1/) (Z) S S(g/7hl) N S(g,h)_l =
(XgNX -1 )U(YirNYp-1). Si By pry(2) € XgrNX -1 entonces 2€X -1y By ) (2)=
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ag(z) € Xy N X, De donde, z € a;,l(Xg/ N Xg1) © Xgg)-1-
Si By w1y (2) € Yir N Y1 entonces 2 € Vi1 y By ny(2) = o} (2) € Yy NY)-1.
De donde, z € a},* (Y NY}-1) C Y(pnry-1. Por tanto z € X(gg—1) U Yyppn-1 =
S(gg/’hh/)—l que era lo que se queria probar.

(14i) Si z € B(_g,l,h,)(S(g/7h/) N Sg,n)-1), entonces

Sl z € Xg/—l

(6(g,h) o 5(917}1/))(7;) — {agg/(z)a

o (2), size Y.

Y como por (i) z € Siyg pry-1, se tiene (Bign) © By ny)(2) = Blgghnry(2)
para todo z € 5(_9'1,h/)(S(g’,h’) N Sign-1)- O

Afirmacién 3. St H actua parcialmente sobre Y entonces H actia parcialmente
sobre el conjunto YX de todas las funciones de X enY .

Demostracion. Asumamos que la accién parcial de H sobre Y estd dada por
a = {Y}, aptren. Para cada h € H definimos F, ={f: X =Y | f(X)CVY,}y
Bp, : Fj,—1 — Fy, como By(f) = ap o f para toda f € Fj-1.

Es claro que f;, esté bien definida. Ahora, sean f, f* € Fj,-1 tales que 8,,(f) =
Br(f*). Entonces ap o f = ap o f* y asi ap(f(z)) = (apo f)(z) = (ap o f*)(x) =
an(f*(x)) para cada = € X. Como oy, es inyectiva entonces f(x) = f*(x) para
cada x € X y asi f = f*. Por tanto [}, es inyectiva.

Para cada f € Fj existe f* € Fj-1 definido como f* = ozgl o f tal que
Br(f*) =apo f*=apo (ozgl of) = (ap oagl) of=idy, ,of=f. Luego S es
sobre y biyectiva para cada h € H. Ahora pasemos a verificar (i), (ii) y (iii) de
la Definicién 2.1.

(i) i ={f: X =Y | f(X)CY, =Y} =YX Ahora, ) : F} = F}
esta definida como [1(f) = aj o f, esto es, (a1 o f)(z) = a1(f(x)) = f(x), para
cada x € X. Luego B1(f) = f para todo f € YX y entonces 31 es la funcién
identidad de YX.

(ii) Si f € B, (Fiy N Fy-1) entonces By (f) = ap o f € Fpy N F1 =
={f: X =Y | f(X) CYynY,—1} Luego para cada = € X se tiene
ap (f(x) € (Yw NYj-1) y ast f(x) € ap (Y NYj-1) C Y(ppy-1- De donde
felf: X =Y | f(X)CYuny1} = Fury-1, que era lo que se querfa probar.

(iii) Para todo f € B,;,l(Fh/ N F},-1) se tiene que (B 0 By )(f) = apo (ap o f).
Luego para cada z € X, (apo (ap o f))(x) = (app o f)(x), ya que por (i) f(x) €
o (Yiy NY,-1). Como appr o f = Bpps (f) se tiene que (8y0 By )(f) = B (f). O

Afirmacién 4. Si G actia parcialmente sobre X, entonces G actia parcialmente
sobre P(X).

Demostracion. Asumamos que la accién parcial de G sobre X estd dada por
a = {Xgy,ag}tgeq. Definimos Sy = P(Xy) € P(X) y By : S;-1 — S, como
Bg(A) = {agy(a) : a € A} para cada g € G y cada A € P(X,).
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Es claro que 8, estd bien definida y es una biyeccién, pues a4 lo es. Ahora
pasemos a verificar (i) y (4ii) de la Definicién 2.1, ya que (i) es evidente.

(i1) Si A € 6;1(59/ N.S,-1), entonces By (A) = {ay(a) :a € A} € SyNS,-1 =
P(Xy N Xg-1). Luego ag(a) € Xy N X 1 para cada a € A. Asia € a;,l(Xg/ N
Xg-1) € X491 para cada a € A. De donde A € P(X(y0y-1) = S(g4g)-1, que era
lo que se queria probar.

(iii) Para todo A € Bg_,l(Sg/ﬂqu) se tiene que (Bg08y)(A) = {(agoay)(a) :
a € A} ={ayy(a):a € A}. Como por (ii) tenemos que A € S(y4)-1, concluimos
que {agy (@) : @ € A} = By (A) y asi (B, 0 By )(A) = By (A). O

Finalmente es importante notar que todas las construcciones realizadas aqui,
podrian ser estudiadas asumiendo algun tipo de estructura sobre los conjuntos
base. En particular, podrian considerarse acciones parciales sobre espacios to-
polégicos [1] o sobre anillos y algebras [5].
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