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Este trabajo presenta un estimador de parámetros teniendo en cuenta una señal observable con respecto a un sistema tipo caja negra de orden
superior y expresado en diferencias finitas. El modelo se compone de la secuencia de estados observables retardados conforme al vector de
espacio de estados asociado y conocido. La técnica de estimación se basa en la pseudo-inversa y en un proceso de innovación con base
a las perturbaciones y a la señal observable, respectivamente. En la simulación se propusieron dos ejemplos, de segundo y tercer orden,
que corresponden a dos y tres retardos en diferencias finitas con dos y tres parámetros asociados. Por lo tanto, es necesario estimar los
paŕametros de los modelos de segundo y tercer orden, considerados. La estimación ha permitido identificar la señal observable con una tasa
de convergencia alta con base al funcional de error, tal y como se muestra en las figuras. El segundo momento de probabilidad con la variable
instrumental es la técnica aplicada para la construcción del estimador de un sistema de orden superior en diferencias finitas.

Descriptores:Diferencias finitas; esperanzas matemática; estimacíon; segundo momento de probabilidad; sistemas invariantes en el tiempo.

This paper presents parameter estimations considering an observable black box system signal represented with high order finite differences.
The model is expressed as a sequence of delayed observable states conforming space state vector to its known associated parameters. The
estimation technique is based on pseudo-inverse and an innovation process associated with perturbation and an observable signal. The
simulation uses two high order finite difference models, second and third grades with associate parameters. In both cases the observed
signal depends on their delayed states. Therefore, it is necessary to estimate two and three parameters with respect to second and third order
models, respectively. The estimation results allowed identifying the observable signal with a high convergence rate in base of functional
error, as shown in the figures. Instrumental variable is the technique applied to the second probability moment constructing the estimator for
a high finite difference order system.

Keywords: Finite differences; mathematical expectation; estimation; second probability moment; time-invariant systems.

PACS: 02.70.Bf; 02.50.-r; 02.10.Yn; 02.70.-c.

1. Introducción

La respuesta muestreada de un sistema de tipo caja negra es
una sẽnal estoćastica y en general es descrita por algún mode-
lo en diferencias que utiliza de manera recursiva los estados
observables retardados.

Los modelos discretos que están en funcíon de la sẽnal
retardada, tienen un vector de parámetros aśı como un vector
de estados observables. Los parámetros son lóunico que se
puede ajustar para que en la respuesta del modelo se obser-
ve la velocidad de cambio de la señal de referencia dentro de
cada intervalo de tiempo.

En un sistema en diferencias finitas se observa que el or-
den de la ecuación corresponde al retardo más grande obser-
vada en ella; es decir, si el modelo tiene una señal observable
con cinco retardos, se tendrá una ecuación en diferencias de
quito orden.

Si la respuesta del sistema tipo caja negra, tiene una
dinámica no bien determinada, dentro del modelo en dife-
rencias se considera que el grado de la ecuación va incluido
con respecto al orden de la misma. Hasta ahora esa relación
no est́a del todo bien determinada.

Ahora al considerar que el modelo en diferencias com-
puesto por paŕametros y estados observables, dentro de la
teoŕıa de filtrado, a su descripción, se le conoce como esti-
macíon.

Un modelo en diferencias finitas de orden y grado supe-
rior a uno, la estimación de sus parámetros se presenta más
compleja, por las dińamicas que requieren describir.

La estimacíon se hace dińamica por su recursividad y
considera diversas técnicas entre las que destacan: mı́nimos
cuadrados, variable instrumental, proyecciones, deconvolu-
ción, modos deslizantes, ası́ como los que usan en la inteli-
gencia artificial por medio de ventaneo, tales como: las redes
neuronales, algoritmos genéticos y ĺogica difusa [1].

Las t́ecnicas de estimación de paŕametros se clasifican en
no recursivos y recursivos. Las no recursivas procesan toda
la informacíon entrada-salida del sistema tipo caja negra para
construir un vector de parámetros fuera de lı́nea, el cual en-
trega sus resultados al final de un intervalo de tiempo y que
al realizar sus operaciones con el vector de estados observa-
bles, el modelo en diferencias entrega un resultado un punto
que en el mejor de los casos se aproxima en algún sentido a
la respuesta observable. En cambio, las técnicas recursivas a
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medida que va evolucionando el sistema de referencia, van
calculando los parámetros del modelo y ası́ su respuesta, ob-
servando su grado de convergencia; pudiendo en esteúltimo
caso, corregir por medio de procesos adaptivos al estimador
para lograr una mejor convergencia a la señal observable.

El desarrollo de un estimador de respuesta finita al impul-
so mediante la aproximación de ḿınimos cuadrados de acuer-
do con la Ref. 2, permite verificar que el error de convergen-
cia es un promedio y no el estado que guarda el estimador en
el tiempo.

El ańalisis del estimador adaptivo de acuerdo con la
Ref. 3 considera que el error entre la señal observable y la
respuesta del modelo en diferencias con sus parámetros esti-
mados, requiere estar dentro del algoritmo de estimación para
afectar su dińamica del modelo de acuerdo a la velocidad de
convergencia requerida

La adaptacíon como se describe en la Ref. 4, busca ace-
lerar la convergencia del estimador al ajustar sus parámetros
estimados aplicando un criterio o razón de decisíon con res-
pecto al error de convergencia. Por ejemplo, el proceso de
adaptacíon considera a la densidad espectral de la señal ob-
servable para afectar al estimador y darle un valor de deci-
sión de acuerdo con el periodograma que afecte al valor de
la estimacíon. El objetivo de la Ref. 5 es tratar de igualar las
propiedades espectrales de los errores de filtrado con las pro-
piedades espectrales de la medición del ruido que afecta a la
sẽnal observable; en donde los resultados de las simulaciones
mostraron que la estimación tiene buena convergencia, con
velocidades de cambios acotadas.

Para lograr el proceso de adaptación en el filtrado de
acuerdo con Prony, es necesario construir la forma auto-
regresiva del estimador [6]. Primeramente se presenta una
descripcíon y un ańalisis de las estructuras de los modelos
Atuo-Regresivos con Promedios Móviles ARMA (p, q), en
donde la parte Auto-Regresiva AR es de ordenp y la parte
de promedios ḿoviles MA es de ordenq [7]. En este tipo
de modelos se establecen las relaciones básicas con las auto-
correlaciones y se exponen algunos criterios para la obten-
ción de los paŕametros autoregresivos.

No solo los modelos en diferencias finitas son usados pa-
ra buscar aproximarse a la señal observable; sino que la in-
teligencia artificial propone herramientas importantes, tales
como las redes neuronales. En este caso de acuerdo con la
Ref. 8, es necesario ajustar las ganancias de cada neurona
tanto de la capa de entrada, la oculta y la de salida, con res-
pecto a un estimador circular para guardar losúltimos valores
adquiridos como peso por cada neurona.

Para la selección del modelo que se aproxime mejor a la
sẽnal observable, se realiza una serie de pruebas sobre los
modelos propuestos en los cuales interviene la estimación.
El resultado de cada modelo se compara con la señal de re-
ferencia y al obtener del segundo momento de probabilidad
de manera recursiva, se compara con los resultados de los
otros modelos y se selecciona al que tenga el mejor nivel de
convergencia. Es decir, se selecciona al modelo con la menor
incertidumbre asociada a la Ref. 9.

En la Ref. 10 se presenta un ejemplo en el que el vector
de ganancias requiere ajustarse dinámicamente con un crite-
rio de adaptación sobre el estimador que es del tipo multi-
plicativo y que minimiza el error de convergencia de manera
exponencial.

Se considera en la Ref. 11 que es recomendable determi-
nar los paŕametros de la función de transferencia del modelo
asociado a la caja negra, para no perder de vista la estabilidad.
Y que de acuerdo con la Ref. 12, la solución est́a en el uso
de un estimador recursivo matricial construido por la opera-
ción de deconvolución: La convolucíon dentro de un periodo
de tiempo est́a conformado por un grupo de intervalos en los
cuales el sistema no cambia de contexto y permite hacer una
aproximacíon al producto matricial con base al cual el sis-
tema tipo caja negra, dadas sus entradas y salidas dentro de
ese periodo de tiempo será visto como un sistema multivaria-
ble al no cambiar el contexto y al mantener sus condiciones
de invarianza; de manera que es necesario el uso de la pseu-
doinversa en la estimación ya que se observan problemas de
singularidad en su desarrollo. El filtrado por deconvolución
descrita en la Ref. 12, permite la consideración de modelos de
orden superior y de acuerdo con la Ref. 13 es posible la des-
cripción de la sẽnal observable usando polinomios de orden
superior, contando con una mejor aproximación, de acuerdo
con el error cuadrático medio.

La descripcíon de las sẽnales observables de un sistema
tipo caja negra coḿunmente es no lineal y se considera un
problema complejo, ya que conlleva dentro del filtrado, la
realizacíon de dos grandes etapas: a) la selección de la estruc-
tura del modelo con un cierto número de paŕametros (al que
se le describiŕa como identificador) y, b) la selección de un es-
timador que describa dichos parámetros [14]. A estéultimo
punto se enfoca el presente trabajo. El determinar los valo-
res de los paŕametros de un modelo dinámico a partir de re-
sultados experimentales, es un problema de estimación [15].
Condicíon que est́a presente en muchas de las facetas del de-
sarrollo de la f́ısica y de las mateḿaticas.

Para aplicar la teorı́a tradicional de estimación de paŕame-
tros en los sistemas no lineales es necesario considerar el or-
den y el grado como parte del modelo recursivo expresado en
diferencias finitas [16]; en donde un sistema den orden ex-
presado en diferencias finitas corresponde a un sistema con
n retardos. Lo que permite realizar la estimación pero ahora
en lugar de considerar un parámetro se considera ya sea un
vector o una matriz de parámetros.

En este trabajo se presenta la generalización de un esti-
mador de paŕametros de grado y ordenn.

2. Desarrollo

En general un sistema tipo caja negra no lineal de acuerdo
con la Ref. 17 es posible expresarlo en diferencias finitas (1)
una vez que se ha determinado su orden y grado.
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y(k) =
m∑

i=1

aiy
k−i(k − i) + dW (k) (1)

Donde

{yk−i(k − i)} ⊆ <[−1,1], {|ai|} ⊆ <+[0,1) , |d| ∈ <+[0,1)

{W (k)} ⊆ N(µ, σ2 < ∞)

De acuerdo con (1) el vector de parámetros es descrito
como

A = [a1 a2 · · · am−1am] ⊆ <[1×m]
[−1,1]

y vector de estados observables asociado

X(k) = [yk−1(k − 1) yk−2(k − 2) · · ·
yk−(m−1)(k − (m− 1)) yk−m(k −m)]T ∈ <[m×1]

(−1,1)
.

Con

Y (k) := y(k) ∈ <[1×1]
(−1,1)

, W (k) ∈ <[1×1]
(−ε,ε)

,

que se cumple

|ε| ¿ ı́nf{|ai|}i=1,m, m ∈ Z+, |ε|
= mı́nσ2

e(k), e(k) = y(k)− ŷ(k), ŷ(k)

el estado identificado dey(k). El coeficiented ∈ <[1×1]
[−1,1]

La expresíon (1) se transforma a (2)

Y (k) = AX(k) + dW (x) (2)

El vector de paŕametros“A′′ de acuerdo al concepto de
caja negra, es lo desconocido del sistema (2) ya que aél llega
una excitacíonW (k) y se tiene como respuestaY (k).
Teorema 1.Dado el modelo (2) y considerando a la variable
instrumentalZ(k) := Y (k−1) aśı como al proceso de inno-
vación Θ(k) := [Y (k)− dW (k)], la matriz de paŕametros
a estimar es descrita en (3).

Â(k)=E{Θ(k)Z(k)|=Y (k)}(E{X(k)Z(k)})+∈ <[1×m]
[−1,1]

(3)

Que de manera desarrollada tiene la forma (4)

Â(k) = [â1(k)|â2(k)| · · · âm−1(k)|âm(k)] ∈<[1×m]
[−1,1]

,

m ∈ Z+ (4)

Prueba (Ver Anexo 1).

3. Simulacíon

Para el desarrollo de la simulación se considera la siguiente
metodoloǵıa:

1. Contar con el grado y orden del sistema tipo caja ne-
gra,

2. Considerar el modelo descrito en (1) de acuerdo al or-
den y al grado,

3. Expresarlo en forma matricial (2),

4. Se procede a la estimación de los paŕametros internos
de acuerdo con (3)

5. Se implementa dentro de un sistema digital para la es-
timación de paŕametros.

6. Dentro de la simulacíon se considera medir el error de
convergencia en función de la salida de la caja negra
y el modelo de referencia (2) con sus parámetros esti-
mados, obteniendo su medida de dispersión.

De acuerdo con (2) al realizar la estimación por medio
de (3) se logŕo converger a la señal observable propuesta, tan
solo considerando la dinámica estimada y remplazada en (2).
Como puede verse en la Fig. 1, la lı́nea punteada es la señal
observable y la lı́nea con puntos y lı́neas es la señal del mo-
delo. Ambas convergen en frecuencia y en amplitud. La señal
observable ası́ como la del modelo tienen una amplitud de -1
a 1.

En la Fig. 2 se observan los parámetros estimados del sis-
tema de segundo orden, con (1) hastam = 2.

FIGURA 1. Seguimiento de la señal observable del sistema tipo caja
negra por el modelo en diferencias finitas (1).

FIGURA 2. Paŕametrosa1(k), a2(k) con sus estimados.

Rev. Mex. Fis.58 (2012) 127–132
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FIGURA 3. Paŕametros del sistema de tercer orden.

FIGURA 4. Paŕametros estimados del sistema de tercer orden.

En la Fig. 3 se presentan los parámetros de un sistema de
tercer orden, de acuerdo con (1) ym = 3.

En la Fig. 4 se muestra los parámetros estimados del sis-
tema de tercer orden ilustrado en la Fig. 3.

En la Fig. 5 se muestra a la señal observable y la señal
identificada para un sistema de tercer orden.

En la Fig. 6 se muestra el funcional del error del sistema
tipo caja negra de tercer orden, descrito en (5).

J(k) =
1
k2

(e(k)2 + (k − 1)2J(k − 1)) (5)

DondeJ(k)=E
{
e(k)2

} ∈ <2
[0,1)

, y e(k)=y(k)−ŷ(k).

FIGURA 5. Sẽnal observable e identificada del sistema de tercer
orden.

FIGURA 6. Funcional del errorJ(k), con amplificacíon para ob-
servar su nivel de convergencia.

4. Conclusíon

La teoŕıa del filtrado digital en la estimación permite cono-
cer la dińamica de los parámetros en relación con un sistema
de referencia, al cual coḿunmente se le considera caja negra
alno conocer su dińamica interna. En este sentido, se desarro-
ll ó un estimador de parámetros invariantes en el tiempo para
sistemas de orden superior al describir la secuencia de esta-
dos observables en un vector de estados, y ası́ a sus paŕame-
tros asociados. Los resultados tanto teóricos como pŕacticos
permiten contar con una potente herramienta dentro de la
teoŕıa de filtrado digital adaptivo al observar que es posible
realizar la estimación de paŕametros para sistemas de orden
superior, siempre y cuando se describan en diferencias finitas.

Anexo

Prueba Teorema 1.Consid́erese a (1) en forma desarrolla-
da, se tiene (6)

Rev. Mex. Fis.58 (2012) 127–132
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y(k) = a1y
k−1(k − 1) + a2y

k−2(k − 2) + · · ·+ am−1y
k−(m−1)(k − (m− 1)) + amyk−m(k −m) + dW (k) (6)

Al desarrollar el segundo momento de probabilidad considerando a la variable instrumental descrita comoy(k − 1), se
tiene (7):

E {y(k)y(k − 1)} = a1E
{
yk−1(k − 1)y(k − 1)

}
+ a2E

{
yk−2(k − 2)y(k − 1)

}
+ · · ·

+ am−1E
{

yk−(m−1)(k − (m− 1))y(k − 1)
}

+ akE
{
yk−m(k−m)y(k−1)

}
+ dE {W (k)y(k−1)} (7)

De (7) se tiene la forma vectorial (8) y desarrollada en (9)

E {y(k)y(k − 1)} =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

a2

...
ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T

E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








+ dE {W (k)y(k − 1)} (8)

E {y(k)y(k − 1)}E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








T

=




a1

a2

...
am




E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








T

+ dE {W (k)y(k − 1)}E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








T

(9)

De (9) se construye la matriz M(k), en (10)

M(k)=E








(
yk−1(k−1)y(k−1)

)2 · · · yk−1(k−1)y(k−1)yk−m(k−m)y(k−1)
· · ·

...
...

. ..
...

yk−m(k−m)y(k−1)yk−1(k−1)y(k−1) · · · (
yk−m(k−m)y(k−1)

)2








(10)

Y al considerar (10) en (9), se tiene (11)

E {y(k)y(k − 1)}E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








T

= [a1 a2 · · · am]M(k) + dE {W (k)y(k − 1)}E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








T

(11)

El proceso de innovación considerando en (11) permite describir a la secuencia de parámetros en (12)
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[â1(k) â2(k) · · · âm(k)] = E {Θ(k)y(k − 1)}E








yk−1(k − 1)y(k − 1)
yk−2(k − 2)y(k − 1)

...
yk−m(k −m)y(k − 1)








T

(M(k))+ (12)

Que corresponden a (4).
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