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Modelo de radio propagacbn a travées de un canal con ruido Gaussiano
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Presentamos un modelisito para la propagam de ondas de radio a ti@vde un canal con ruido blanco Gaussiano. El canal es continuo 'y
simulado a tragés de un modelo lineal disipativo, que consiste de una cuerda flexible de densidad uniforme y sumergidéetetmiba.

El canal es caracterizado mediante lsoragdial-ruido, la cual es calculada en fudcide la temperatura, frecuencia de laalgy la distancia

de propagaéin. Para cierto valor de temperatura, distancia de propaggdrecuencia la SNR excede el umbral de Shannon por debajo del
cual la transmigin libre de errores no es posible.

Descriptores: Sistema lineal; ruido&rmico; reladdn séial-ruido (SNR); canal Gaussiano; canal continuo.

We present a physical model of radio waves propagation through a channel with white Gaussian noise. The continuous channel is simulatec
using a dissipative linear model, which consists of a flexible string of uniform density and immersed into a thermal bath. The channel is
characterized by signal to noise ratio, which is calculated as a function of temperature, frequency of the signal and the propagation distance
For some value of temperature, propagation distance and frequency, the SNR exceeds the threshold below which Shannon’s error-fre
transmission is not possible.

Keywords: Linear system; thermal noise; signal to noise ratio (SNR); Gaussian channel; continuous channel.

PACS: 05.40.Ca; 02.50.Ey; 05.45.Xt

1. Introduccion crado. fsicamente, un modelo de canal debe considerar los
fenbmenos que afectan la propagatide la s@al. En este

Durante lagiltimas decadas, la transmisi de s@ales ha sido  trabajo estudiamos la propagaeide ondas de radio a ties/
tema de investigadh experimental y farica. Esto es debido de un canal continuo con ruidertnico. Tipicamente, el ruido

a la vertiginosa demanda de movilidad y portabilidad en lagermico es del tipo blanco-Gaussiano-aditivo y es provocado
telecomunicaciones modernas, en especial los sistemas gp@' el movimiento browniano de las pi&tlas que componen
involucran la transmigin de ondas de radio a tés de la €l sistema. El ruido blanco-Gaussiano es un proceso aleato-
atmbsfera, o radiopropagdmi. Al igual que las ondas de luz, rio caracterizado por propiedades esfticas, que produce
las ondas de radio tané son afectadas por los fanenos ~ una perturbaéin en la s&al que se propaga a ti@ de un

de reflexon, refracobn, difraccon, absordn, polarizaddny  canal de comunicaciones, modificando el nivel de lmaz
dispersbn. Sin embargo, a diferencias de las ondas luminoséial-ruido (SNR) del canal. Desde esta perspectiva, el canal
sas, las ondas de radio son sensibles al contenido de vagd comunicaciones puede considerarse entonces como un sis-
de agua en la atésfera [1], fluctuacionetmicas [2], etc. tema estoastico, cuya diamica es gobernada por una ecua-
En la péctica, todos estos fémenos abundan en limitacio- €ion diferencial estdastica (SDE) [5]. Las ecuaciones dife-
nes del canal, a nivel de la cagai¢a del canal, tales como, renciales estdsticas surgen de una variedad dedfeenos

perdida de la geal, fluctuaciones en el ancho de bari dinamicos aleatorios efsica, bioloda, ingeniera y ciencias
propagadin de errores, etc. Entonce$into seleccionar las sociales. Sus soluciones frecuentementareasociadas con
frecuencias de transmési para el disgo de sistemas confia- Procesos de difuéh conectados con fémenos tales como
bles para telefda movil, radio propagadin, radar, etc. Por Propagadn de frentes de ondas [6], ruido eléxtico [7],
otro lado, debido a que la afrsfera es un canal esencialmen- transientes daicos [8], etc. Una clase principal de SDE es
te continuo, y la informaéin es discreta, surge la siguiente 12 llamada ecuadn de Langevin y sus variantes diferencia-
interrogante: ¢ @mo utilizar un canal continuo para transmi- €s, que ade@s de losérminos deterministicos contiene una
tir informacion discreta de manera confiable? parte de ruido blanco aleatorio [9].

Desde el punto de vistadgco, un canal de comunicaai
es simulado mediante modelos e&stidos y fsicos [3,4]. 2. Modelo de Canal
Estadsticamente, el canal es discreto como un conjunto de
simbolos transmitidos y recibidos, y de una probabilidad deEl modelo consiste en considerar un sistema continuo de os-
transicbn. Senanticamente, la probabilidad de tranéitre-  ciladores en equilibrio&rmico (canal de comunicaiei). En
presenta la probabilidad de que iumbolo determinado sea este caso, el canal es representado como una cuerda flexi-
transmitido a trags del canal. La probabilidad de tranéiti  ble de densidad uniforme sumergida en ufid&rmico (Ver
dependea del tipo de servicio de telecomunicaciones involu-Fig. 1). La termalizadin de la cuerda es alcanzada a &av
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con condiciones de frontera

Tx (0,t) = Uge 1, (oo, t) =0 )

(Transmisor)

obtenemos la soluan

~ ~ @[J(x t) = |eqeilatib) _ FUe_Qia oWt (8)
X=0 X=00 3 0 pC2k2 ’

FIGURE 1. Representadn fisica del Canal de Comunicaai. El

canal es representado por una cuerda flexible de densidad uniform%onde_a’ b, k, o }/ co SON pagmetros que dep_enden_ de la fre-
sumergida en un i@ #rmico, en el cual se propaga ldisédada  Cuencia de la g&l y la constante de amortiguamiento (Ver

por la Ec. (3). Apéndice). La potencia de lafsa&l sef entonces
_ —bx —bx
del uso de las ecuaciones de Langevini, A& ecuaddn de Ps(z,w) = pe™"" —ue™"" cos(ax + 2a)
movimiento del sistema ver@dada por: + (1 — 2¢7% cos(azx)), 9)
1 1 . . L
Yor + 200 — Eihgy — —f(t) = = F(a,t), (1) dondep, u y r son cantidades definidas erminos de los
p p pa@ametros del sistema (Ver &pdice).
dondes = D/2p coeficiente de amortiguamientDd, repre- El efecto del ruido se obtiene resolviendo la Ec. (1) con-

senta el coeficiente de frida, p densidad lineal del medio,  siderandoF'(x,t) = 0 en la Ec. (1), y asumiendo que el rui-
velocidad de propagam de la sBal, F'(z, t) termino forzan-  do satisface la relagh de fluctuadn-disipacbn dada por la
te y f(t) el ruido inducido por el canal. En este caso, el ruidoEc. (2). De esta manera obtenemos la séluci

inducido por el canal es un ruido blanco Gaussi&fi@)). ‘
Para ruido blanco Gaussiano las fluctuaciokesicas esn L 1 —28(t—1)
deltacorrelacionadas y satisface una rélade fluctuadén- ¥(z,t) = Him 28p / fr)lt—e Jdr.(10)

disipacbn a una temperatufé dada por [10]:
Con esto, la potencia del ruido es
KT

(@O () = 20°BKBTS(t — 1), )
P = . (11)

dondeKp es la constante de BoltzmannTyrepresenta la 9
temperatura en grados Kelvin. Eriino p? aparece como
consecuencia de la Ec. (1).

En el modelo, una $al es transmitida desde una fuente

Finalmente, la ran séial-ruido, SNR, para el canal continuo
viene expresada como

ubicada enr = 0, la cual se propaga libremente a lo largo _ 2P
del canal con velocidad constante. Léaktransmitida es de SNRw, T z) = g1 KgT dB. (12)
la forma La deducddn detallada de la Ec. (12) se presenta en el

F(0,t) = Fye ™! (3)

dondefy representa la amplitud de lafsg yw su frecuencia.
La caracteriza@n de un canal de comunicacirequiere
de una variable sensible a las variacior@nicas del me-

dio. La variacdn de la s&al con respecto al ruido se expresa| 5 gc. (12) no esAcil de analizar en general, esto es, por que

apendice.

3. Analisis y discusbn

mediante la reladn séial-ruido [10] la razdn séial-ruido no solo depende del ruidermico sino
Ps tambien, de las caractisticas de la d&l y de los paame-
SNR = log; [R] [dB], (4)  tros del canal. Sin embargo, en el caso de ondas de radio

(10¢ — 10'° Hz) propagndose a traas del canal atmosfi-

potencia del ruidoérmico. Esta definiéin no esiinica, pero  orden en3/w, mediante,

se ajusta bastante bien a la interprdiacie los resultados.

. La potencia de la $&l, R, se obtiene a partir de la rela- P, — |:\Ijgw2 + 20y Fy (1 ~ cos (wx))} e*(@/c)"’”, (13)
cion p c

_ 2
Ps = (lvel"), ®) " con la condicdn 10 < w/e <105 Km~1. Con esto, la ram
donde|v;|? representa el cuadrado de la velocida@) yle-  sefial-ruido queda expresada como,
nota un promedio temporal. Para encontrar la potencia de la
sehal resolvemos la Ec. (1) en ausencia de las fluctuacionesSNR = 10g1o
térmicas con un forzamient®(z, t) = Fye ™", 2012 w2 | 2WoFo w —(8)e
Sustituyendo en la Ec. (1) la soloai asinbtica 2 [C W5 ()7 257 (1—cos W”] c
KpT

U(w,t) = p(x)e™"", (6)

X

. (14)
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K,T FIGURE 4. SNR vslog(w/c) para diferentes posiciones. Se obser-
va una frecuencia umbral para cierta temperatura y distancia del
FIGURE 2. SNR vsK 5T Para diferentes distancias del transmisor. transmisor.
Se observa el punto de corte eniglite de Shannon.
non SNR=-1.6 dB, obtenemos que la temperatuitecarpara
radiopropagacin es
3,0—- " )
254 plc = 0.03 KpTe~ 2x1016 = (B/e)z (*) . (15)
210_- w/c=10 ¢
] Esta descripéin apunta hacia otro plametro interesante
en la radio propagatn atmosérica: la distancia de propaga-
cion, L g. Esta se define como la distancia desde el transmi-
sor a partir de la cual la TLE no es posible. Ladazdal-
ruido en funcbn de la distancia se muestra en la Fig. (3), para
varios valores dev/cy KgT'. Las flechas indican el valor de
la distancia de propagaui para estos valores de frecuenciay
temperatura. Aplicando la condiei SNR L g) = —1.6 dB,
se obtiene que la distancia de propagaaiiene dada por la
expresbn aproximada:

SNR (dB)

c ¢ 1 w2
A S L N Lie ~ 4375 + 5L [KBT (3) ] - (18
x(Km) L . I
Esta ecuadin indica que la distanciaptima para propaga-
FIGURE 3. SNR vs x para diferentes valores fig; 7. Se observa  cion de ondas de radio a tiev de la atrbsfera se alcanza a
el punto de corte en eirhite de Shannon. temperaturas relativamente bajas y frecuencias altas.
Otra caracatéstica del canal de comunicaciones es el es-

Tres aspectos fundamentales pueden resaltarse a paffgctro de frecuencia, SNR). Este se muestra en la Fig. (4)
de la Ec. (14): (a) decrecimiento mobatco del nivel de €N el rango de radiofrecuencias, para varias temperaturas y
la seial con respecto a la temperatura, en todo el rango gdistancias del transmisor. El espectro es completamente de-
frecuencias; (b) decaimiento lineal de SNR a medida que I§rminado por la potencia de lafed, R(w). Sin embargo, a
sdial se propaga a trés del canal; (c) espectro de frecuenciatemperaturas relativamente altas el ruido puede alcanzar ni-
continuo y aproximadamente proporcionalb® Sin perder ~ Veles tales que, por debajo de cierta frecuencia umbya,
generalidad en el afisis, asumiremos los valores normaliza- 12 SNR no puede exceder &tlite optimo para la transmish
dosc2¥2 = 1, 2W,F,/p = 1. La Fig. (2) muestra las curvas libre de errores.
de temperatura de SNR, a varias distancias del transmisor.
La linea punteada corresponde al limite de Shannon para &  Conclusiones
transmisbn libre de errores (TLE) [11]. Esta condbai solo
es posible para distancias cercanas al emisor y temperatbdlemos estudiado el fémeno de radiopropagdxi a traes
ras relativamente bajas. A medida que la distancia al emisate un canal Gaussiano. Considerando el canal como un me-
aumenta, existe una temperaturidica, 7| g, por encimade la dio continuo y viscoso, la damica del sistema es gobernada
cual, la TLE no es posible. Utilizando la condinide Shan- por una ecuaéin diferencial parcial del tipo de Langevin; y

Rev. Mex. Fis58(2012) 515-520
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se calcula la raan séial-ruido del canal en funan de la tem- Sustituyendo (A.3) en (A.1) encontramos Gh(e) viene
peratura, frecuencia y distancia al transmisor. dada por un pulso de la forma:

El fenbmeno de radio propagdci es caracterizado por ’ 4 E
tres paametros fsicos para la transmis libre de errores: la o(x) = [cle_’” + cpe** — 202} , (A.5)
distancia de propagam, temperatura umbral y la frecuencia petz
umbral. Estos p@ametros determinan las condicion@gsti-  siendocy y ¢; constantes de interpretaadi y z el nimero
mas para la radio propagacia traes de un canal de comu- complejo:
nicaciones. _ o Sy _

Nuestro modelo es ariito y provee una descripmn al- 2= 4 Jw? + 2iBw = ke'™ = a + ib, (A.6)
ternativa de los febmenosisicos involucrados en la transmi- c?

sion de sé@ales a trags de un canal como la absfera. Sin ~ €ON
embargo, una descrigm fisica completa del problema debe N 2 2

- L o . 9 w 28w 23
considerar las condiciones ifriseca del canal. En particular, k* = \/<2) (2> ;20 = arctan () (A7)
el canal atmogfrico esh compuesto por un gas de raol- ¢ ¢ w
las de diferente especie, cada una con una frecuencia natural a=kcosa; b=ksina. (A.8)
caracteistica. En segundo lugar, el coeficiente de viscosida
de la atndsfera no es en general constante, si@s isien una
funcion de la temperatura. Adicionalmente, la presencia d
ruido ttrmico genera interesantes efectos de sincroriinaci
entre la sBal y el ruido externo, donde la temperatura es e

q:on estas consideraciones asif notar que elé&rmino pro-
orcional acy, en (A.5) crece exponencialmente con la dis-
ancia de propagamn. Esto implica que;; = 0 en (A.5).
rAdem’as, utilizando la condion de frontera en: = 0, obte-
nemos que

patametro de control para la optimizéaide la sBal. Fe~2ic
=0y + ——.
. o 0+ P
Apéndice La solucbn se reduce a
. . . ya _2
En esta secdon describimos de maneraas detallada el Wz, t) = [coei“‘”e"’“ _ Foe ™ et (A.9)
calculo de la SNR del canal. A pesar que el comportamien- pc?k?
to de una cuerda flexible ha sido bien eStUdiadO:Jté$)re' La potencia de la s&l (PS) es calculada mediante la re-
sentar la resolubn de la ecuaéin que gobierna la dami-  |gcion:
ca de la cuerda en un fda ttrmico. Estos resultados no son Ps = (| ]?), (A.10)

cominmente encontrados en la literatura. .
donde() denota el promedio temporal.

) B ] ] Luego de llevar a cabo el algebra obtenemos que la po-
1. Potencia de la seal en ausencia de ruido tencia de la seal como funddn de la frecuencia y posimi

térmico: es
En este caso la cuerda se encuentra a temperatura cero, esto Ps(z,w) = pe " —ue™"" cos(az + 2a)
es, en ausencia de las quctuaqpmrﬁcag (pero con una +r(1 = 267 cos(ax)), (A.11)
contribucdn disipativa). La ecuatn de movimiento séren-
tonces 1 las cantidades, u, r, a y b quedan completamente definidos
Vit + 2B — iy = —F (2, 1), (A.1)  en®&rminos de los pametros del sistema, como
p
2
donde cada uno de logérminos representa una aceleéaci p= w02 4 2w™Wo Fy cos(20)
En este casp es la densidad lineal del medif,= (D/2p) py/wt + 45%w?
(Coeficiente de amortiguamientd), coeficiente de fricd@n, F2,,2
¢ velocidad de la luz yF(x,t) es el forzamiento inducido + W7 (A.12)
sobre un extremo de la cuerda, dado por: Pt +46%%)
. 2w2‘110F0
F(0,t) = Fye ™t A.2 U= ——F— (A.13)
(0,1) = Foe ™, (A-2) PN
con Iy representando la amplitud de ldiséy w su frecuen- F2,,2
cia. r= 2(%2522); (A.14)
, . w w
Una solucbn para la Ec.(A.1) viene dada por: p
. wt + 43202 1 2
U(z,t) = ¢lx)e™ ™t (A.3) a=1 Tﬁ cos [2 arctan (f)} , (A.15)
la cual satisface condiciones de frontera Jodh r 4?1 9
) =1\/——3 sin |;arctan | — (A.16)
¥(0,t) = Uge ™', (o0,t) = 0. (A.4) ¢

Rev. Mex. Fis58(2012) 515-520



MODELO DE RADIO PROPAGACDN A TRAVES DE UN CANAL CON RUIDO GAUSSIANO 519

2. Potencia del ruido &rmico. Relacbn sdial- Derivando (A.23) respecto al tiempo y calculando su cua-
ruido drado, obtenemos respectivament
En ausencia de Bal y bajo la presencia de ruidertnico, la 1 t
ecuaobn del sistema es, Ye(x,t) = lim = [ f(r)e —280=")qr, (A.24)
t—o00 p
1 0
wtt + 257/% - 027/)%1 = ;f(t)v (A17)
y
donde el érminof(¢), representa un ruido blanco Gaussiano
centrado en el origen, y que, satisface una rélade fluc- 9 . et
T ) Yi(z,t) = lm
tuacbn-disipacdn a una temperatuféi dada por: ti oo p2
(F) () = 2p°BKBTH(t — '), (A.18) b
281 267" /
dondeK  es la constante de Boltzmannes densidad lineal X // F(r)f(r')e T e drdr'. (A.25)
del medio yT' representa la temperatura en grados Kelvin. 00

Para resolver la Ec.(A.17) aplicamos transformada de LaS h lcul | dErmi bt
place, obteniendo i ahora calculamos el promedgrinico, ();, obtenemos

s+ 23s)(z, ) — (s + 2 z,0 . et
( ﬂ W( ) ( BW( ) <1/1t2($,t)>f _ l}m 5
, dz'lz; 1 - t,it/—oo P
—(2,0) — ¢ a2 ;f(5)~ (A.19) t ot
/ 2087 267! !
En este case(z, 0) = 1 (x,0) = 0. Asi tendremos % /<f(7)f(7 J)geT e drdr, - (A.26)
~ 0 0
d*y(z, s) s2 +283s 1 =
dz2 o2 b(w,s) =~ 72f( s), (A.20) sustituyendo la Ec.(A.18) en la Ec.(A.26), encontramos
haciendo & 4205 (2(z,t))f = 2BKpT lim e 49
A2 = ( > t,t'—o00
C2
y M = —1/pc?, la Ec. (A.20) sex reescrita como x / / §(r—1e2P7 e drdr,  (A.27)
d* A% =Mf A21
dz2 Y =MF(s). (A-21) y luego de resolver las integrales,
La solucbn de la Ec. (A.21) consta de una parte hogmep KnT
mas una parte particular. En nuestro caso solo estamos in- (Wi (x, b)) = Jim B2 (1— e, (A.28)

teresados en la parte estacionaria (s@u@articular) de la
solucbn, ya que la parte transitoria no aporta inforndaci - A| evaluar el imite la potencia del ruido queda expresada co-

relevante de la $&l. La solucbn particular sex mo
7 KgT
M - f(s) Pr= (¥(x,t))y = —2 (A.29)
= = f(s) = —2 . A.22 r D)y : :
Tomando la tranformada inversa de Laplace, obtendremos ~ Finalmente la SNR del canal continuo se expresa en ge-
neral como
= — —26(t—T) 2P,
¥(@:?) tli>rgo 28p /f — ¢ Jdr. (A.23) SNR(w, T, ) = logy, {K?‘T} dB. (A.30)
B
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