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El presente trabajo ofrece una introducididactica al problema de la sincronizaniy simpaia entre sistemas damicos, que es abundante

en diferentes ramas de [&ita, la biologg, la ingenieia y los sistemas sociales. Sistemas tan diversos como la sincronizicielojes, el

ritmo de vida circadiano, la regularidad de algunas funciones vitales, el aumento de potencia de emisores independientes y muabps otro
basan su comportamiento en el demeno de la sincronizam, cuya esencia se encuentra en el ajuste de ritmos debido a una ibteracci
Nuestra presentam se basa en el hecho de que un mejor entendimiento dehfam se consigue revisando, con un enfoque adecuado, los
fundamentos elementales de los procesos oscilatorios.

Descriptores:Sincronizadbn; osciladores acoplados; dimica no lineal.

In this work we present a didactic introduction to the synchronization and enrailing of dynamical systems. This phenomenon is widely
countered in physics, biology, engineering and social phenomena. It is also the basis of phenomena such as the synchronization of cl
rhythmic processes in physiology, lasers and many others that involve a slight coupling that produces an adjustment of rhythms. Our pre
tation takes into account that a better understanding of the synchronization phenomenon is achieved through an adequately oriented r
of the fundamentals of the basic oscillatory phenomena.

Keywords:Synchronization; coupled oscillators; nonlinear dynamics.
PACS: 05.45.Xt; 05.45.-a

1. Introduccion dinamicos, partiendo de la Hipesis de que obtenemos una
mejor comprensgin del fedmeno si se revisan, con un enfo-

En 1673 Christiaan Huygens (1629-1695), mientras permaque adecuado, los fundamentos elementales de los procesos
neda en cama por efectos de una enfermedad, obsgre oscilatorios. Una vez hecha esta disgbaciorientamos nues-

un par de pndulos, colgados de un soporte comse sin- tra presentadin a la importancia de _algunos elemeqtos no-
cronizaban, es decir, desgride un tiempo de iniciado sus /néales, como componentes esenciales para lograegin ¢
movimientos éstos alcanzaban un estado en que seianoy MeN autosostenido en un sistemaaminco, y que permiten
establemente en direcciones opuestas “con una sirecteh 1@ @daptadn de un sistema a condiciones impuestas externa-
que no se observaba el menor retraso de uno con respeiente. Una vez comprengildos Ios'S|stetnqs oscilatorios esta-
to al otro y el sonido de losgndulos siempre se escuchaba blllzaples es importante discutir la interameientre ellos. La
simulineamente. @n rmas, si esta concordancia se pertur- armona y la simpae entre sistemas se explican como pro-
baba por alguna interferencia, sola se restaliedespas ~ C€SOS diamicos que surgen de esta interacciLa armoie,

de un tiempo corto” [1, 2]. Hasta donde sabenisse fue el con&dgrad_a sfvnlm(_) de sincroma, se presenta como el es-
primer reporte del fedmeno de la sincronizami. EI mismo tado d!ramlco del sistema en que las variables que Qef|nen
Huygens ué la palabra “simpaa” (sympathy) para describir SY oscilagdn (amplitud y fase) presentan una corredaces-

este febmeno que, ahora es sabido, tiene su origen en la ngPle. independientemente del mecanismo que lo consigue.
linealidad de los componentes de un sistema. La simpat En general, dichos mecanismos corresponden a interacciones

plica feromenos dimicos muy importantes, que van desdefuertes. Para terminar, presentamos el concepto de sanpat

la sincronizadn de relojes, o el ritmo de vida controlada por €0MO Sionimo de encarrilar; definido tanés como el es-
el dia y la noche, hasta la regularidad de algunas funciond@plécimiento de algn tipo de correlacin de las variables
vitales, pasando por problemas de ibtetecnadgico como  dinémica. En este caso la interafientre las componen-

el aumento de la potencia de emisores independientes [3]. (€S dél sistema esedil, por lo que el acoplamiento requiere
del ajuste paulatino de los modos @micos de cada com-

En este trabajo ofrecemos una aproxirbacdidactica ponente. Es importante mencionar que el criterio para defi-

al problema de la sincronizdgni o simpdaa entre sistemas
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nir cuando una interacon es @bil esh lejos de ser un tema paton de oscilaciones, que no se pueda aprender con un poco
simple. En el caso déseres, por ejemplo, se puede establede curiosidad y observam en un parque de juegos. Lo inte-
cer un criterio experimental bien definido: bajo interaccionesesante es que este fatrde oscilaciones es cdima muchas
déebiles hay amarre de modasdde locking) y bajo interac- otras situaciones.

clones fuerte_s hay Iatldc,beatlng). En sistemas MEICOS O La conservadin de la energ puede explicar el compor-
b'OIOg_'COS’ sin embarg@ste no es un asunto trivial y es un tamiento oscilatorio de un columpio y de muchos otros sis-
temrf\ m';eresante. En Ia.TabIa | presentamos un resumen E%ﬂas oscilatorios. En el caso de una persona que se colum-
los terminos aqtes me_nuonados. - . pia, la energa potencial es proporcional a la altura que al-

o Para rgcapl,tular, dlrgmos que Ias.carastm?\s que iden- canza sobre el suelo la persona que se mece, y suignerg
tifican la simpéfa entre sistemas cmicos son: cinética es proporcional al cuadrado de su velocidad; si el co-

1. Los sistemas oscilatorios son autosostenidos con umpio se encuentra bien lubricado y sin frimeicon el aire,
ritmo propio, cuyas caracfisticas dependen de los la suma de ambas expresiones, es decir, su entl, se
parametros del sistema. mantiene constante durante el movimiento. Si una decrece,

] ) ) _la otra aumenta en la misma medida, pero la suma perma-

2. Las interacciones entre los sistemas que presentan Siface constante. En un planteamientasmealista, se puede
pafa entre sson ebiles. remover ener@ si la persona arrastra los pies al pasar cer-

ca del piso o por fricdéin en el mecanismo que sostiene el

columpio; tamhbén se puede agregar eniergi alguien nos

asiste empujando el columpio en el momento adecuado, o

4. La correladdn entre las variables dcamicas de los sis- bien, si la persona cambia de postura de una manera apro-
temas que simpatizan obedece a mecanismos en quedgada mientras recorre el ciclo del columpio. Si tanto la re-
variacin lenta de uno de ellos puede ser seguida por &hocion de enera como su alimentagih se compensan, el
otro. columpio permanecaroscilando, tal vez de una manera li-

geramente @s complicada que la considerada inicialmente,

pero los paametros del movimiento no cambéar significa-
tivamente a menos que se emplee un mecanismo que alimen-

En esta secon presentamos un enfoqueaptico y concep- te o extraiga eneig en grandes cantidades (comparadas con

tual de los febmenos oscilatorios en uiggimen lineal. Se los valores caractisticos del sistema) en tiempos pefjos

haceénfasis en los circuitos@ttricos por su generalidad, en comparados con el periodo de la oscitaciUn caso muy su-

el sentido que no&do incluyen todas las posibilidades de los til para mantener las oscilaciones sin la indmsde fuentes

péndulos y resortes sino que adsmos permiten la liber- se discutié en la Sec. 4 gndulo pararétrico) y consiste en,

tad de reproducir situaciones que no son reproducibles caron mucha pericia, cambiar de postura mientras recorremos

sistemas memicos. el ciclo del columpio. Al cambiar de postura cambiamos el

Nuestra primera aproximdmi a las oscilaciones es el co- centro de gravedad y es como si caarhimos la longitud del
lumpio y, de hecho, no hay nadadsque saber, acerca del péndulo.

3. La simpaita se presentao en regiones esp#icas de
los paBmetros del sistema compuesto.

2. Osciladores lineales

TABLA |. Resumen deérminos; en la armda el estado inicial de un sistema auto sostenido esta definido por la frecugnkidase¢,

otro sistema no autosostenido no define una osoited® manera independiente. Al alcanzar la sinierael sistema autosostenido no cambia

sus variables de frecuencia ni fase, el otro sistema oscila a la frecuermma una fase» que puede o no ser igualda. En la simpdg,

pueden interactuar sistemas que difieren en la fase (caso a) y que al encarrilarse terminan en fase y esta puede ser igual o diferente a I
iniciales. Pueden interactuar sistemas con diferente frecuencia y fase (caso b), que al encarrilarse terminan con la misma frecuencia pero el
general con fases diferentes entre ellos.

Estado Descripcon Condiciones diramicas

dinamico

Armonia Relacbn entre dos siste- Estado inicial Estado inicial Estado final Estado final no
mas, uno es auto sosteni- autosostenido no autososteni-  autosostenido autosostenido
doy el otro no. do
Armonia = sincrofa. v — v Vo

Simpata Relacbn entre dos siste- Estado inicial 1 Estado inicial 2 Estado final 1 Estado final 2
mas, los dos son auto
sostenidos. a) Vi1 V12 Vg vigy
Simpata = encarrilar. b) wvid Voo V33 V304

Rev. Mex. Fs. E53 (1) (2007) 6781
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3 ! i ! ! es el inverso de la frecuencia. En la figufa= 1/3s y la
grafica dura 3 péodos.

2.1. Oscilador armbnico

Una masa que cuelga de un resorte, @ndulo en pequa
oscilacbn, un circuito gkctrico con capacitores e inductores,
vibraciones de un diapas, las cajas drsticas de Helmholtz,

el movimiento de carga en un material para producir luz, un
sistema de control, algunas reaccionesricas, el compor-
tamiento de ciertas poblaciones, los sistemas financieros y
muchos otros, son ejemplos de sistemas que presentan osci
laciones. Bajo condiciones realistas, el casmsmmimple de
ellas muestra una tendencia a oscilar de una manera determi-

Amplitud

L

-3 L

0 0.2 0i4 0"5 0.8 1 nada que puede ser descrita por la foncsenoidal, con la
Tiempo [s] particularidad de que en muchos casos su amplitud tiende a
FIGURA 1. Grafica de la ecuadh (1) conAg = 2.5, vp = 3Hzy decrecer con el tiempo debido a lergida de eneiig debido
¢ = /4. a la friccion. Este tipo de comportamiento se modela por la

ecuacdn diferencial

En otros sistemas oscilantes los argumentos generales ex- . )
presados en el caso del columpio mantienen su validez; si te- f+af+ (27r1/o)2 f=0,
nemos cuidado de introducir tanta eriargomo extraemos, ) N
el sistema podr mantenerse oscilando indefinidamente, sirflue tiene como soluan a
importar los mecanismos de extrameiy de alimentaéin de
energa involucrados, ni el tipo de sistema bajo considera-  f(t) = Age~ % sen<\/(27w0)2 —(a/2)%t + ¢>> ,
cion. Las condiciones iniciales son indispensables para en-
tender el estado particular de los proce&stas se expresan, qonden es un érmino de atenuath; f(t) corresponde a una

usualmente, en la forma de valores para las variables del siggijachn subamortiguada siempre qtev, > a/2. Fuera
tema; en el ejemplo considerado, la altura inicial y 1a veloCi-yg egte caso, el sistema deja de oscilar; el comportamiento de

dad inicial del columpio. , _ df(t) se transforma en un decaimiento exponencial (Fig. 2a).
En este trabajo deseamos analizar el comportamiento de

sistemas oscilatorios acoplados, particularmente aquellos a¥e  Oscilador forzado: resonancia
presentan caracfsticas no lineales. Sin embargo, para acla-

rar algu_nas ideas sqbre ello, _revisaremos primero algunas_ CBos sistemas simples presentan una frecuencia natural de os-

ractefsticas de los sistemas lineales. Esto resulta ser muy injjacion v, que se observa cuando érmino disipativo es

portante si tomamos en cuenta que, con mucha frecuencigyficientemente peqie. La amplitud de la oscilagn dis-

los sistemas no lineales pueden ser aproximadamente desGtiinuye en el tiempo debido a l&mlida de eneig asocia-

tos mediante el comportamienfipito de un sistema lineal, da con los mecanismos disipativos del sistema. La tendencia

mediante un proceso conocido como linealizad#, 5]. de estos sistemas a oscilar con su frecuencia naturaléambi
La evolucdn de algunas variables dimicas de los siste- puede verse afectada por fuerzas externas que induzcan ur

mas oscilatorios simples, como por ejemplo la p@si@ la  movimiento diferente. El comportamiento de sistemass m

velocidad, se gobierna por la ecuzeidiferencial lineal complejos puede presentagsde una frecuencia natural de
Pl (9 2 _9 oscilacbn. El estado inicial del sistema, o las cardst@ras
f+( TFVO) f — Y L, . ., .
de su evoludn natural, determinan alide las frecuencias
gue tiene como soluah a la funcbn naturales se va a manifestar.
Un sistema oscilante puede ser perturbado por fuerzas de
F(t) = A sen(2rugt + ¢), (1) P P P

naturaleza muy variada o por cambios en el mismo sistema

donde Ay es la amplitud, en las unidades de la variable(Fig. 3). La respuesta del sistema a estas fuerzas es motivo de
dindmica del sistemd2n1yt + ¢) es elangulo de fase, don- problemas espéicos, como la evaluagh de la enerig que
devy es la frecuencia [Hz}, es el tiempo [s] y es elangulo  absorbe o disipa el sistema en fusrtide los paametros del
inicial de la fase en radianes. En esta exgmesios €rminos  agente perturbador, la caracterizacde la respuesta en fase
correspondientes a la fase del sistema, se expresan en radil sistema con respecto a las cardst@as oscilatorias de
nes, en donde uaingulo que describe una vuelta completa eda fuerza aplicada, elaiculo de la absordn y de la refrac-
de 27 radianes. cion en sistemaspticos, y otras. En general, en un sistema

En la Fig. 1 se esquematiza la ecierc(l) y se indica, lineal la respuesta consiste en la suma de una componente
adenas de los paéimetros mencionados, que el fjoeio (7') transitoria, y una respuesta forzada estacionaria, que puede

Rev. Mex. Fs. E53(1) (2007) 67-81
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FIGURA 2. Oscilacon de la Fig. 1 multiplicada por un exponencial de la foen&:5¢.

(c)

! El conocimiento de la respuesta resonante de un sistema

es muytil para el estudio de materiales, sistemas ebedtr

cosy para prever el comportamiento de las estructuras que di-

sdia un ingeniero, como ilustra el colapso del puente Tacoma
t Narrows en 1940 debido a vibraciones inducidas por el vien-
T > to [6], por mencionar algunos de los ejemploasdiscutidos

Transitorio

o -
- Lag

Estado estable Estado estable

4

en el contexto de ldgica. Sin embargo, el reconocimiento de
comportamientos oscilatorios en sistemas definidoareas
ajenas a esta disciplina, han inducido el iagpor el estudio

de las respuestas resonantes bajo perspectiiasamplias.
Actualmente se plantea la interrogante sobre los efectos que
un estmulo perbdico puede ocasionar sobre un organismo
vivo, ad como por los mecanismos generadores de una res-
puesta particular [7]; los economistas se cuestionan sobre el
efecto de los ciclos ecomicos sobréreas particulares de la
actividad productiva [8], etc.

Cambio del sistema o cambio
instantineo de la fuerza externa

FIGURA 3. Transitorio de los sistemas.

Propension a ser Los sistemas oscilatorios responden con mayor facilidad
afectada por la a los agentes que forzan oscilaciones a una frecuencia cerca-
Fuerza fucrza externa Respuesta na a.alguna de sus frequencias naturales.; las cdsiittas
externa con | | Elancho e con del S|§tema determinan guan ,ampllo es .el |r]tervalo dg fre-
— B sl o1 o cuencias en que la respuestaasextraordl_narla,, es decir, en
3 e ” que resonaH(Flg. 4). Esta respuesta (J!a m_forrnm:s_obre la
! > naturaleza del sistema o sobre la interan@ntre el sistemay
Vo v el agente causante de la resonancia. Endbdas, por ejem-

plo, la absordn de ener@ luminosa o memica nos puede

dar informacbn sobre las caracfsticas de sus enlaces mo-
leculares [9]; en una regim geogafica la respuesta local a un
presentar un factor de amplificaci resonante. La respuesta sismo puede informar sobre las cardistiizas de su estructu-
transitoria se define como la componente amortiguada de ta geobgica [10]; en una estructura arquitecica la induc-
respuesta y se asocia con la trar@sicentre un estado esta- cion de oscilaciones por agentes naturales nos previene sobre
cionario inicial y el estado final definido por las nuevas con-el riesgo de construir sistemas con cardsteas resonantes
diciones del sistema. Esta respuesta tiene asociado un tiemgoe pueden provocar un comportamiento indeseable [11].
caracteistico requerido para que el sistema migre entre di- El estudio de la respuesta forzada estacionaria de un sis-
chos estados, y es una caraidtita propia del sistema. La tema puede abordarse bajo diversos esquemas (Fig. 5). Una
respuesta forzada estacionaria corresponde a la componemjgroximacbn directa consiste en representar las fuerzas y
de la respuesta del sistema que se estabiliza una vez quelae variables diamicas asociadas al sistema en el dominio
ateriia la respuesta transitorigista refleja los mecanismos del tiempo, es decir, como funciones reales dependientes del
de adaptaéin y de acoplamiento del sistema a la fuerza extiempo. En este caso la respuesta del sistema se dagambi
terna aplicada, por lo que su estudio es nitiypara obtener mediante funciones reales del tiempo y de losap@tros
informacibn sobre el sistema o sobre los mecanismos de acalel sistema. De manera complementaria se puede estudiar el
plamiento deeste con el agente forzante. comportamiento del sistema en el espacio de las frecuencias,

FIGURA 4. Resonancia de los sistemas.

Rev. Mex. Fs. E53(1) (2007) 67-81
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en cuyo caso la fuerzay las variables del sistema se represasignado ax. En este sistema, la enéagabsorbida por el
tan en dicho espacio. En este caso es necesario contar congistema se iguala con la disipada por el elemento disipativo,
esquema de transformaai entre el espacio de las frecuen- caracterizado por el pametroa. Cuando la frecuencia del
cias y el espacio convencional del tiempo real. Este esquenagente forzante es igual a la frecuencia natural del sistema, la
proporciona la manera de pasar de una a otra represemtaci diferencia de fase entre ellos es€. En general, dicha di-
viceversa. En algunos casos es necesario emplear una repferencia de fase vea desde cero hastacon variaciones para
sentaddn de las cantidades relevantes en el plano complej@ste valor ras marcadas cerca de la i@gide la frecuencia
y se requiere un cuidado especial para evitar manipulacionestural.
equivocadas o interpretacioneséereas en el uso de herra-
mientas tales como los fasores, la transformada de Laplace3. Amplitud y fase: la transformada de Hilbert
la transformada de Fourier entre otras.

Los detalles de la respuesta forzada en un sistema simple Dado que los detalles de la amplitud y la fase de la res-
se pueden apreciar al estudiar la respuesta del sistema a UHesta de un sistema oscilatorio son losapzetros impor-

excitacbn senoidal de amplitu#, y frecuencia, es decir, ~ tantes que establecen el grado de pertudradel sistema,
es conveniente introducir una opefatique permite obtener

f+oaf+ (27r1/0)2 f = Bp sen(2rnvi). (2) estainformadn en cualquier caso. En general, tanto la am-
. _ _ o plitud como la fase pueden depender del tiempo, por lo que el
La componente estacionaria de la sobucile esta ecuam,  comportamiento oscilatorio descrito por una exiesiomo

es decir, la forma de |a solum cuando la respuesta transito- | Ec. (3) puede presentar unos Fraetros en un instante
ria ha desaparecido, se puede escribir como

f(t) = Asern2rvt + ¢), Fuerza Sistema
externa }I(r)
donde ft) — — &)
B()

Yy ¢ = arctan <;.f}2)
\/(wg —w?)? 4+ w2a? “o v

y w = 27v. En estas expresionesaigulo inicial de la fasé

es la diferencia de fase entre la respuesta y la fuerza aplicade

cuando es cero se dice que la respuesta y el agente forzaniRepresentacion

se encuentran en fase. de la fuerza Representacién Representacion de
En la Fig. 6 podemos ver que la amplitud de la respuesta €M@ — del Sistema [~  respuesta

del sistema a la fuerza aplicada depende de la frecuencia d F(v) H(v) Gw)

éstalltima. En el ejemplo considerado, la regicercana a

5Hz, la frecuencia natural del sistema, muestra los cambios

mas notables. El ancho de esta teges resultado del valor Ficura 5. Esquema de la respuesta forzada estacionaria.

Respuesta

A:

3 . : : . 3
25 2.5} 1
o™
i
2 2t 2+
o iy
= 5=
8 4
L 15 o 15
E &
a L
g 1 1
<
0.5¢ 0.5+
0 b ’ . ‘ 0 ! -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]

(a) (b)

FIGURA 6. Grafica deA y ¢ como funcon de la frecuenciay = 2y vy = 5 que cumple la condion de subamortiguada.

Rev. Mex. Fs. E53(1) (2007) 67-81
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dado y otros distintos un momento deépuLa Fig. 2 ilustra cambios extremadamentépidos requieren ateriri espe-

esta situadin para una variable que oscilpidamente mien- cial. Fuera de esta sutileza, esta herramienta es muy poderosa
tras su amplitud cambia en el tiempo. En este caso se pueg@ara extraer la informagn requerida.

identificar una curva que define la amplitud de laaeen Como ejemplo veamos la manera en que un sistema 0s-
cada momento, y que recibe el nombre de envolvente de kalatorio simple llega a su estado estacionario. Consideremos
oscilacbn rapida de la variable en cugsti. Si la s@al tiene  un circuito RLC en paralelo con una fuente de corriente os-

la siguiente forma: cilante a una frecuenciay, siendoR el valor de la resisten-
cia, L lainductancia y' la capacitancia. La Tabla Il indica el
s(t) = sm(t) - cos(wt + ¢(1)), ©) comportamiento de cada elemento del sistema; en la columna

entoncess,, (¢) es la envolvente de la osciléci. Un caso ?el tlem[I:)o est? Compogfmzm_o se da comofun; et I
tipico de envolvente variable en el tiempo lo las transmisiof€rencial entre las variables dimicas (ecuadn fundamenta

nes radiales mediante amplitud modulada o los sonidos pré€! €lemento éctrico) para los elementos que componen el

ducidos por instrumentos musicales, donde existe un tiempgSteMa, mientras que en la columna de la frecuencia se pre-
de ataque, sostenimiento y decaimiento de la oséitadia senta la misma rela@n transformada al espacio de las fre-

manipulachn des,,, () es fundamental en largesis artificial  cuencias empleando los llamados fasores [13]. Un fasor es,
y modelado fsico de instrumentos musicales [12]. simplemente, un vector en dos dimensiones. En niogm-

Una de las herramientasasitiles para obtener la am- lar, Ia_l magnitud del vector puede_ re,presentar_la amplitud del
plitud y el angulo de fase instamteos de una &al oscila-  VOlt&je, 0 de la corriente, y su dired determina eangu-
toria con fase y amplitud cambiantes, es la transformada d@ de fase respecto a lafs® de referencia cuyangulo de

Hilbert. Dicha transformada se define para una fondada  [2S€ €s conocido. Dada la equivalencia entrmeros com-
s(t) como plejos y vectores en dos dimensiones, es claro entonces que

los fasores pueden representarse coinmeros complejos.

17 s(7) Los fasores son utilizados generalmente para indicar varia-
5(t) = H{s(t)} = p / ;dﬁ bles que cambian en el tiempo, la impedartide cada ele-
o mento eéctrico lineal, se representa por variables complejas

que indican una especie de “resistencisadiica”. La im-
pedancia de un inductor se obtiene mediante una transforma-
cion en frecuencia, por ejemplo, si tomamos la ecuradife-

5(t) = sm(t) - senlot + ¢(t)], rencial (_jel elemento inductor y le aplicamos la transformada
de Fourier, se tiene que

Si la sdial s(t) tiene una envolvente,, (¢) que modula una
portadora senoidal,

entonces definimos la 8al analticay(t) como

. T . I
y=s(t)+7s(t), V(w) = / V(t)e @tdt = L / %e‘j“’tdt
donde la parte real es la fuidci temporal original y la parte e e
imaginaria su transformada de HilderEs sencillo ver que = jwLl(w),

la magnitud dey corresponde a la envolvente dg), y el

angulo polar de la variable complejacorresponde a la fase dondej es el numero imaginariolfw) es la transformada de
instanfinea. El alculo de la envolvente y la fase se puedenFourier de la corriente. Si definim@y, = jwL, tendremos
realizar de manera muy sencilla usando paquete$mipg-  una ecuadn en el espacio de frecuencdéw) = Zrl(w)

to. Por ejemplo, en MATLAB, se tenidr que araloga a la ecuaén de Ohm en el espacio reafls que
esta vez la resistencia es uainmero complejo. Dado que
sm(t) = abs(y) , los elementos eah conectados en paralelo, es sencillo de-
(t) = unwrap(angle(y)) —wt, mostrar que la ecuamn diferencial del circuito en tiem-

po real puede escribirse en el espacio de frecuencias como
donde se ha empleado la fubniabs para la magnitud de V(w) = Zrl(w), dondeZ; es la impedancia total, en es-
la funcibn anaitica, y unwrap para determinar la fase de te caso dada por la suma de los inversos de las impedancias
una funcon analtica. El comandainwrap permite que los de los elementos:/Zr = 1/Zr +1/Z¢c +1/Z1, tal y co-
angulos se desdoblen continuamente, eliminando las discomo se haiia en un circuito con tres resistencias conectadas en
tinuidades que aparecen cuanddaegulo devuelto alcanza paralelo. Notemos que la fase entre corriente y voltaje se ob-
valores de riltiplos enteros dér (ad, por ejemplo, ehngu-  tiene mediante éingulo polar d&Z+ en el plano complejo,
lo devuelto cuando una furém ha dado tres vueltas dtculo 5 = arctan(Im(Zr)/Re(Z7)).

es6m en lugar de cero). En la fase de la fumtianaitica se En el recuadro central se muestra la echiagiara las
incluye un érmino de la fase instagmiea ¢t) que es &cil de  variables di@micas del sistema en sus dos representaciones:
eliminar, ya que es lineal en el tiempo. tiempo y frecuencia, mientras que en el de la derecha se ilus-

Al obtener la transformada de Hilbert medianédcalos  tra la representaon grfica en el plano complejo de las ex-
numéricos, se debe tener en cuenta que los extremos cgmesiones transformadas.
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TABLA Il. Elementos de un circuito RLC.

Elementogle circuito RLC,R, L, C, y w son constantes positivas

Tiempo Frecuencia
Resistor V =RI I=3 Zr =R v
Im %
_ av ZL 1 (1) S
Capacitor I=C— Zc = —F
dt Zxr jwC it
dl ~
Inductor V=L— Re Z; = jwL
dT 7z
[
Fuente Iy = Bosin(2nvt) I; = BoZ0
25 T T T T 3:5
b=
3
25
= T 2
[
° o4
E = 15
2 b
[
< L 1t
0.5
0 L
; ; . . 05 . ; . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) (b)

FIGURA 7. Envolvente yangulo inicial de la fase para el voltaje del circuito RLC en paralgle= 1/L = 1/C = 1000, V(0) = —1 [V]y
Iy = 2 x 10~ 3ser(wt) [A]. La evolucion de la oscilagin requiere mover éingulo inicial de la fase radianes y la amplitud disminuye a
cero por un instante para degsialcanzar el estado estacionario.

La Tabla Il indica las cuatro variables dimicas para los frecuencia,
elementos del sistema: el voltaje (igual para los cuatro ele- w(C—1L)
mentos), las corrientes del resistor, del inductor y del capaci- B = arctan ( R ) :
tor. La representath giafica de estas variables se puede usar i . _ . )
para determinar las amplitudes y fmsgulos de fase de las va- A muy baja§ frecuenqlas, la corriente Qel inductor domina el
riables eéctricas. La corriente en el resistor siempre tiene I£0MPortamiento del sistemaes negativa. A muy altas fre-
misma fase que el voltaje del circuito, mientras quaege ~ CUencias, es el capacitor el que consunaepramente toda
radianes adelantada en el capacitar 2 radianes retrasa- & corriente de la fuente § es positva.
da en el inductor. El voltaje del circuito ésén fase con la En la condicdn de resonancia, la corriente que sale del
corriente de la fuentebto cuando la corriente del inductor es inductor es consumida en su totalidad por el capacitor y vice-
la misma que la corriente del capacitor, ya que la impedan‘€rsa, la frecuencia de la fuenFe se relaciona con los valores
cia totalZ debed ser un numero real (ieel fasor no tiene  deLy deC mediante la expredinw?® = 1/LC. En este caso

componente ep), y por otra parte, la parte imaginariade € resistor consumitegramente la corriente de la fuente, el
es voltaje del circuito coincide con el del resistor y su fase se

iguala con la de la fuente.
Im(1/Z7) =Im(1/Zr +1/Zc +1/21) = jw(C — L). En la Fig. 7 se presenta un caso particular de la evifuci
del sistema, empleando la transformada de Hilbert para ex-
El caso InZr = 0 es completamente equivalente a la con-traer la amplitud y la fase del voltaje en el circuito utilizando
dicion de resonancia. En otras condiciones, dicha iatede =~ MATLAB. En el caso representado se considera una diferen-
fase depende del valor de los @aretros del sistema y de la cia de fase inicial der entre dicho voltaje y la corriente que
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circula por el circuito. El aalisis de las dxficas presentadas natural del sistema, y en el que se impuso una cowliicii-
indica que la sincrdia entre estas variables se da como re<ial para elangulo de fase de radianes. El trazo temporal
sultado de la erdida de medio ciclo de la oscilaci al pasar de la Fig. 8, oscilograma, no permite ver la inforngacde la

por el cero de amplitud. Aparentemente, en este momento, fase, solo la amplitud. Las figuras de Lissajous de los insertos
fuente establece un dominio sobre el circuito que le permipermiten ver los detalles de las fases para tiempos especifica-
te imponer su fase. Este comportamiento cualitativo se repitdos por las flechas. Las figuras de Lissajous recorren en el
sin importar las condiciones iniciales, ni la frecuencia naturatiempo una trayectoria que inicia como un segmento de recta
del sistema. En el caso de que la frecuencia de la fuente sea el segundo y el cuarto cuadrante y termina como otro seg-
diferente de la frecuencia natural,&lgulo de fase y la am- mento recto entre el primer y tercer cuadrante, pasando por
plitud final toman valores relativos diferentes como se indicaun estado representado por el cero del plano cartesiano. La

en la Fig. 6b. evolucbn del sistema en el tiempo corresponde a un segmen-
to de recta que gira en el sentido contrario de las manecillas
2.4. Espacio fase y figuras de Lissajous del reloj, cuya longitud cambia de un valor inicial a su va-

lor final de estabilidad, pasando por su transfordaen un

La ws_uahzacmn dde lg d:ramf|_ca de I(;)S I_s_lstemas s€ lcguedepunto, el origen de coordenadas en el espacio fase, en un mo-
apreciar con ayuda de las figuras de Lissajous & for- .0 qotarinaqo

malmente, mediante la trayectoria seguida por el sistema en

el espacio fase. Las figuras de Lissajous surgen de graficar en En el caso de que la fuente tenga una frecuencia dife-
los ejes cartesianos a dos variables que cambian en el tiemgente de la frecuencia natural del oscilador, la trayectoria del
En sistemas oscilatorios como el descrito en la éecante-  sistema no termina como un segmento de recta, sino como
rior, en el eje horizontal se puede graficar a la fancilel ~ una elipse cuya orientam describe una evolum similar al
agente forzante (la corriente de la fuente) y en el eje verticataso mencionado (ver Fig. 9). En este caso, sin embargo, la
la variable que representa la respuesta del sistema (el voltaje@yectoria del sistema nunca se deforma en un punto, aunque
del circuito). En el caso ejemplificado en la Fig. 7, para elel semieje mayor de la elipse si pasa por un valorimo en

cual la frecuencia de la fuente es la misma que la frecuenciel momento en que este cambia de cuadrante.

8 T
2 - 2 2
= t=000s = t=08s = t=100s
2 1 g 1 2 1
Br @ 3 3 =
Do ooq B
3 fa) 3
a ) . ,
4 5 ) /’ 2 g
L HPE _
% " S 2 0 B R 2 2= 5
— OrfiEnte de fuente [A] 1 Corriente de fuente [A] 107 Corriente o= fuente [A] «10°
el
@]
=
3
]
=
o
@
)
ko8
]
=
S
4 = \ t=043 =" t=20s 2l il Pt
— o o Q Q ke |
ol i S g (2
fal F—— | L) )
2 @ z
-5 = ] T -1 i
5 5 5
i T— i 2 - T i 3 i g 3
Corments g2 fusnte [A] , 4 ? Cormente g2 fueni2 (4], 4g 2 Corriente de fuent (4], 4g 2
_8 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo [s]

FIGURA 8. Figura de lissajous para el ejemplo mostrado en la Fig. 7. El trazo temporal camkapittmque 6lo se aprecia una remi
continua y resultditil sblo para apreciar la amplitud. Las figuras de lissajous de los insertos permiten ver los detalles de las fases para los
tiempos especificados por las flechas.
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FIGURA 9. Trazo temporalapido y figuras de Lissajous para el ejemplo mostrado en la Fig. 7 modificatocamuna fuente de frecuencia
diferente a la frecuencia natural del oscilador.

El espacio fase de un sistema a@inico simple se cons- mismo soporte o dos circuitos RLC interconectados median-
truye representando en un eje a la variable espagian el  te unresistor. De manera esff@a, consideremos el segundo
otro a la derivada de esta variabléEn el caso de ungmdu-  caso (Fig. 10). El sistema de ecuaciones correspondiente, es-
lo lineal, el espacio fase se construye al asigna@meglulod  critas para las variables de estdde I, es el siguiente:
con un eje y su derivaddd/dt con el otro; el gndulo sin

amortiguamiento con amplitud pedisedescribe una trayec- o 7 Vi—Vo c avy

. . . . . . . fuentel Ly | )
toria elptica, y si se introduce amortiguamiento describe una Ry Rs dt
espiral que se acerca agititamente al origen de coordena- Vo Vo — Vi dvsy
das, su atractor [5]. Para un circuitéeirico RLC en paralelo Ttyente2— R I, — R Ca—rs 4)
sin fuente, se emplea el voltaje del circuito y la corriente del
inductor que es proporcional a la derivada del voltaje. La evo- 163 — dir,
lucibn del sistema presenta las mismas carestieas que el Ly dt
péndulo. Vo o dIp,

Ly dt

3. Acoplamiento de dos osciladores

Una vez discutidos los sistemas oscilatorios, el paso si- Antesde enfrentar este sistema de ecuaciones para ob-
guiente es discutir la interadui entre ellos. La arméay la  (€N€r 1a soludn general, en muchos problemas es prudente
simpata entre sistemas se explican como procesdsnicos ~ POPONer que os voltajes instanieos se representen por las
que surgen de esta interatai siguientes funciones:

Consideremos el caso de dos sistemas oscilatorios aco- . A . R
plados, estos pueden ser, por ejemplo, doslplos sujetos al Vi = Vielretst, Vo = Vae! et
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Vi V, y en la ecuadn anterior se tom en cuenta que;, es muy
[ Tos cercana as Y w,, de manera que; /w, ~ 1y ws/w, ~ 1
H R, 2 El proposito de este ejercicio, ad@snde mostrar las bon-
CT) 2 _—— _—— 2 CT) dades de la supos@@ de que la respuesta se puede describir
por medio de una portadorapida y de una envolvente len-
llm lIC‘l llu I lIcz llraz ta, es llamar la atengh sobre el comportamiento @imico

de los dos pndulos. La presencia del resistor que permite
acoplar las variables&ttricas es un medio que permite des-
FIGURA 10. Dos circuitos RLC acoplados mediante un resistor.  plazar la enefign de un oscilador al otro de manera mutua. La

) analodga es completa con do€pdulos oscilando en el mis-
dondeV; y V> se pueden considerar envolventes de f@be mg plano y sujetos a una sola viga, donde se intercambia la
et de frecuencias,, que acia como portadora, §; y ¢2 energa.

son las fases instameas correspondientes. ~ EnlaFig. 11 los trazos negros corresponden a dos oscila-
Si suponemos que las envolventes y las fases son funcigyres con la misma frecuencia naturg/ws = 1y con una
nes temporales que cambian lentamente y que la portadofgz entre las amplitudes sedfijgual a 2. Ambos sistemas

tiene un cambio temporal relativamente grande, se puede oRmpezaron a oscilar fuera de fase y, por el acoplamiento entre
tener la ecuadin para el inductor de manera aproximada in-g|jos, terminaron en fase. Como tienen la misma frecuencia

tegrando dos veces por partes: natural, no se extrae enéagdel sistema al alcanzar su esta-
. o do estacionario. Dos casos adicionalearegtistrados en esa
I, = /th = /Ve’¢e’“tdt misma figuraw; /ws = 1.0025 y wq /we = 1.005. Conforme

esta rabn entre frecuencias se incrementa, la diferencia de
_ Veiteiwt et d(Vei®) it fase tamkén se incrementa y, adés) la amplitud decae con
N B / iw dt el tiempo masapidamente, disipando eventualmente toda su
enerda por el acoplamiento entre ellos. Es importante obser-
var que antes de que la enkerge disipe por completo, el

w

igivt i) piwt 2(Vpid) piwt
Z,Ve Ll {d(Ve )e +/d (Ve?)e dt]
w

w ¢t iw dt? W comportamiento observado es semejante a la simpatre
Veibeiwt gt d(Veid) sistemas. Si la diferencia de frecuencias naturales es mayor,
L R P la simpata no se manifiesta y la disip&ci de energ es muy
rapida.
Porotro lado, como Es interesante notar que, como ocurre en el caso de un
dVeis)y . o solo osciladorz los cambios acglerados de fase se presentan
— = Vel +iVge', cuando el oscilador correspondiente presenta una baja ampli-

tud. En la Fig. 11, para cuando las frecuencias son iguales,
se puede ver que la amplitud de ambos osciladores decrece
rapidamente hasta que uno de ellos alcanza el cero de ampli-
tud, despés de este momento la amplitud del oscilador que
ﬁa llegado al cero crece a expensas del otro, estabdizse

riablesV; y V5, y separando las partes real e imaginaria se . . .
LY V2, Yy S€P P 9 posteriormente ambos con la misma amplitud.

d(vei¢€iwt)

7 = Vee™! 1+ iVe®e™! + iwVePe?,

obtiene que Cuando las frecuencias naturales de ambos osciladores
. 1 1 Vs coinciden, ambos permanecen oscilando €rdjglas en su
2Vi + <C1R1 + ClR3> 1= Ch Rs cos(¢2 — ¢1), ciclo natural. Sin embargo, cuando sus frecuencias natura-
. . v les no coinciden, el sistema pierde su efeigemediable-
y _n mente sin lograr que la frecuencia sea la misma para los
2Vat (02R2 + CzR3) Ve = CaR3 cos(¢1 = ¢2), dos sistemasg.] La ?:ig. 12 muestra esto con mayor Elaridad,
) Va aqu w; /ws = 1.005 y se ha definido una menor transferen-
2Vigy + (we — 1) Vi = Ol cos(p2 — ¢1), cia de enert@ entre los dos sistemas. La amplitud de los dos

sistemas decae a ce@pidamente, y la fase insténea esta

Wadhs + (s — 1) Vs = CV;% cos(d1 — éo), () cambiando'en el tiempo sin mostrar in'dicios de estabilizarse..
243 En estos sistemas acoplados de osciladores no autososteni-
donde dos, un comportamiento similar a la arm@rse da cuando
9 Ly + Lo la frecuencia natural de ambos sistemas es igual y un com-
We = m portamiento similar a la simpatse da cuando la frecuencia

natural es muy cercana entre ellos. En d€steno caso, la
diferencia de frecuencias naturales de los sistemas acoplados
) 1 ) 1 gue produce simpgt es una funén de la fracdn de energ
w; = —— wy = ——— . . P .
L= L, 27 oLy’ que se acopla entre los sistemas. No se consigue &@mon

Lasfrecuencias de los dos osciladores independientes son
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FIGURA 11. Resultados del sistema de ecuaciones (5) con fnrde frecuencia de los osciladef /w2 = 1, wi/w2 = 1.0025 y
w1 /we = 1.005 etiquetadas en negro, gris oscuro y gris claro respectivamenteiness Icontinuas corresponden a los valores para un
oscilador y lasiheas segmentadas corresponden al otro. A la izquierda aparecen las envolventes y a la derecha aparecen las fases para

sistemas oscilatorios. Es interesante notar que los osciladores empezadisnes fuera de fase y terminan en fase, cuando las frecuencias
son iguales. Cuando las frecuencias son diferentes, la amplitud irremediablemente cae a cero, pero terminan con una diferencia de fase
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FIGURA 12. Resultados del sistema de ecuaciones (5)uggfw, = 1.005. Este caso corresponde a una modificaaiel resistor de
acoplamiento del tercer caso de la Fig. 11 para visualizar el efecto. Se desplintervalo de tiempo de 9 segundos y se muestran las
envolventes (izquierda) y las fases (derecha) para los dos osciladores. Es interesantenmwlas osciladores empezaremadianes fuera

de fase y al transcurrir el tiempo suficiente, ambos osciladores pierden siaesiergcanzar a ajustar sus frecuencias.

simpata si la diferencia de frecuencias naturales es muyeales, con coeficientes constantes, de la forma (2). En ellos
grande. Una manera simple de observar estos efectos, cda-disipacon de enerm aumenta con la amplitud de la os-
siste en realizar experimentos con dos d@dmos sobre una cilacion, de tal manera que, como se aprecia en la Fig. 13,
tabla. La frecuencia natural de los ntegtomos se puede va- se observa una dismindci en la amplitud de su oscil@ei
riar de manera muy simple moviendo unos pesos situados sat evolucionar (excepto cuando la magnitud @eirtino disi-
bre el gendulo [14]. pativo, controlada por el pametroa en la Ec. (2) es cero).
Cuandocx es diferente de cero, la oscilaoi se pude mante-

] ) o ner $lo con ayuda de una fuerza externa, pero en este caso

4. Osciladores no lineales y simpaa el sistema tiende a sincronizarse con la fuerza de ex@itaci

) ] ] que en un &gimen estable, aporta una enargéntica a la
Todos los sistemas oscilatorios de los que hemos hablado §gsipada en cada ciclo de oscilani

pueden representar por medio de ecuaciones diferenciales li-
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En el caso de la ecudsi de van der Pol, el auto-
sostenimiento es afortunado ya que la no-linealidad en el
término disipativo estabiliza la diimica del sistemay lo lle-
va hacia el atractor. Para un sistema descrito por la emuaci
de Mathieu, el cas®; = 0 corresponde a un oscilador amor-

] tiguado y resulta no ser autosostenido. Para el caso eBque

es diferente de cerofia existe una gran regn de la dilmica

del sistema que produce oscilaciones no autosotenidas. Tam-
bién se encuentran regiones, conocidas como regiones de in-
estabilidad (el atractor esta en infinito), y regiones en las que
el termino oscilatorio se comporta como una fuente externa
que respeta la frecuencia natural del sistema y puede produ-
cir, adenas de estados daimicos muy interesantes, oscilacio-
nes autosostenidas.

Energia por ciclo

0 1 2 3 4 5 6
Ampind V] 4.1. Osciladores acoplados que no desaparecen en el
FIGURA 13. La energa extrada como fundin dea aumenta con tiempo, el caso de sistemas de van der Pol
la amplitud de la osciladhn y solo se hace cero cuandes cero.
Tenemos ahora al alcance de la mano el psiip de este
Existen casos en la naturaleza en que los coeficienyes  argculo: ilustrar las caractesticas del acoplamiento entre dos
Vo O son constantes o en que la flortif es altamente no  sjstemas oscilatorios autosotenidos que definen y determinan
lineal en forma de impulsos. Estaimos casos son menos |5 simpata dinamica entreéstos. El oscilador de van der Pol
frecuentes pero muy interesantes. A contindblace presen- cumple la condidn de ser autosostenido (su atractafico
tan, mediante sus ecuaciones de evalndinamica, algunos  gs |a trayectoria final en el espacio fase) y de tener un ritmo

modelos de dichos sistemas: o propio (su frecuencia natural). Nos interesa analizar el com-
Péndulo no lineal(la frecuencia de oscilai disminuye  portamiento diamico de dos de estos osciladores acoplados.
al aumentar la amplitud): En su representamn ekctrica, un oscilador de van der

Pol se construye con un capacitor, un inductor y un resistor
no-lineal, conectados en paralelo. Dos de estos osciladores se
pueden acoplar por medio de un resistor lineal que permite el
intercambio de enefg. Lo que observamos al analizar este
sistema es que si los dos osciladores tienen la misma frecuen-

f+af + (2my)*senf= 0.

Van der Pol (ecuacbn del tiristor, el sistema tiende a la
misma soludn estable):

FHa(f2=1)f+ @2m)? f=0. cia natura_llvo, intercambian enefg para ajustgr éingulo de _
fase relativo a cero. Si los dos osciladores tienen frecuencias
Ecuacion de Mathieu (oscilador pararétrico): naturales diferentes (digama$ y 117’ ), la respuesta dami-
ca dependérde esta diferencia. Cuandg — v es pequia,
f+af+ [(%Vo)z + Bisen(2nv)| f = 0. los osciladores adoptan una misma frecuencia intermedia, por

el continuo intercambio de enéag Esta situaén requiere

A diferencia de la primer ecudm, las dogiltimas se ca- que el oscilador alimentado en forma neta por la fuente, pue-
racterizan porque conducen a oscilaciones autosostenidas,da transferir eneiig al otro, que normalmente queda subali-
gue implica que son sistemas activos en el sentido de que gientado. En dicho estado, se establece una diferencia de fase
son aislados o perturbados, despule un estado transiente fija diferente de cero. A esta condia se le llama frecuen-
continuaan oscilando con pardo y fase definido de mane- temente amarre de fase y hay sistemagmiicos, como los
ra (inica por las caractisticas del sistema. Esto se consigueosciladoresdser, cuyo comportamiento obedece a este tipo
debido a que el sistema incluye una fuente interna de @nergde acoplamiento [15]. Si la diferencia de las frecuencias na-
que compensa la que se pierde por disipacAd por ejem-  turales es relativamente grande, se tendue intercambiar
plo, si las caractésticas del sistema inducen un estado estauna gran cantidad de engugpara estabilizar la oscildmi,
ble con una cierta amplitud de oscilanid,, las oscilaciones resultando imposible el acoplamiento. Los osciladores man-
con amplitudes mayoresésta se caracterizan por tener unatienen, en este caso, sus frecuencias naturales y se observa
pérdida neta de endi@y producéndose una disminumi de la  un batido entre estas dos frecuencias en el elemento que los
amplitud de la osciladin hasta reducirse al valor dgy . Para  acopla.
amplitudes menores quéy, el sistema contiene una fuente El comportamiento descrito para un par de osciladores
interna de enefig que hace crecer la amplitud de osciteci van der Pol acoplados resistivamente se ilustra en la Fig. 14.
hasta llegar &. En el espacio fase, todo esto implica que elEn la piactica, estos osciladores se pueden construir usan-
espacio fase el sistema sigue una trayectoria cerrada, llamada diodos finel como resistores no lineales. Los circuitos
ciclo limite o atractor. ad construidos se pueden mantener oscilando establemente
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cuando la corriente que pasa por el diodoel se encuen- osciladores tiene un cambio brusco 89° en el momen-

tra entre dos valoregnhite, un naximo y un minimo en la  to en que la amplitud de su envolvente desaparecé.l&ll

llamada regin de resistencia negativa. En el ejemplo mos-oscilacbn de dicho oscilador pierde medio fmfo. Cuan-

trado en la Fig. 14, la ecudxi del circuito acoplado se resol- do la diferencia de frecuencias naturales es peg(géaficas

vid numéricamente y se determinaron la amplitud y la fasegris oscuro y gris claro), los osciladores ajustan su frecuen-

instanfineas de las respuestas obtenidas para cada osciladia a una frecuencia intermedia y se establece una diferencia

mediante la transformada de Hilbert. En el caso consideraddge fase diferente de cero, que aumenta cuanto mas diferen-

las condiciones iniciales fueron: el voltaje en el tiempo ini-te son las frecuencias naturales, manéedbse la simp&

cial para un oscilador es iguallavolt y el voltaje en el tiem-  entre ambos osciladores si la diferencia en frecuencias no es

po inicial para el otro oscilador es iguald /2 volt, esto es muy grande. La simp&t se logra ras lentamente al aumen-

Vi =1, V5 = —1/2 y consecuentemente= 7 radianes. tar la diferencia de frecuencias naturales, hasta alcanzar un
Las g@&ficas de la Fig. 14 corresponden a casos con frevalor en que ya no se consigue la simpate los circuitos.

cuencias naturales progresivas. Cuando esta diferencia de fien ese caso, la fase relativa entre los dos osciladores ya no se

cuencias es nula (gfica en negro), la fase de uno de los estabiliza y cambia continuamente con el tiempo.

1.5 T 1 5

Amplitud [V]
Fase [Rad]

0.5 1 15 2
Tiempo [s]

Tiempo [s]

(a) (b)
FIGURA 14. Comportamiento de dos osciladores de van der Pol acoplados mediante un resistdmlderigcuencias es; /ws = 1
(negro),w: /w2 = 1.0025 (gris oscuro) ywi/we = 1.005 (gris claro). Se grafican las envolventes del lado izquierdo y las fase del lado

derecho. Lasiheas continuas corresponden al primer oscilador mientras guiméas Isegmentadas corresponden al otro. Es interesante
notar como los osciladores empezaroradianes fuera de fase y tienden a mantener una fase fija

1.5 v T T 6 : : ;
| 4
1 4t
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= —_
= 2 2k
=} il P
=] —
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(a) (b)
FIGURA 15. Resultados de osciladores de van der PoLgow, = 1.005. A la izquierda aparecen las envolventes y a la derecha aparecen

las fases para ambos sistemas oscilatorios. Es interesante notar como los osciladores empadames fuera de fase y el sistema hace
intentos por amarrar la frecuencia, pero la diferencia es tal que no lo consigue, no saticsisap
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La Fig. 15 ilustra una situatn en la que no se mani- fenbmeno puede usarse para producir una respuesta de ma-
fiesta la simpaa diramica entre los osciladores. Como ve- yor amplitud que la generada por la simple superposide
mos, la diferencia déingulo de fase cambia continuamente,respuestas parciales. Otro uso importante es la inyeactz
geneandose un batido entre las dos oscilaciones y la varidrecuencias erélseres que permite sincronizarlos para produ-
cion perbdica de las envolventes de las respuesta@diicas  cir una frecuencia particular. Tal vez mas impresionante, es
correspondientes, indicando la diferencia en frecuencias néa variedad de sistemas bigicos en que la sincronizéci
turales. se manifiesta. Por ejemplo, los destellos producido por las

Se podra pensar que el encarrilamiento de dos osciladoluciérnagas se sincronizan produciendo un e§geitd natu-
res mediante un acoplamientetil es un caso poco frecuente ral de explicaddn compleja [18]. Existen efectos de sincro-
en la naturaleza, o que su utilidad tedrgita es improbable nizacbn en la actividad neuronal [19] y tiiples ejemplos
o impréactica, sin embargo, ocurre todo lo contrario. Como seen sistemas biogicos [20, 21]. Otros ejemplos son la acti-
comenta en ldiltima secddn de este trabajo, la simpatde vidad colectiva de las&ulas intestinales en los maeros,
dos osciladores es mas comde lo que parece y su impor- la coordinaddn de los movimientos de la columna vertebral
tancia tecndlgica ya ha sido reconocida y se explota graciasle los peces, la sincronizédi del aplauso entre los asisten-
al desarrollo de la nanotecnolag16]. tes a un concierto, la respiraa y el ritmo cardiaco. Se cree
gue la enfermedad de Parkinson tiene que ver con la inter-
accbn colectiva de un grupo particular de neuronas [22]. En
general, la esencia del funcionamiento del cerebro y de los
La manifestadn de la simpaa diramica en la naturaleza relojes biobgicos, radica en la sincronizadi de diversos os-
es muy frecuente y el objetivo de este trabajo fue proporciociladores. Sin duda, el estudio de estofernos sér muy
nar herramientas adecuadas para estudiarla con mayor clafportante durante los pximos dios. A modo de reflen,
dad y al mismo tiempo, marcar la diferencia con la sincro-diremos que el oscilador adnico es tan importante porque
nizacbn forzada. En una gran diversidad de sistemas naturdle alguna manera explica, mediante un modelo simple, una
les percibimos un comportamiento oscilatorio autososteniddiran diversidad de fémenos.

Su acoplamiento &bil lleva a su sincroniza@n o respues-

ta coordinada de sus componentes. Existe una gran variedayradecimientos

de ferbmenos que presentan sincronizacy simpaia: por

ejemplo, los relojes de Huygens, la sincronibacte ins- Este trabajo fa financiado por proyectos de la DGAPA-
trumentos musicales dentro de una orquesta [17] o el acd&INAM (Nos. IN-117806-3 y IN118406-3) y CONACyYT
plamiento entre circuitos eleéimicos. En eliltimo caso, el  (No. 50368).

5. Generalizaciones

i MATLAB la construye con la funéin y=hilbert(s(t)) . 7. L. Glass,Nature(London)410(2001) 277.
ii La dimensbn del espacio fase aumenta con el orden de la g, S.H. StrogatzSync: The Emerging Science of Spontaneous Or-
ecuacdn diferencial. En general la dimebsi del espacio fa- der, Hyperion (New York, 2003).

se corresponde al orden de la ecoadiiferencial. i i i
o 9. G. Gauglitz (Editor)Handbook of SpectroscofgWiley-VCH,
1. C. Huygens(Christiaan Huygens'’ the Pendulum Clock or Geo- New York, 2003).

metrical Demonstrations Concerning the Motion of Pendula As
Applied to Clockglowa State University Press series in the his- 10. B.A. Bolt, Earthquakes(Freeman, New York, 2003).

tory of technology and science, Ames, 1986). 11. C.F. BeardsStructural Vibration: Analysis and DampinI-
2. M. Bennet, M.F. Schatz, H. Rockwood y K. Wiesenfdhdpc. sevier, The Netherlands, 1996).
R. Soc. Lond. 458(2002) 563.

12. H.F. Olson,Music, Physics and Engineerin@over Publica-
3. A. Pikovsky, M. Rosemblum y J. Kurth§ynchronization. A tions, New York, 1967).
universal concept in nonlinear sciencé€ambridge Univer-

sity Press, Nonlinear Science Series 12, Cambridge, 2001). 13. W.H. Hayt, J.E. Kemmerly,Engineering Circuit Analysis

) ] ] i (McGraw-Hill, New York, 2006) 7 edition.
4. V.I. Arnold, Ordinary Differential EquationgMassachusetts

Institute of Technology Press, Massachusetts, 1973). 14. J. Pantaleonéym. J. Phys70(2002) 992.
5. G. Nicolis,Introduction to Nonlinear Scieng€ambridge Uni-  15. R. Lang,IEEE J. Quant. Elect18(1982) 976.
versity Press, Cambridge, 1999). 16. F.B. Mancoff, N.D. Rizzo, B.N. Engel, and S. Tehr&hature

6. D. Smith,A Case Study and Analysis of the Tacoma Narrows  (London)437(2005) 393.
Bridge Failure 99.497 Engineering Project, Department of .
Mechanical Engineering, Carleton University, Ottawa, Cana-”' L\l/lo.lRosemqum and A. Pikovskfzontemp. Phys44 (2003)
da, March 29, 1974. Supervised by Professor G. Kardos. :
http://www.civeng.carleton.ca/Exhibits/Tacorarrovs/ 18. J. Buck y E. BuckSci. Am, 234(1976) 74.

Rev. Mex. Fs. E53(1) (2007) 67-81



OSCILACIONES, ARMONA Y SIMPAT A 81

19. C.M Gray,J. Comp. Neuroscil (1994) 11. 21. E. Posty M.C. Forchhamme¥ature(London)410,420(2002)
168.
20. S.H. Strogatz y |. Stewargci. Am269(1993) 68. 22. P. Tas=t al, Phys. Rev. LetB1(1998) 3291.

Rev. Mex. Fs. E53(1) (2007) 67-81



