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Decisiones de produccion de las empresas
en condiciones de incertidumbre de precios

ABIGAIL RopRriGUEZ NAvA
FrAaNcIsco VENEGAS MARTINEZ*

INTRODUCCION

En esta investigacion, en el matco de la teorfa neoclasica, desarrollamos
tres modelos con enfoques distintos que comparten el propésito de explicar
las decisiones de produccién de una empresa competitiva en condiciones
de incertidumbre en los precios de los insumos y bienes finales. En los
modelos propuestos la racionalidad de empresa se determina a partir de:
1) la maximizacién de la utilidad esperada, 2) la maximizacién de los bene-
ficios esperados y 3) la maximizacién de ganancias con presencia de titu-
los financieros y mercados contingentes.

Las tres vertientes anteriores buscan precisar cudles son los criterios
que una empresa considera para elegir la cantidad de produccién y las
cantidades de insumos que demanda cuando el tnico elemento que se
excluye del marco plenamente competitivo es la informacion perfecta. En
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los escenarios que se exploran, la informacién es simétrica pero incom-
pleta; existe incertidumbre porque no se conocen con certeza los precios
de insumos y bienes finales. En los modelos que se desarrollan a continua-
cién solo se considera la decision de produccion; no contemplamos otras
elecciones de la empresa como la inversién o el financiamiento. La pre-
sente investigacion se concentra en la comparaciéon de los tres enfoques
anteriores destacando sus ventajas y limitaciones en los resultados que
proporcionan.

El presente documento esta organizado de la siguiente manera: en la
siguiente seccioén se presenta la primera propuesta de formalizacién basa-
da en la teoria de la utilidad esperada de Von Neumann y Morgenstern
(1944); en la seccion tres se desarrolla un modelo con base en la maximi-
zacion de los beneficios cuando existe incertidumbre en los precios; en la
cuarta seccién se introducen titulos financieros como elemento necesario
para la decisién del productor; por ultimo presentamos las conclusiones
de la investigacion.

LA UTILIDAD ESPERADA RESPECTO A LOS BENEFICIOS

La primera formalizacién conocida, y la més utilizada para representar el
comportamiento de una empresa competitiva en condiciones de incerti-
dumbre de precios, se basa en la teorfa de la utilidad esperada. Se trata de
un marco analitico, desarrollado en primera instancia para representar el
comportamiento del consumidor, en el que los agentes eligen entre alter-
nativas riesgosas (loterfas). Cada una de éstas, proporciona un conjunto
de resultados posibles a los que se les asocia una distribucién de probabi-
lidad objetiva y conocida. Con el propésito de trasladar la nocién de utili-
dad esperada a las decisiones de la empresa, revisamos rapidamente algunos
conceptos basicos.

Definicién 1. Una loterfa simple, L, es un vector de probabilidades

L=(pi, .., Pn), donde pn= 0 para toda N, y Z:Ll p,=1.
En una loterfa cada pn se interpreta como la probabilidad de que el
N-ésimo resultado ocurra, 1 < n< N . Asi, cada resultado posible proviene
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de una variable aleatoria de la que se conoce su distribucion de probabi-
lidades. En este escenario, cada uno de los n posibles resultados puede
interpretarse como la realizacion de diferentes condiciones de la natura-
leza en un instante de tiempo, o bien como la realizacion de condiciones
del mundo similares en distintos instantes del tiempo. Por tanto, la teoria de
la utilidad esperada no implica necesariamente la eleccion intertemporal.

Definicién 2. Una funcién de utilidad esperada del tipo Von Neumann-
Morgenstern U:L. — R &s la asignacion de nimeros (Us,..., Uy) a los N
resultados posibles, tales que para cada loteria simple L = (py, ..., pn)e L,
se tiene: U(L) = ups + ...+ unpn. Asi, la utilidad esperada de una loteria es
el valor esperado de las utilidades de los N resultados posibles.

La utilidad esperada permite jerarquizar las preferencias de los agentes
no solo en términos ordinales, sino también en términos cardinales; esto
es asi porque la incorporacién de probabilidades de los sucesos permite al
individuo decidir que tan preferible es un resultado a otro. Una conclusion
importante en la teoria de utilidad esperada es el siguiente resultado:

Teorema de la utilidad esperada: si una relacion racional de preferen-
cias, >, definida sobre el espacio de loteria L, satisface los axiomas de
continuidad e independencia, entonces la relacion de preferencias admite
una representacion en términos de la utilidad esperada, es decir, dadas
dos loterias L = (p,, ..., py) Y L' = (P'1, ..., p'w), entonces L-L"si y solo si

Z:‘:lun P = Z:lzlu" p'n'

En este contexto, la decision de la empresa consiste en elegir el nivel
de produccién con el que se espera obtener la maxima utilidad de los
beneficios; los beneficios resultantes son inciertos, porque dependen de
los valores que puedan tomar las variables aleatorias asociadas a los precios
de los bienes terminados, 0 a los precios de los insumos.

Criterio de eleccion del nivel de produccion

La propuesta basica para modelar la decision de las empresas se debe a
Sandmo (1971) quien supone que la actividad de la empresa puede repre-
sentarse por las siguientes funciones:
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F(x)=C(x)+B [1]
IT(x)=Px-C(x)—-B 2]

En la ecuacién [1] se expresa que la funcién de produccién del bien X,
F(X), depende de los costos vatiables C(X) y de los costos fijos B. En la
ecuacion [2] se definen los beneficios como la diferencia entre los ingresos
obtenidos por la venta del producto, PX, y los costos de produccion.
Sandmo supone que los precios, P, de las unidades producidas son una
variable aleatoria con funcién de densidad f(P) y valor medio esperado
E[P] = u. No existe incertidumbre asociada a los precios de los insumos.
En este caso, la utilidad esperada de las ganancias (funcién tipo Von
Neumann-Morgenstern) es:

E[U(Px-C(x) - B)] [3]

La funcién de utilidad de la empresa U(II) es concava, continua y
diferenciable (especificamente, la utilidad marginal de las ganancias es
positiva, pero decreciente). L.a concavidad de la funcién de utilidad expresa
que la empresa muestra aversion al riesgo.

De la ecuacién [3] se obtienen las condiciones necesatias y suficientes
para un maximo:

Elu am(P-C'()]=0 [4
Elu"@m(P-c'(x) ~uranc(x)<o 5]
La condicién [4] puede reescribirse como:
Elu amp]= EU ame ()

o bien:

E[U'dn)(P-w)]=EU'I1)(C'(x) - w)] [6]
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A partir de esta Ultima ecuacion se obtiene:
C'(X)<p [7]

De [7] se deduce que en el nivel de produccién 6ptimo, el costo marginal
debe ser menor o igual al precio esperado.

Grados de incertidumbre

Sandmo (1971) incluye en su propuesta la comparacion entre las decisiones
de una empresa cuando no existe incertidumbre en los precios y cuando si
existe. Al respecto, la comparacion cardinal entre U'(IT) y U [E(IT)]
depende de la relacion existente entre Py u. Ademas, Sandmo realiza una
prueba de dominancia estocastica de segundo orden para comparar entre
dos alternativas riesgosas. Para ello, propone expresar el precio aleatorio
de un bien como yP + 6 y con el fin de preservar la media esperada de los
precios establece que:

dE[YP+6] =0
de/dy=—u

Junto con Sandmo, Batra y Ullah (1974) intentan probar que el volumen
del producto elaborado por una empresa tiende a disminuir ante el incre-
mento en la incertidumbre de los precios, medida a través de la varianza
de éstos, v, y bajo el supuesto de que el coeficiente de aversion absoluta al
riesgo es decreciente en las ganancias, es decir,

oX . ORA —_u'{an
aRa =
787 < 0, siempre que ST <0, donde R; T

Mas adelante, Ishii (1977) generaliza el resultado anterior a partir de un
supuesto menos restrictivo; es suficiente que el coeficiente de aversion
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absoluta al riesgo sea no creciente para asegurar que ante el incremento en
la incertidumbre del precio del bien elaborado, se reduzca la produccion.

En un estudio mas reciente Eeckhoudt y Hansen (1980), muestran
un resultado similar para el nivel de produccién de la empresa, basandose
en dos supuestos: 1) la empresa es adversa al riesgo (no es relevante el
coeficiente de aversién absoluta al riesgo) y 2) la variaciéon en la incerti-
dumbre de precios estd acotada por la existencia de un precio maximo Pu
y uno minimo Pm, los cuales son diferentes al precio aleatotio original P,
pero que como éste tienen la misma esperanza matematica.

Comentarios al enfoque de la utilidad
esperada de los beneficios

La modelacién de las decisiones de la empresa con base en la teorfa de la
utilidad esperada permite considerar diferentes tipos de unidades econo-
micas productivas, diferenciadas por su actitud hacia el riesgo (aversion,
neutralidad o gusto), en lugar de considerar que todas las empresas son neu-
trales al riesgo.! No obstante, el andlisis esta limitado principalmente por
las siguientes razones:

a) El criterio tradicional de decision entre distintas alternativas de produccion se
basa en elegir aquella alternativa que proporcione el maximo volumen de beneficios.
En términos de la utilidad esperada, se elige con base en el valor esperado de una
loterfa, es decir, comparando las utilidades esperadas. Si bien este criterio es atil en
términos normativos, para la economia positiva no es una adecuada representacion
de la eleccion de una empresa dada la imposibilidad de representar sus preferencias de
produccién a través de funciones de utilidad.

b) En este enfoque, la decisién de la empresa no necesariamente es intertemporal.
Cuando la empresa elige su nivel de produccién se enfrenta a un conjunto de pares
precio-probabilidad en el espacio de loterfas, e indirectamente a los pares utilidad de
beneficios-probabilidad. Cualquiera de esos pares puede ocurrir en un instante del

! En ocasiones se supone que las empresas son neutrales al riesgo sobre la base de los argumentos
de que poseen grandes montos de riqueza, gran cantidad de derechos de propiedad, considerable
experiencia financiera y ficil acceso a los mercados de capitales. Esta idea es sostenida por autores
como Martin Bailey, Costas Azariadis y Joseph Stiglitz.
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tiempo. En el andlisis del comportamiento de la empresa, la intuicién es que siempre
se preferird la loterfa donde el precio mas elevado del bien terminado tenga asociado
una mayor probabilidad; o bien, si la incertidumbre esta presente en los precios de
los insumos, donde la mayor probabilidad se asocie a los menores precios.

) Las medidas de aversion al riesgo no propotcionan resultados invariantes porque
dependen de las funciones de utilidad con que se representen las preferencias.

d) SeconservalaParadoja de Allais? que cuestiona la validez del axioma de independencia.

Por dltimo, sefialamos una extension al enfoque original, la cual consiste
en suponer que los resultados esperados se definen en términos moneta-
rios, es decir, el agente maximiza una funcién de utilidad que depende de
cantidades de dinero (para la empresa esto significa que los precios y los
beneficios se definen en unidades monetarias).?

EL VALOR PRESENTE DE LAS GANANCIAS ESPERADAS

En esta seccién se examina el problema de optimizacién de una empresa
competitiva, la cual busca maximizar el volumen de beneficios esperados
en cada instante del tiempo, cuando no se conoce con certeza el precio del
bien o los precios de los insumos en cada fecha. Observe, en primer lugar,
que en el escenario determinista, la funcién objetivo de la empresa es:*

2 Maurice Félix Charles Allais (naci6 el 31 de mayo de 1911 en Parfs, Francia) es un economista y
fisico francés ganador del Premio Nobel de Economia en 1988 por sus contribuciones pioneras a
la teorfa de mercados y a la utilizacion eficiente de los recursos. Ha sido profesor de la Escuela
Nacional Superior de Minas de Paris desde 1944 y director de su Centro de Analisis Econémico
desde 1946. Entre sus obras destacan A la bUsqueda de una disciplina econdmica (1942) (reeditada con
el nuevo titulo Tratado de Economia Pura en 1952) y Economia e interés (1947). Allais desarroll6
matematicamente los trabajos sobre el equilibrio y la eficiencia de los mercados de Vilfredo Pareto
y Leon Walras. Su nombre estd asociado a la paradoja de Allais, que es un problema de la teoria de
decisiones de 1953 que contradice la teorfa de la utilidad esperada. En mayo de 1987, en el
documento “La condicién monetaria de una economia de mercado”, predijo el lunes negro que
ocurrié el 19 de octubre de dicho afio.

3 La funcién de utilidad esperada definida sobre cantidades monetarias a veces se denomina
funcién de utilidad Bernoulli.

4 El modelo representativo de optimizacion de ganancias de una empresa, en un marco intertemporal
y determinista se debe a Treadway (1969); extensiones de este modelo se pueden encontrar en
Nadiri (1982).
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Max V = ["(pQ -wL, ~G/, Jedt [8]
sa Q =F(K,,L,)-C(K) ]
K=1,-pK,,K(0) =K, [10]

K.,L >0 [11]

Donde px es el precio del bien producido Qy, Lt es la cantidad del factor
trabajo, K es la cantidad del insumo capital, Iy es la cantidad de nuevos
bienes de inversion, W; es el precio del trabajo (salatio real), G el precio
de los bienes de inversion, I' es la tasa de interés y U la tasa de depreciacion
del capital; todas estas variables (excepto la tasa de depreciaciéon) varfan
con el tiempo y su valor es plenamente conocido.

La restriccion [9] establece que la cantidad de bienes producidos, de-
pende de la funcién de produccién F(Ky, Ly) y del costo asociado a la
variacién del capital C(K). La ecuacion [10] establece que la variacién en
el acervo de capital es igual a la inversiéon nueva menos la depreciacion
del capital, con la condicién inicial de que el nivel de capital en el tiempo
t =0 es Ky. Por ultimo, en la ecuacion [11] se establece que la cantidad de
los insumos utilizados debe ser positiva, una condicién necesaria para que se
efectie la produccién. Al resolver el problema de optimizacién anterior,
se obtienen las siguientes condiciones de equilibrio con las que se alcanza
la maxima produccién y beneficios:

F (K, L) =w, (12]

K:(rt+u)gt_FK(Kt"Lt)—’_rtC'(K'), t:Gt/pt [13]
CH(K)

limC'(K)e™ =0 [14]

t—>o
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En la ecuacién [12] se establece que el producto marginal del trabajo debe
ser igual al salario real.

En [13] se expresa que el valor presente del producto marginal del capital
(cuasi-fijo) es equivalente al costo marginal de la inversién. Por dltimo, la
ecuacién [14] establece que el valor presente de los costos marginales de
la variacion en el capital es cero cuando el tiempo tiende a infinito.

Como sefialamos al comienzo de esta seccion, el problema de maximi-
zacion de beneficios con incertidumbre de precios consiste en reproducir
este escenario basico, pero introduciendo como elementos de riesgo la
aleatoriedad en los precios asociados. En este enfoque se supone que los
precios aleatorios se asocian a un espacio fijo de probabilidad (€2, F, P).
Los elementos que definen el espacio de probabilidad son: €, el conjunto
de posibles resultados o estados de la naturaleza, cuyos subconjuntos son
llamados eventos; F, una sigma-dlgebra o conjunto de eventos relevantes;
y P, una medida de probabilidad. La eleccién de la empresa en condiciones de
incertidumbre es en este contexto siempre es una decision intertemporal.

Riesgo de ganancia
Una propuesta representativa del enfoque de maximizacion de beneficios

con incertidumbre de precios se debe a Scott (1983), en donde se supone
que el nivel de ganancias esperadas estda dado por:

E[I1]=F (K, L) -wL - 1K, [15]
Y el valor esperado V de la empresa es:
V= Il E(I1,) —%COV(Ht,Htm)
Cov(I1,,I1") = thm = ptjmctjc{“

o’ = K?*g? [16]

] r
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Donde i es la tasa de interés libre de riesgo, A es el precio del riesgo de
ganancia por unidad del valor de mercado del capital, Cov(I1,,I1") = o™

expresa la covarianza entre los beneficios de la empresa I; y los benefi-
m
t

las ganancias de la empresa | y las ganancias del mercado, 6/ es la desvia-

cios de otras empresas en el mercado T1", p)™ indica la correlacion entre
cion estandar de las ganancias de la empresa, y ;" es la desviacion estandar
de las ganancias del mercado.

El modelo supone que la empresa desconoce el precio de los insumos,
no obstante, los salarios W, y las tasas de interés It vigentes en cada fecha
t, tienen medias conocidas Wy I, y varianzas G, o, independientes entre
si. Formalmente lo que se conoce acerca de los precios de los insumos
capital y trabajo puede expresarse como:

1 ~(r,cf), W, ~(W,G§V), Cov(cf,civ)zo

Con base en las ecuaciones [15] y [16] y suponiendo que existe una tasa de
rendimiento constante permitida legalmente S, el problema de optimizacién
de la empresa es:

Max Zt:il[F(Kth)_WtLt_rth]

{L.K}

2 oinoke) - LFK L] 17)

Donde ¢ es el multiplicador de Lagrange asociado con la restriccién de la
tasa de rendimiento.

Como condiciones de equilibrio para obtener los maximos beneficios
se debe cumplir:

FL(Kt’Lt)Z\Nt (18]

Fe (KoL) =ﬁ[n —gs+2p"o7! ] [19)
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Los resultados [18] y [19] son semejantes a los obtenidos con certidumbre.
En [18] se muestra que en la eleccién Sptima el producto marginal del trabajo
iguala al salario real; en [19] se concluye que el producto marginal del
capital es una proporcion de la tasa de interés del riesgo de ésta y del riesgo
de las ganancias del mercado.

Maximizacién de beneficios
con tasa de interés estocéstica

En el modelo que proponemos a continuacién, suponemos que la empre-
sa desconoce el precio del capital o tasa de interés, pero supone que la
dindmica de ésta se representa a través de un movimiento geométrico
browniano (proceso de Wiener). En este caso, la empresa representativa
maximiza el flujo esperado de ganancias I, es decir:

La empresa representativa maximiza el flujo esperado de ganancias Ilx:

Max E“: f(I)e™|F,(,0<p <1 [20]
Donde p es la tasa de descuento.
sa: dIl, = F(K,,L,)dt —wLdt - K,dR [21]

La ecuacion [21] representa la evolucion de los beneficios I; donde f es
una funcién céncava con primera y segunda derivadas continuas. Las ganan-
cias en cada fecha t, dependen de la produccién F(K;, L) y del costo que
se paga por los factores capital y trabajo. El salario real W, varia con el
tiempo, pero su magnitud se conoce con certeza.

La tasa de interés varia de acuerdo con la ecuacién diferencial
estocastica:

dR = % = (u-8)dt+odz, dZ ~N(0,d) 22]

t



72 ABIGAIL RODRIGUEZ NAVA Y FRANCISCO VENEGAS MARTINEZ

Entonces, [21] puede reescribirse como:

dr1, = F(K,,L,)dt —wLdt — K, (u—9)dt — K,cdZ,

dHt :Ht[F(Kt’Lt)_VVtLI - Kt(M_S)]dt_ KtGdZt (23]
En el problema de optimizacién descrito por las ecuaciones anteriores, la
variable de estado es It la variable de control es Iy, o equivalentemente
las variables Lt y Kt porque para maximizar los beneficios la empresa elige las

cantidades 6ptimas de trabajo y capital.
Definimos ahora:

A0 = ax B[ TR f=vatge™ g
Que puede reescribirse como:

J(TT, ,t) = max E{j“dt f(I)e™ds+ [ (1l )e-PﬂF}
v |[t,0) t s t+dt s t

J(I,,t) = max E{ [ t”dt f(,)e™ds+ [~ J(I1, +dIT,.t+di) Ft}

[t t+at]

Si se utiliza el teorema del valor medio para integrales definidas y la expan-
sion en seties de Taylor de J alrededor de (I1,,t), tenemos que:

J(IL,,t) = E{ f (T1,) e dt + (0)dt + I (IT,, t) + dI (1T, 1) |, }
Donde (0)dt significa que 0(dt)/dt — 0 cuando dt — 0. Si aplicamos el

lema de It6 para una funcién que depende de una ecuacion diferencial
estocastica definida por un movimiento browniano, entonces:
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J(,,t) = E{f (T1,) €7 +(0)dt + I(IT,, )+ J, (Jt +[f (K, L) -wh — K (n-8)]

g

Donde los subindices de J, J, Jir, denotan las primeras o segundas derti-
vadas parciales de la funcién solucién J(I, t).
Si se obtienen los valores esperados en los términos de la ecuacién

1
+EJ”02rthJdt+ J,o.r K.dz,

anterior y se simplifica, obtenemos la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman:

0=max E{f (TT,)e™ + J, + J, [ (K, L)) —w L, — K, (u—3]dt

I

+%J"c52rt2 Kf}: HJB [25]

A partir de la ecuacién antetior y suponiendo que f (I1,) se mantiene cons-
tante durante el instante dt, obtenemos las condiciones de primer orden:

oHJB

=J f (K,L)-J,(u-8)+J,6/r’K, =0 [26]
oK,
aHJB=JrfL(Kt,Lt)—wt =0 [27]
oL,

Junto con la condicién de transversalidad que asegura un valor presente
de los beneficios reales esperados igual a cero.

lim[1e™ =0 28]

t—ow

Si suponemos que J(IT,,t) = J(r,,t) +0(r,) , proponemos entonces como
candidato solucién de [25] a:
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Jr,ty=re™, a>0,0<p<l1 [29]
De la cual, obtenemos las derivadas parciales:
J = _prtmewt
J, =ar*e"
J, =a(a-Dr e

Si se sustituye [29] y sus derivadas en las condiciones de primer orden, y
luego se simplifica, tenemos que:

J f (K, L)=J (u-8)+J, 0;r’K,
ar® e f (K, L) =ar*'e™(u-38)+a(a—-Dr e ™o;r’K,
[ (Ko L) =1 (0=8) + (a-Dr*orK,

f (Ki, L) = (u—8)+(a—Dro;K, [30]

De la segunda condicién de equilibrio:

J fL(K,L)=Jw

fL(K,L)=w [31]
El resultado mostrado en la ecuacién [30] muestra la condicién por la cual
se determina la cantidad 6ptima de capital, el cual se elige donde la produc-
tividad marginal del capital iguale al valor promedio esperado de la tasa

de interés (L — 8) miés la proporciéon (o —1)o;K,. Por dltimo, la ecuacién
[31] reproduce el resultado del caso determinista, si no existe un riesgo
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asociado a la variacién en el tiempo del salario real, entonces la cantidad
6ptima de trabajo debe satisfacer que el producto marginal de éste iguale
al salario real.

Comentarios al enfoque de maximizacion
del valor presente de los beneficios esperados

Es conveniente destacar que el enfoque de maximizacién de beneficios
esperados, en condiciones de incertidumbre, se caracteriza por la presen-
cia de variables que se consideran aleatorias, las cuales requieren de una
especificacion precisa de la funcién de distribucién de probabilidad.

Por otro lado, a diferencia del enfoque de maximizacién de la utilidad
esperada, en el que la actitud hacia el riesgo es un supuesto del modelo
incorporado a través de la forma de la funcién de utilidad, aqui la actitud
hacia el riesgo, por parte de la empresa, se observa en los resultados, cuando
al elegir sus decisiones contempla las caracteristicas de las variables
aleatorias, su nivel promedio y su volatilidad (en nuestro caso, L~ 8y G} ).

Por dltimo sefialamos que este enfoque recupera y extiende el plantea-
miento tradicional determinista de la empresa, tanto el del escenario esta-
tico, como el caso intertemporal.

INCORPORACION DE TiTULOS FINANCIEROS
Y BIENES CONTINGENTES

En esta seccion se considera la presencia de titulos (instrumentos) finan-
cieros asociados a la existencia de mercados contingentes (mercados de
productos derivados) a fin de examinar su influencia sobre las decisiones
de produccion. El escenario bésico consiste en una economia compuesta
pot un conjunto completo de bienes contingentes. Los bienes se distin-
guen entre si por sus caracteristicas fisicas, por su disponibilidad espacial,
su disponibilidad temporal, y de acuerdo con el estado de la naturaleza en
el que son viables. Los conceptos primordiales de este enfoque analitico
se mencionan a continuacion.
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Definicion 3. Para todo bien fisicon=1, 2,..., Nyestados S=1, 2, ...,
S un bien contingente NS es un titulo que otorga el derecho a recibir una
unidad del bien fisico N si el estado S ocurre.

Definicién 4. Dado un conjunto finito de estados, N, y un conjunto
finito de titulos contingentes, S Sea D = NxSla matriz que determina el
nimero de unidades pagadas por el titulo N en el estado S, si span(D) =
{D'0:0 € R"} es el espacio generado port los posibles pagos bajo la eleccion
del vector 0 de titulos, entonces los mercados son completos si se cumple
que span(D) = R® La completitud de los mercados de bienes contingentes
significa que existe igual nimero de titulos, mercados contingentes y estados
de la naturaleza.

La incertidumbre en este escenario esta presente porque 1o se conoce
cudl es el estado del mundo que prevalecera en el futuro y, por lo tanto, no
se conoce con certeza cuales bienes estaran disponibles; la informacién es
incompleta, pero simétrica. En estas condiciones, los agentes economicos
son similares en sus preferencias y tecnologias de produccién; sélo difie-
ren entre si en las expectativas y creencias respecto a la probabilidad de ocu-
rrencia de los eventos futuros.

Contratos de futuros

En esta secciéon examinamos la propuesta de Feder, Just y Schmitz (1980).
Ellos proponen un modelo en el que las decisiones de produccién depen-
den de los precios de los factores y de los precios de los contratos futuros.
En su modelo, la incertidumbre esta presente en el precio spot de los bie-
nes en los mercados futuros, y solo afecta las decisiones de compra y
venta de contratos futuros. En este caso, el problema de optimizacién de
una empresa es:

max EU {P[F(K) - X ]+ (P,X =CK)(1+ 1)} (32]

Donde U es la funcién de utilidad de la empresa, K es el volumen de
insumo, X es el volumen de contratos futuros vendidos, C es el costo por
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unidad de insumo, P es el precio Spot o precio del producto en la fecha de
venta, Py es el precio futuro, I' es la tasa real de interés. La ecuacion [32]
expresa que las ganancias esperadas igualan al valor de la produccién no
comprometida con contratos futuros, mas el valor de los contratos futu-
ros, menos el costo de los insumos.

A partir de [32] se calculan las condiciones de equilibrio:

%Y _EUPR, —C+1)}=0 [33]
OEU : _
W_E{u P,(1+r)-P}=0 [34]

Si {PFK -C(+ I‘)} =Fy {Po (I+r)— P} , entonces

Fe == 1351

Un primer resultado relevante lo proporciona la ecuacién [35]. En este
caso, la decisién de produccion se determina donde el producto marginal
del factor utilizado iguala a la razén entre el costo del insumo y el precio
futuro conocido en el contrato; asi, en la decisiéon de producciéon no influ-
ye la incertidumbre asociada a los precios Spot, ni tampoco la actitud hacia
el riesgo implicita en la funcién de utilidad. El modelo basico se puede
extender para investigar como la incertidumbre de los precios $pot incide
en la decision de comercializaciéon de contratos futuros. A partir de la
ecuacion [34] se escribe:

P
T (1+71)

0

Donde P es el precio Spot observado y Py el precio futuro pactado (precio
forward) para la fecha de entrega del bien. Si se define al volumen de pro-
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ducto sujeto a incertidumbre de precios como: Z = F(K)— X, entonces se
tiene que:

=)

720 P=—
> (1+r)

Al Vv

[306]

Lo que significa, en términos del valor presente, que si el precio futuro
acordado Pyes mayor que el precio $pot esperado P, entonces la empresa
adquiere posiciones cortas en contratos futuros, es decir, vende contratos
futuros sobre el bien en exceso a su produccién planeada Z < 0. Si el
precio futuro acordado es menor que la expectativa del precio Spot, la
empresa especula adquiriendo posiciones largas en contratos futuros Z> 0.
Este segundo resultado reproduce la condicién para la no existencia de
arbitraje (no existen ganancias libres de riesgo) en contratos futuros:

F,=5€e"" [37]

Donde Fy es el precio futuro acordado, § el precio Spot, I la tasa de interés
libre de riesgo y T —t el plazo al vencimiento del contrato. De acuerdo con
[37], si se verifica la igualdad, entonces no existen posibilidades de arbi-
traje; si Fj < Soer(Tft) , es decir, si se estima que el precio futuro acordado
sera menor que el precio $pot observado, conviene adquirir titulos de futu-

r(T-t :
T , entonces conviene

ros de compra del bien; mientras que si F, > Sje
adquirir titulos de futuros de venta del bien.

Es importante notar que en el momento en que un par fecha-evento
ha ocurrido, los contratos futuros deben cerrarse efectuando las transac-
ciones (entregando los bienes) a los precios futuros acordados, lo cual
generara ganancias o pérdidas a las empresas (adicionales al resultado de
optimizacion de la produccion) de acuerdo con la confirmacion de sus

expectativas en precios.
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Contratos de opciones financieras

A continuacién presentamos una propuesta alternativa a la planteada en
la seccién anterior; la diferencia es que ahora suponemos la presencia de
opciones financieras tipo europeo. En este caso, el problema de optimi-
zacion de la empresa consiste en maximizar el valor esperado que obtendra
con la producciéon y con los contratos que lleve a cabo en cada estado de
la naturaleza; la cual se representa con alguna de las siguientes posibili-
dades. Para opciones de compra se tienen dos funciones objetivo:

mafy" o, [RF (X)) -G(X)]+ M |
= macf>™" o [RF(X) - GOX)]+ M max[s, ~K.0lf  [38]

max (>, [PF(X,) - G(X,)]- M, |
= max " o, [RF(X,) - G(X,)]-M max[s; - K 0]
= max>™" o, [PF(X)~G(X)]+ MminK ~S. 0]} (39

Para opciones de venta, se tienen también dos casos:

max{3" oy [RF (X,) - G(X,)]+ Mp, |
= max{Y" oy [PF () ~G(X) ]+ M max|K -5, 0]} 140

max{3""" o, [PF(X,) - G(X,)]- Mp, |
= max " o, [RF(X,) - G(X,)]-M max[K - S, 0]}
=max{Y"" o, [RF(X,) - G(X)]+ M min[s, ~K 0]} 41
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Donde F(X) representa la produccion utilizando el insumo X en el estado
de la naturaleza i (par fecha-evento), G(X) representa la funcién de costos
asociada con la producciéon del bien, o4 es la probabilidad asociada a la
ocurrencia del estado i (note que Zi'iloci =1), M es la cantidad de titulos
de opciones europeas que se adquieren sobre el bien subyacente (que puede
ser el mismo bien producido), Ci es el precio de un contrato call (opcion de
compra) calculado para el estado i, pi es el precio de un put (opcién de venta),
Sr es el precio $pot observado en la fecha de expiracion del titulo, y K es el
precio de ejercicio establecido en el contrato.

Con base en esta notacion, las ecuaciones anteriores expresan que el
valor esperado de los beneficios de la empresa es igual a la diferencia
entre el valor de los productos elaborados y su costo en cada par fecha-
evento, mas las pérdidas o ganancias asociadas al valor de los titulos de
las opciones europeas en cada estado de la naturaleza, es decir, el nimero
de contratos de opciones M por el precio de cada titulo. Especificamente,
en la ecuacién [38] se supone la compra de opciones de compra, en [39] la
venta de opciones de compra, en [40] la compra de opciones de venta y en
[41] 1a venta de opciones de venta.

En el escenario descrito, tenemos un conjunto completo de bienes
contingentes representados en los titulos de las opciones financieras; se trata
de un conjunto completo porque suponemos que existe un contrato all o
put para cada estado de la naturaleza i. En cualquiera de los problemas de
optimizacién descritos, la empresa elige el nivel de produccién del bien y
el numero de titulos de opciones financieras. En todos los casos se obtiene
como condicién de equilibrio:

1 G'(X,
Fix) =) “2)

Lo que significa que la produccién 6ptima en cada estado de la naturaleza
debe cumplir que el producto marginal del insumo iguale a su costo mar-
ginal ponderado por la probabilidad de ocurrencia de ese estado, O;.
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Por otro lado, la eleccién del ndmero de titulos financieros depende de
la relacion entre el precio $pot del bien en los mercados futuros y del precio
de ejercicio pactado. El rendimiento esperado asociado con una posicion
larga en un (all, de acuerdo con la ecuacion [38], establece que se adquieren
mas titulos si se espera que S >2K porque esto generard ganancias a la
empresa si la opcion se ejerce. Para posiciones (@l cortas, dadas en [39],
se adquiriran mas titulos si Sy <K (si se espera que la contraparte no ejerza
la opcién). Las empresas mantendran posiciones put largas [40] si Sy < K,
dado que asi se generaran mas ganancias. Por dltimo, de acuerdo con la
ecuacion [41] la empresa elegira posiciones put cortas si espera que Sr> K.
Una diferencia adicional con el modelo presentado en la seccién anterior
es que las empresas tienen el derecho de ejercer o no la opcidn, lo que
implica que aunque se han pagado los precios de las opciones, los bienes
contingentes pueden ser o no entregados a los precios pactados.

Comentarios a la presencia de titulos financieros
y bienes contingentes

En los modelos de maximizacién del valor presente de los beneficios de
un productor, que incorpora en su decision la presencia de titulos finan-
cieros, los resultados fundamentales son:

a) La incorporacién de titulos financieros significa que en la fecha actual se establecen
contratos para la entrega futura de los bienes (compra o venta). La entrega de los
bienes estd condicionada a la ocurrencia de un par fecha-evento, los precios de
los titulos financieros y los precios futuros son plenamente conocidos y son pacta-
dos en la fecha en que se suscribe el contrato; los precios $pot de los bienes en cada
fecha se desconocen. Silas empresas pueden determinar un conjunto de planes de
produccién, cada uno de los cuales establece para cada par fecha-evento la cantidad
de produccién, las cantidades de insumos requeridos y el precio futuro asociado,
entonces no hay incertidumbre acerca del valor presente del plan de produccion
6ptimo; siempre y cuando exista un conjunto completo de bienes contingentes.
Cuando se afirma que la empresa no toma en cuenta la incertidumbre al decidir
su plan éptimo de produccion, esto significa que no considera sus preferencias o
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actitudes hacia el riesgo. Sin embargo, es importante subrayar que las expectativas
acerca del par fecha-evento que sucederd, si se consideran porque a cada plan de
produccion se asocia una probabilidad de ocurrencia.

b) La empresa no considera en su decisioén de produccion el precio Spot de los bienes que
existira en cualquier par fecha-evento del futuro. Estos precios sélo influyen en sus
decisiones de inversion especulativa, es decir, en el tipo y en la cantidad de contratos
financieros que se elegiran. Este hecho es valido en el caso en que existe un conjunto
completo de bienes contingentes.

CONCLUSIONES

En esta investigacién, hemos presentado tres enfoques alternativos para
estudiar las decisiones de produccion de una empresa cuando existe incer-
tidumbre asociada a los precios del bien producido o a los insumos reque-
ridos; los modelos desarrollados bajo cada enfoque conducen a diferentes
resultados, como se explica a continuacion.

En el enfoque de la teoria de la utilidad esperada, la eleccién del volu-
men de produccién 6ptimo implica seleccionar un conjunto de pares precio-
probabilidad en el espacio de loterfas, de modo que se obtenga la maxima
utilidad. La eleccién no necesariamente es intertemporal. Si el criterio de
eleccion se basa en comparar magnitudes de utilidad esperada, este crite-
rio es débil en términos practicos ante la imposibilidad de representar las
preferencias de producciéon de una empresa mediante funciones de uti-
lidad. En este enfoque se reconoce que las decisiones de producciéon de la
empresa estan condicionadas por su actitud hacia el riesgo, esta actitud
estd implicita en las caracteristicas de la funcién de utilidad que se elige.

El segundo escenario analizado consiste en la maximizacién de las
ganancias esperadas cuando se supone que la incertidumbre estd asociada
con los precios aleatorios. Se trata de reproducir las caracteristicas de un
modelo de produccién intertemporal determinista, s6lo que ahora se
incluye la aleatoriedad de los precios; se supone que en cada instante del
tiempo ocurre un precio aleatorio del cual se conoce su distribucion
de probabilidad. En particular, se ha propuesto un modelo de optimizacién
donde el precio del capital, la tasa de interés, es estocastica porque su
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dinamica puede describirse mediante un movimiento geométrico
browniano. Los principales resultados de este esquema con incertidumbre
en los precios de los insumos son: a) se obtienen criterios similares al caso
determinista para la eleccién del volumen de produccién, se elige pro-
ducir donde el producto marginal del insumo utilizado iguale a su precio
marginal més una fraccion de la volatilidad de los precios; b) el comporta-
miento de los precios aleatorios (su funcién de distribucion de probabi-
lidad, o el proceso estocastico que define su dinamica) permite efectuar
ejercicios de contrastacion empirica; €) la actitud hacia el riesgo por parte
de las empresas incide en la eleccién de produccion a través de la media y
la volatilidad de los precios.

Por dltimo, en el tercer enfoque, la incertidumbre se asocia a la exis-
tencia de bienes contingentes con titulos financieros. En este escenario se
conocen todos los pares fecha-evento posibles y sus respectivas probabi-
lidades, se conocen los precios de los titulos financieros, los precios futuros
de los bienes y los precios $pot asociados con cada estado de la naturaleza.
La empresa maximiza el valor esperado resultante de la realizacion de los
planes de producciéon para cada estado de la naturaleza y de las ganancias
o pérdidas derivadas de la comercializacién de titulos financieros. Si a
estas condiciones se afiade la existencia de un conjunto completo de bienes
contingentes, los resultados son: @) la decisiéon de producciéon no considera
la incertidumbre, es decir, no es afectada por las actitudes hacia el riesgo
de la empresa ni por las expectativas de los precios Spot de los bienes; b) los
precios Spot esperados para cada par fecha-evento sélo complementan el
valor esperado de las ganancias, porque inciden en la decisién de compra
o venta de titulos financieros.
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