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Disefio de perfil de levas por curvas de Bézier

Carlos Acevedo Pefialoza®, Salvador Cardona i Foix**,
Jorge Bris cabrera***

Resumen

En el estudio de la ley de desplazamiento de los mecanismos leva—palpador se puede
utilizar casi cualquier tipo de funcién; comiinmente se ha utilizado funciones
polinémicas, sinusoidales y ciclicas; los métodos tradicionales utilizan polinomios
algebraicos con base candnica y polinomios trigonométricos con base Fourier, siendo
éstos los encontrados en casi todos los textos.

En este trabajo se describe la utilizacion para el diserio de la ley de desplazamien-
tos de curvas Bézier definidas por polinomios algebraicos con base de Bernstein. Las
curvas de Bézier constituyen una buena herramienta para generar las curvas de
desplazamiento, velocidad, aceleracién y sobreaceleracion, debido a que tienen
mejores condiciones de continuidad en los puntos de union de tramos.

Palabras claves: Levas, Curvas de Bézier.

Abstract

For the study of the law of displacement, any type of function can be used. Commonly
it has been used polynomial, sinusoidal and cyclic functions. The traditional methods
utilize algebraic polynomials with canonical base and trigonometric polynomials
with Fourier base, being these used in almost all the texts. The importance of the
present work is the utilization of the non-parametric Bézier's curves defined by
algebraic polynomials with Bernstein base for the law of displacement.
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INTRODUCCION
Lamayor parte delabibliografia basica consultada tratala definicién delaley
de desplazamiento del palpador conlos denominados métodos tradicionales,
los cuales utilizan polinomios algebraicos con base canénica y polinomios
trigonométricos con base de Fourier.

Los polinomios algebraicos expresados con base canénica o monomial han

tenido amplio uso en la definicién de la ley de desplazamiento debido a que
son féciles de manipular. Esta base para grado # consiste en los monomios:

s(6)=2ai6i =a,+af+a,0*+..+a0" (1.1)

1=

La expresion de un polinomio trigonométrico en la base Fourier es:
s(0)=c +S s.sin (i9 ) +c¢,-cos (i0 (1.2)
)=, +3 s 5in (1) e w05 (9]

Donde a, c, y s, son los coeficientes de los polinomios anteriores.
Desarrollo matematico de la curva de Bézier

La definicién de la ley de desplazamiento del palpador por medio de la base
de polinomios de Bernstein de grado n, B”(x)sobre un dominio unitario en
Cardona y Clos (2000).

3"(u)=(n)u’ (l—u)"_i=Cr’;ui(l—u)"_i; i=0,...n (1.3)

Donde

s B'()=0 i${0, ..... ,n}

Con las siguientes propiedades:
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- Satisfacen la férmula recursiva

iE{), ..... ,n}: Bl."(u)= (l—u)Bt.”'](u)+ uB} (u), con B)=1
- Son una particién de la unidad ZB:'” ()=1
- Positividad B! ()=0, u€|o,1]
- Simetria B/ (u)= B! (1 - u)

n—i

I
- Presentan un maximo para la abscisa % =—
n

- Constituye una base numérica estable

En esta base, una funcién polinémica b(u) de grado n se expresa de la
siguiente manera:

pa)= 3,87 () uelo] (14

Dondelos n +1 coeficientes b, se denominan ordenadas de Bézier. El gréfico
de la funcién b(u) se llama curva de Bézier no Paramétrica. Cada ordenada b,
define un punto b, de coordenadas b, = 1/n, b,,) denominado punto de control,
y dada su definicién, se encuentran equiespaciados en el eje de las abscisas.

En la ecuacién (1.4) el polinomio B () se puede interpretar como la
influencia de b, en la curva b(u). Esta influencia es mdxima para u=1 /n, donde
B! (u) presenta su mdximo valor, lo cual coincide con la abscisa del punto b;

esto hace que larepresentacion grafica dela curva tienda a ser préximaaladel
poligono de control de la figura. Por lo tanto, al desplazar verticalmente un
punto b, modificando el valor de su ordenada, la curva tiende a seguirlo y se
deforma en sus proximidades.
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b(u)

b

6

b

, by n

Figura 1. Curva de Bézier. Tomado de Zayas (2001)

Para definir una funcién b(8) con la variable independiente 6 definida en
el dominio no unitario 8 €[ 6, Bf] con la utilizacién de las curvas de Bézier b(u)
definidas en un dominio unitario u €[0, 1], es necesario realizar en la ecuacién
(1.4) el siguiente cambio lineal de variable:

6E[6,6,] »ueclo,1]

u(0)= 3= (15)
f i

Usualmente es necesario la derivada de b(6)respecto a 6, en cuyo caso ésta
se calcula ast:

db(u(@))=db(u)'du(9)=db(u)‘ 1 (1.6)

de de d0  du 6,-6,

La derivada b (u) de un polinomio b(u) de grado n es un polinomio de
grado n’=n-1. En la base Bernstein se puede comprobar que los coeficientes

! . .
b, de la derivada se obtienen como

b =nlb,, -b,) i=0,..,n1 (1.7)

Esto indica que las derivadas r-ésimas en los extremos u=0, u=1 sélo
dependen de los r+1 puntos de control mdas préximos, es decir, en u=0 s6lo
depende de los coeficientes b...b, y en u=1 de los coeficientes b_...b . Por lo
tanto, la imposicién de condiciones de continuidad r-ésima en la unién entre
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dos curvas resulta mds sencilla en la base de Bernstein que en la base canénica
o monomial, ya que sé6lo se ven involucrados r+1 coeficientes de cada curva.

Debido a esto, las curvas de Bézier no paramétrica constituyen una buena
herramienta para generarlas curvas de desplazamiento, velocidad, aceleracién
y sobreaceleracién de trabajo en levas.

Disefo del perfil

Al definir el perfil de una leva es necesario elegir el movimiento del palpador
de acuerdo a los requerimientos de baja o alta velocidad del sistema (Erdman
y Sandor, 1984). Los métodos tradicionales que utilizan curvas parabdlicas,
ciclicas, armonicas, cominmente se han utilizado para sistemas a baja
velocidad, movimiento parabélico con aceleracién y desaceleracién constantes,
parabdlicos con velocidad constante, en algunos casos arménicos simples o
cicloidales. Los movimientos parabdlicos, aunque presentan menores valores
de aceleraciones tedricas que en el caso del disefio del perfil de levas, lo cual
esunaspecto deseable, tienenla desventajarespecto alas funciones arménicas
simples y a las ciclicas de que para intervalos iguales de tiempo el dngulo de
presidén tiene valores menoresy, por lo tanto, el sistema requiere menos fuerza
operativa.

En las levas que trabajan a altas velocidades, la seleccién del movimiento
del palpador no debe estar basado sélo en el movimiento sino en las fuerzas
que acttan en el sistema como resultado del movimiento empleado. Ahora,
conla tendenciamodernahacia mayores velocidades delas maquinas, ha sido
necesario tener en cuentalas caracteristicas dindmicas del sistema y seleccionar
un contorno de leva que minimice la carga dindmica e impida la separacién
de lalevay el palpador.

Disefio de perfil de levas por tramos

El disefio del perfil de levas por tramos es el comtinmente encontrado en los
textos y trabajos existentes. Kloomok y Muffly (1955), a pesar de la amplia
variedad delevasy de sus diferentes formas, hicieron posible estandarizarlas
curvas para un cierto ndmero de tipos de curvas de desplazamiento, siendo
esta estandarizacién la encontrada en la gran mayoria de textos.

Este trabajo muestra el desarrollo de estandarizacién para levas que

trabajan a altas velocidades con leyes de desplazamiento definidas como
curvas de Bézier de grado siete y continuidad en los tramos de transicién de
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altura en subida completa y bajada completa y de grado seis para los tramos
de media subida inicio y final y media bajada inicio y final.

Subida completa

b(u)+ L[35u* - 84u® + 70u° - 200/ |

b (u)+ L[140u° - 420u* + 420u° - 140u°
b”(u)+ L 2[420u2 ~1680u° + 2110u* - 840u°|
b*" (u)+ L 5[840u - 5040u2° + 8400u - 420"

Media subida final
b(u)+ L[5u4— 6u° + 2u6]
b(u)+ L ,[20u® - 30u*+120u°
B
b’(u)+ L ,[60u?-120u+ 60u*
B
b (u)+ L g [120u - 360u” + 240u°]
Bajada completa
b(u)+ L[l— 35u* + 84u° - 70u® + 20u7]
b(u)+ L 5[-140u° + 420u’ - 420u° +140u°
b’ (u)+ L ﬂz[—420u2+168u3— 2100u* + 840u° |
b’ (u)+ L ﬁ3[—840u— 4040u” - 8400u° + 4200u°
Media bajada inicio
b(u)+ L[5u4— 6u® + 2u6]
b(u)+ Lﬁ[zous- 30u* +12°]
b’(u)+ L ,[60u?-120u° + 60U*
B

b’ (u)+ L ﬁs[lzou— 360u° + 240u° |
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Media subida inicio

b(u)+ L[5u4— 6u° + 2u6]
b(u)+ Lﬁ[20u3— 30u* +12u°]

b’(u)+ L ,[60u”-120u° + 60u*]

B

b’ (u)+ L 5 [120u- 360u” + 240u° ]

ﬁ3[
Media bajada final

b(u)+ L[l— 2u+5u*- 6U° + 2u6]

b (u)+ Lﬁ[—2u+ 20u° - 30u* +12u°|
b’ (u)+ L ﬁ2[60u2—120u3 = 60u‘]

b (w+ - s [120u- 360u” + 240u°%]

Figura 1. Curva de Bézier
n=7. Subida completa
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Figura 2. Curva de Bézier
n=7. Bajada completa

Figura 3. Curva de Bézier
n=6.Media subida inicio

Ingenierfa & Desarrollo. Universidad del Norte. 16: 20-31, 2004
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Figura 4. Curva de Bézier
n=6.Media subida final.

Figura 5. Curva de Bézier
n=6.Media bajada inicio
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Figura 6. Curva de Bézier
n=6.Media bajada final

Disefio de perfil de levas para trayectos completos

Una de las mas significativas ventajas que presentan las curvas de Bézier
respecto al proceso de disefio por los métodos tradicionales, es que aunque
anteriormente se defini6 el uso de tablas para disefiar levas con curvas de
Bézier por tramos, igualmente el proceso se puede desarrollar para trayectos
completos con sélo tener en cuenta la posicién de los puntos de control, los
cuales son los encargados de definir el contorno de la leva. A manera de
ejemplo se indica el uso de los puntos de control para definir una leva a
trayectos completos:

trayecto completo
[000011110000]
[00010000-1000]
[001-100-1100]

[01-210-12-10]
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CONCLUSIONES

Laescogencia de las funciones de desplazamiento, velocidad y aceleracién es
un aspecto importante en el disefio de levas. Su manejo en la formulacién
general y en la construccién geométrica hace que se deba tener un buen
criterio de seleccién por parte del disefiador o proyectista de mdquinas.

En las curvas de Bézier se pueden controlar las aceleraciones de la ley de
desplazamiento por medio de la manipulacién de los puntos de control, por
lo tanto se controlalos efectos dindmicos debidos ala aceleracién del palpador,
lo cual no ocurre con el uso de los métodos tradicionales, en los que no es
posible la manipulacién de la curva.

Las curvas de Bézier, comparativamente con los métodos tradicionales,
son mds sencillas de utilizar debido a su naturaleza geométrica intuitiva, es
decir, los polinomios de base canénica o de base Fourier no tienen significado
geométrico, y por lo tanto un determinado cambio en un coeficiente no
produce un efecto intuitivo sobre la forma de la funcién que se va a generar
o que se desea obtener, aspecto éste que no ocurre al utilizar las curvas de
Bézier, debido a que con una correcta manipulacién de los puntos de control
se obtiene el perfil deseado.

Las curvas de Bézier no son un caso particular de disefio para cada leva,
como ocurre en las curvas tradicionales, que tienen la desventaja de que los
coeficientes de los polinomios son el resultado de un sistema de ecuaciones
con sus respectivas restricciones y, por lo tanto, son un caso particular para
cada estudio.

Las curvas de Bézier en los puntos de imposicién de las condiciones de
continuidad en la unién entre los tramos de Detencién, Subida y Bajada, son
mds sencillas de utilizar que las curvas tradicionales, que son mds laboriosas,
debido a la facilidad de manipulacién de los puntos de control.
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