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RESUMEN:

Se estudia la interaccidn de solitones de la ecuacidn diferencial no lineal de Schordinger basada en la aproximacién adiabdtica para
los pardmetros del sistema. Se analiza la dindmica de dos solitones con ganancia y pérdida en amplificacidn. Si la perturbacién no
estd presente, la interaccion de solitones en fase es atractiva y forma un estado ligado. Si los solitones estén en fase con ganancia en
amplificacién, la amplitud crece, pero el periodo de oscilacién del estado ligado y la distancia relativa entre los solitones disminuye.
Para el caso de pérdida en amplificacién, la amplitud decrece y los solitones comienzan a repelerse y por consiguiente, el periodo
de oscilaciones y la distancia relativa entre solitones se incrementan.

PALABRAS CLAVE: teorfa de la perturbacion para solitones, aproximacién adiabdtica, interaccién de solitones con absorcién y
amplificacidn.

ABSTRACT:

The interaction of soliton solutions of the Nonlinear Schrodinger Equation is studied based on the adiabatic approach for the
system parameters. The dynamics of two solitons with gain and loss in amplification is analyzed. If the perturbation is not present,
the in-phase soliton interaction is attractive and forms a bound state. While the solitons are in phase with gain in amplification,
their amplitudes increase; but the period of oscillation of the bound state and the relative distance between the solitons decrease.
For the case of loss in amplification, the amplitude decreases and the solitons begin to repel, consequently, the period of oscillations
and the relative distance between solitons increase.

KEYWORDS: Perturbation theory for solitons, adiabatic approximation, soliton interaction with absorption and amplification.
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INTRODUCCION

La ecuacién no lineal de Schrodinger (Nonlinear Schrédinger Equation-NLSE) es una de las miés
importantes e interesantes en el estudio de la fisica no lineal. Posee soluciones localizadas y coherentes
conocidas como solitones que aparecen con el equilibrio entre el efecto de la no linealidad y la dispersién y
también caracteristicas similares a una particula, pues conserva su estructura (formas y velocidad) después de
interactuar. La NLSE aparece en muchas areas de la fisica como la hidrodindmica, acustica, termodindmica,
fisicas de plasmas, etc. (Bullough y Caudrey, 1980; Hasegawa y Kodama, 1995; Christiansen, Sorensen
y Scott, 2000; Fujioka, 2003). En un sistema perturbado los solitones pueden no propagarse de forma
estacionaria, pero pueden distorsionarse durante el tiempo. La teoria de perturbacién para solitones en
la NLSE fue estudiada por Karpman y Maslov (1977), basada en la transformacién de dispersién inversa
(Inverse Scattering Transform-IST), de Zakharov y Shabat (1972), con un pardmetro espectral variable.
También se aplicé al problema de interaccién del solitén por Karpman y Solovev (1981). El método
desarrollado trata la perturbacién de los datos de dispersion en el problema IST para la NLSE. Debido a la
dependencia temporal del pardmetro espectral, los pardmetros del solitén son dependientes del tiempo (en
aplicaciones 6pticas, que van variando a lo largo de la su propagacién). Karpman, Maslovy Solov’ev pudieron
derivar el sistema de ecuaciones para todos los pardmetros de solitones mediante la aproximacién adiabética.
El progreso de la teoria de perturbacién para solitones ha sido proporcionado y estimulado por conceptos
generales de control de latransmisién de solitén administradas por dispersion (Gordon, 1983; Agrawal, 1989;
Taylor, 1992; Biswas, Milovic y Edwards, 2010). Es necesario resaltar que los modelos NLSE generalizados,
en muchos casos, han estado ligados a conceptos de solitones no auténomos (Serkin y Hasegawa, 2000; Serkin
y Hasegawa, 2002; Serkin, Hasegawa y Belyaeva, 2007). En este trabajo estudiaremos la interaccion de dos
solitones en sistemas con ganancias y pérdidas usando la teoria de perturbacién del solitén de Karpman,
Maslov y Solov’ev.

1. ECUACION DE SCHRODINGER NO LINEAL
Consideramos la NLSE perturbada (Karpman y Maslov, 1977):

. 1 .
oty + |u|2 u = ig(u) (1)

La ecuacion (1) es la base de este trabajo, cuyo primer término nos indica la evolucién temporal. El segundo
toma en cuenta el fendmeno de difraccién, mientras que el tltimo caracteriza la no linealidad y ¢(#) es un
término pequefio, considerado como la perturbacién. La solucidn se busca en la forma (Karpman y Maslov,
1977; Hernandez Tenorio ez al., 2005; Yang, 201 0):

u(x, 1) = n(n)sech{n(n[x — q(]}yexplip(t) - id(1)x] (2)

que tiene cuatro pardmetros ajustables: 7(#) la amplitud, ¢(#) la posicién del centro de masa, ¢(#) la fase,
y (#) la velocidad del solitén. En presencia de perturbaciones, los parametros del solitén varfan lentamente
con el tiempo causando modificaciones en su forma y velocidad.
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2. APROXIMACION ADIABATICA Y FUERZA DE INTERACCION ENTRE SOLITONES

La aproximacién adiabdtica fue desarrollada inicialmente en los afios setenta en trabajos de Karpman
y Maslov (1977) y Karpman y Solov'ev (1981) y representa uno de los enfoques mds universales para
encontrar soluciones tipo solitones para los sistemas no lineales perturbados. La idea original de Karpman'y
Solov’ev consideraba la interaccién entre solitones como una deformacion lenta de los pardmetros (amplitud,
posicion, fase y velocidad). Basada en la teorfa de dispersion inversa, ellos encontraron la dependencia
temporal de los pardmetros de la ecuacién (2), considerando:

1 .
G= kel une* @) (3)
% = % Im [ % e(uytanh z u* () dz, (4)
%:764‘%13@!,\28(”)2"*(5) dz, (5)
%": '71_21,,7 [ 61 - z % tanh 2] u* (2) d= + %(fﬂ —02)+ 9%’ (6)

donde
z=n([x - q(®)]

Para estudiar la interaccidon de solitones se puede buscar la solucién de la ecuacién (1), como la
superposicion lineal de dos solitones individuales que representan la propagacién de ondas, asi la derecha e
izquierda respectivamente:

u(x, )= ui(x, )+ uz(x, 1) (7)
Con solucién para cada solitén expresada por:
ur,2 (x, 1) = n1,2 (Osechini,z (NIx — q1,2 (N]}rexplipr,a (1) — id1,2 (O] (8)
Al sustituir ecuacién (7) en la ecuacion (1) obtenemos el sistema para dos NLSE perturbadas:

oy 1 02u
"or T2 o2

+ [u|2uy = ie(uy) - 2 |2uz — ur2 up* 9)

Louy 1 2wy )
1 b I
i+ 5 o+ lwl?ur = icur) = 2ua2uy — w2 i w0
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donde los términos en el lado derecho describen la interaccién no lineal de dos solitones.

3. CONDICIONES DE INTERACCION PARA DOS SOLITONES

Para el estudio introducimos el pardmetro de separacién de solitones =1« - o). Suamplitud promedia = Lo + m),
diferencias de amplitudes 4, =7, - 7 1, velocidades 8 = 6, - 6, y faces ¢ = ¢, - ¢1. Suponemos que los solitones
tienen una separacién bastante pequefia (9 2 > ¢ 1) y tienen aproximadamente las mismas velocidades y
amplitudes.

|Angl <1 g, lpgl (1 (11)
Considerando en las ecuaciones (9), (10) y ie(#) = iyu, obtenemos la perturbacién completa en la NLSE.
Qupy™ = (y + 21y up + ity 1n™®)|tim|? (12)

dondem, n=1,2m # n.
De las ecuaciones (8), (12) al sistema de ecuaciones (3-6), obtenemos el sistema de ecuaciones para cada

solitdn:
dne _ 1, ¢« .
7 gReJ:m e(upyuy, dz = 2y + (=1)k 43 exp(=27q) sin @, (13)
doy, 1 o
7l glmJ‘_me(uk) tanh z 1} dz = (~1)k 413 exp(—27q) cos ¢, (14)
Bk _ 5 L Re[ % e zul dz = —5p—2q exp(-2ng) sin
ar k PE _op EUf) Z U dZ = —Of —21] €Xp(—27qg) SIN @, (15)
dpr _ . . : 3 . 1,2 2
g = 6n* exp(=2nq) cos ¢ + 2ndy exp(-24q) sin ¢ + 5 (1 + ), (16)
donde £=1,2..

Usando las ecuaciones (13)-(16), obtenemos el sistema de ecuaciones para la diferencia de los pardmetros
de solitones:

dAn .
i = 2vAn+ 813 exp(=21q) sin ¢, (17)

dAO
= 3 -
7 813 exp(—2nq) cos ¢, (18)
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dq_il .
W— zAa,
dp
= 1A

De las ecuaciones (17-20), en particular, sigue que:

d2q 1d

L 9 ps5= 3 _

an 2l AJ = —4n3 exp (—25q) cos ¢,
d2¢

i = 1A= 2yAn + 84 exp (=21) sin ¢,

(19)

(20)

(21)

(22)

Considerando a lo que plantea Karpman y Solov’ev (1981), definimos una funcién compleja Y= 49 +

idy, para la cual se puede obtener la ecuacion:

dY _das | diy .
i di +i— 7l = 2yAn + 8y3 exp (-2nq + ip),

Realizando la diferenciacién de ecuacién (23) respecto al tiempo, obtenemos:

2
(2—,; =2y 7 + 8173 exp(=21q + ip) [ d + nY]+ 24 exp(-2nq + ip) ;72

donde

d(=2nq + ip) _ dn
di 29

+ nY.
Finalmente obtenemos:

ay _ . dAg ( dn ] d
3 2
73 =2y—- 7t 813 exp(—2nq + ip) 9 nY | + 24 exp(—2nq + ip) n

(23)

(25)

Resulta complicada resolver la ecuacién (25) aplicando una serie de simplificaciones basadas en las
aproximaciones definidas en la ecuacién (11). Considerando a y = cte. y % - 2» tomando en consideracion que

dr

y { {1, reducimos la ecuacién (25) a la forma mds simple:

2y 1

an = 210 n

(26)
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4. E1. CASO SIN GANANCIA DE AMPLIFICACION

Considerando el caso cuando y = 0y 7(#) = # es una constante, la ecuacién (26) se puede integrar (Karpman
y Solov’ev, 1981; Maguifia-Palma ez 4/., 2019):

dy _ 1
a2 (27)

Obteniendo

L.
Y=-Ctanh [517(,1 + m], (28)

donde C=C, +iC,y#=#,+i#,son constantes complejas.
Usando la ecuacién (28), se determind la siguiente constante de movimiento usando Y = 49 + id,
(Anderson y Lisak, 1986; Karpman y Solov’ev, 1981).

C2= Y2 -1652 exp(-2nq + ip) (29)
Podemos obtener las férmulas diferencias de velocidad y amplitud de solitones:

AS = —(C1 sinh(nCt+ 2 oc1) + (3 sin(y(Cat + 2 o<2)
- cosh(nCit+ 2 1) + cos(nCat + 2 oc3) (30)

Ap= —Cy sinh(yCyt + 2 ocp) — Cy sin(nCat + 2 ocp)
= cosh(nCt+ 2 ocp) + cos(nCat + 2 ocp) (31)

Usando las ecuaciones (19) y (20), obtenemos las ecuaciones para la distancia y la diferencia de fases de
los dos solitones:

dq _ 71A5: 1 Cy sinh(Cyt + 2 oc1) = Co sin(nCat + 2 o)

dt 2 2 cosh(nC1t + 20c1) + cos(nCat + 2 cp) (32)
dp _ A = —(7 sinh(7Cyt + 2 o) — Cy sin(nCat + 2 <)
ar = cosh(7C7 +2 ocp ) + cos(nCat +2 ocp) (33)

Integrando la ecuacién (32), resulta en:

I 1 [cosh(inlt +2 ocy) — cos(nCat + 2 ocp)
90) = qU =0+ 5 ) R O+ 2 1) F cos(nCal ¥ 2 522 (34)

De las ecuaciones (28) y (29) en # = 0, se pueden obtener las constantes de integracién, considerando las
condiciones iniciales: y =7 1 =%, 400=0,470=0yp =p,.
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Vamos a considerar la dependencia de las distancias entre dos solitones. Para la interaccién de solitones
que estuvieron inicialmente en fase (¢ = 0), la distancia de separacién es

1
q(n =qo+ %ln{COS[ant exp(=1q0)1},

(35)
a) b)
2_
01 2
-2 - o
€. =
_2_
_6_
-8 —4
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
time (7) time (7)
GRAFICA 1

Separacidn relativa de solitones en fase ¢(#) dada por la ecuacién (35) representado con la
dindmica espacio-temporal del par de solitones NLSE y considerando y = 0, las amplitudes
iguales 7 = 1 y las velocidades ceros. Las separaciones iniciales 2) g 0 =2y 6) g o = 3.

Fuente: elaboracién propia.

a) b)
100 100
90 90
80 80
70 70
60 60
50 50
40 40
30 30
20 20
10 10
0 0
-10 0 10 -10 0 10
GRAFICA 2

Dindmica de interaccién de dos solitones en fase ecuacion (35), con y = 0, las amplitudes
iguales 7 = 1 y las velocidades ceros. La separacion inicial 2) g 0 =2y b) g o = 3.

Fuente: elaboracién propia.

Para la interaccién de solitones que estuvieron inicialmente fuera de fase (¢ = 7), la distancia de separacién
resulta:

1
q() =qo+ 2 In{cosh[2n2 t exp(-nqo)1},
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(36)
40 40
35 35
30 30
25 25
20 20
15 15 -
10 10
5 5
0 0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
GRAFICA 3

Dindmica de interaccion de dos solitones fuera de fase ecuacién (35), con y =0, las
amplitudes iguales 7 = 1 y las velocidades ceros. La separacién inicial 2) g g =2y ) g o = 3.

Fuente: elaboracion propia.

La separacion relativa () (¢(¢) = 0 es positiva por definicién y se vuelve negativa en las zonas de unién
como se muestra en la grifica 1 (2) y (), donde obviamente la relacién g(#) = 0 no funciona. Los solitones
cuando estdn en fase forman un estado ligado periédico. En el caso cuando la separacion inicial es pequena,
los solitones colisionan en periodo muy corto (gréfica 2). Cuando los solitones estdn fuera de fase no se forma

el estado ligado cuando y = 0 (grafica 3).
5. EL CASO CON GANANCIA DE AMPLIFICACION

Usando la ecuacién (26) con perturbacion, ahora necesitamos considerar la dependencia con el tiempo que
aceptamos como 7 = 77 o exp(2y%). Se puede ver que la integracion resulta en (Maguifia-Palma ez a/., 2019):

dy 1

1 2
AL Y2 K2~ —ply2- 2 K2

(37)

donde K es una constante compleja, K= K | + iK . La ecuacién (37) nos permite obtener la solucién:

Y :_K&mnh {TI;O-F OC}, (38)

donde # es una constante de integracion, # = #; + i # .

Usando la definicién de la funcidn ¥ = 40 + idy y ecuacién (38), podemos obtener las férmulas para
diferencias de velocidades y amplitudes de solitones:

As—_ |2 Kisinh20) - K sin 20,
1o cosh 201 + cos2@>
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(39)
A= — 2 K sinh 20 + K sin 20
"= 70 cosh2@ + cos 20> (40)
donde se usé la notacién:
_K m .
0; = 2y 2 (exp 2y — 1) + o5 (41)
Se puede generalizar como parai=1,2.
Ki
_ N .
J; 2 m [7(D) = nol + o< (42)
Usando la ecuacién (19), escribimos la ecuacién para la distancia entre solitones:
dg le‘, 1  Kjsinh 20 + K3 sin 20,
dar — 2777 2o cosh20 + cos 20, (43)
Realizando la integracién, obtenemos:
() — n9) (n(?) — n0)
1 l cosh 2 [Kj 29210 + ocy| + cos 2 | Kn 20370 + ocp
) =qo+
4 =40 2n(0) . cosh (2 ocq) + cos (2 oc3)
(44)
De las ecuaciones (23), (29) y (38) obtenemos:
81210 exp(—2nq + ip) + i2ynoAn = —K2 sech2(9 + i) (45)

Los cuatro pardmetros reales K 1, K 5,7 9, o<1 y o<, se determinan a partir de los valores iniciales de 44, 47,
q'y ¢ a través de las ecuaciones (29-32) y (38) en # = 0, es decir:

C . |2 .
Aog + iAo =—(K1 + iKp) |— tanh{oc) + iocp},
no (46)

K=+ \/8778 exp(—270q0 + ipo) + i2ynoAno cosh oc. (47)

Vamos a estudiar el caso particular correspondiente a las condiciones iniciales: 7 1 =72, 400 =0, 4y ¢ =0
y @ = ¢ o. Para dos solitones que inicialmente estd en fase (¢ = 0), la distancia entre dos solitones resulta:
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q()=qo0+ % In {COS [770 exp(-7040) M”

y (49)
Si los solitones estdn inicialmente fuera de fase (¢ = 7), obtenemos la distancia entre dos solitones:
q()=qo+ L {cosh {110 exp(=1090) (- 770)”)
77 y (49

Los solitones cuando estan en fase forman un estado ligado periddico; en el caso de que la separacién inicial
sea pequena los solitones colisionan en periodo muy corto (grafica 5). Las pérdidas (y < 0 ) o ganancias (y >
0) aumentan o disminuyen el periodo de la oscilacion del par de solitones. Dos solitones se repelen o atraen
entre si, y la separacién relativa de solitones g(#) aumentaen (y < 0) o disminuye en (y > 0) cémo se muestra

en la grafica 4.

a) b)

2.0 1

1.5 1

4
1.0 31
2,
0.5 -
1,
0.0 1 0
0 50 100 150 200

q(1)
q(1)

T T

0 20 410 éO 80 1(;0
time (7) time (7)
GRAFICA 4
Impacto de las ganancias y pérdidas en las interacciones de los solitones de la NLSE en
fase ecuacién (48), con amplitudes iguales 7 = 1 y las velocidades ceros después de elegir la
separacion relativa de solitones ) g o = 2 y ganancia y = 0.003, 4) g o = 3 y pérdida y = 0.0022.

Fuente: elaboracién propia.
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a) b)
100

- 120
90 - 110

J
%0 < 100
90

70 ~
o/ 80

60 /
' 70
50 w 60
40 ~ 50

W/
40

30 u
30
20 J 20
10 W 10
0 0

-10 0 10 10 0 10

GRAFICA 5
Dindmica de interaccién de dos solitones en fase con amplitudes iguales 7 = 1y las

velocidades ceros. La separacion inicial 2) g o = 2,y = 0.003y ) g o = 3, y = -0.0022.

Fuente: elaboracién propia.

CONCLUSIONES Y PROSPECTIVA

En el presente articulo se reporta la investigacion de la dindmica de Interaccidn de los solitones perturbados
de la NLSE usando la aproximacién adiabdtica de los pardmetros para las perturbaciones de absorcién y
amplificacion. Sin perturbacién la interaccidn de solitones en fase es atractiva y puede resultarse en formacion
de un estado ligado de dos solitones. Esta solucién tiene comportamiento periddico con oscilaciones de la
amplitud y los puntos de colisién. El andlisis cualitativo de los resultados obtenidos mostré que el impacto
de absorcién a la dindmica de solitones en fase resulta en los siguientes efectos: la amplitud de la solucién
periddica se reduce y los solitones inician a repulsarse, por eso el periodo de oscilaciones de la pareja soliténica
y la distancia relativa entre solitones aumentan. En el caso de amplificacion, la amplitud es creciente y los
solitones se atraen, lo cual resulta en que el periodo de oscilaciones de la pareja soliténica y la distancia relativa
entre solitones disminuye. En el caso de solitones fuera de fase la interaccién es repulsiva, por eso el estado
ligado no se forma.

En prospectiva podemos mencionar que la NLSE se puede aplicar a diversas dreas de la fisica (6ptica,
termodindmica, fisica de plasmas, etcétera) (Taylor, 1992), cuyas soluciones soliténicas han cobrado mucha
importancia por sus aplicaciones tecnoldgicas (principalmente en las telecomunicaciones) (Agrawal, 1989;
Hasegawa y Kodama, 1995), asi como en investigaciones bioldgicas (biosolitones) que tiene aplicaciones en
las ondas neuronales y el ADN (Peyrard y Bishop, 1989). Los resultados obtenidos en esta investigacion son
de mucho interés fisico en general y abre la posibilidad para desarrollar investigaciones con experimentos
reales y computacionales para poder realizar la comparacion cualitativa y cuantitativa de los resultados
que podrian inferir en el desarrollo de nueva tecnologia; asimismo, nos da la posibilidad para ampliar la
investigacién analitica y computacional para la ecuacién general no lineal de Schrédinger con perturbacion
de gananciay pérdida.
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