CIENCIA A o Do Centes
g0~ = ISSN: 1405-0269

ISSN: 2395-8782

ciencia.ergosum@yahoo.com.mx

Universidad Auténoma del Estado de México

México

Modelos Lagrangianos para la
simulacion de fluidos y su aplicacion a la
hidrodinamica marina

Sanchez-Mondragoén, Joel
Modelos Lagrangianos para la simulacion de fluidos y su aplicacion a la hidrodinamica marina

CIENCIA ergo-sum, Revista Cientifica Multidisciplinaria de Prospectiva, vol. 27, num. Esp.4, 2020
Universidad Auténoma del Estado de México, México

Disponible en: https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=10463385002

DOI: https://doi.org/10.30878/ces.v27n4a4

Esta obra esta bajo una Licencia Creative Commons Atribucién-NoComercial-SinDerivar 4.0 Internacional.

. .
@ .3 PDF generado a partir de XML-JATS4R por Redalyc
§r69a‘yc Jf’} g Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto



https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=10463385002
https://doi.org/10.30878/ces.v27n4a4
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

JOEL SANCHEZ-MONDRAGON. MODELOS LAGRANGIANOS PARA LA SIMULACION DE FLUIDOS Y SU APLICACION A LA HI...

Retos de la fisica no lineal

Modelos Lagrangianos para la simulacién de fluidos y su aplicacién a la
hidrodindmica marina

Lagrangian models for the simulation of fluids and their application to marine hydrodynamics

Joel Sdanchez-Mondragon DOL: hetps://doi.org/10.30878/ces.v27n4a4
CONACYT Research Fellow-Instituto Mexicano del Redalyc: https://www.redalyc.org/articulo.oa?
Petriéleo, México id=10463385002

jsmbalam@gmail.com
http://orcid.org/0000-0002-9875-7380
Recepcién: 24 Junio 2019
Aprobacién: 10 Febrero 2020

RESUMEN:

Se describe el método de movimiento de particulas semi-implicito (MPS), el cual es uno de los modelos Lagrangianos més
representativos usados en la simulacién de fluidos. Ademds, se especifican las ventajas y desventajas de las versiones del método
MPS: una basada en la densidad de particulas, otra en la divergencia de la velocidad y la débilmente compresible. Adicionalmente,
para demostrar la capacidad del método, estas versiones se aplican en el problema cldsico de rompimiento de presa en dos
dimensiones. De estos resultados, se comparan las distribuciones del campo de presiones en varias etapas de la simulacién y el
histérico de la presién de impacto en la pared del contenedor por la colisién con el fluido.

PALABRAS CLAVE: modelos Lagrangianos, simulacién de fluidos, método de movimiento de particulas semi-implicito.

ABSTRACT:

The Semi-Implicit Particle Movement (MPS) method, which is one of the most representative models of the Lagrangian models
used in fluid simulation, is described in this work. Moreover, advantages and disadvantages of the MPS method are described:
from the version based on the particle number density, the velocity divergence and the weakly compressible versions. Furthermore,
to demonstrate the method capabilities, these versions are compared on the basis of the classical two dimensional dam-breaking
problem. From these results, the differences on the pressure field distribution on several time steps and the pressure time histories
on the wall impact zone are analyzed.

KEYWORDS: Lagrangian models, fluid simulation, semi-implicit particle movement method.

INTRODUCCION

El estudio de la hidrodindmica tiene un amplio rango de aplicaciones que va desde el movimiento de la
sangre en las venas hasta la formacién de fendmenos naturales como huracanes y ciclones. Estos fenémenos
constituyen un reto para su descripcién debido a su alta no linealidad, a los efectos turbulentos que deben
tomarse en consideraciény, en algunos casos, a la naturaleza multifésica del problema a estudiar. Para analizar
el comportamiento de estos fluidos pueden usarse métodos analiticos, numéricos o a través de experimentos.
Cada uno de estos enfoques proporciona ventajas y desventajas sobre las demas aproximaciones dependiendo
de la complejidad del fenémeno. En algunos casos se pueden obtener soluciones analiticas para las cuales
comunmente es necesario suponer simplificaciones como las que representan geometrias més elementales
o suposiciones que reduzcan las ecuaciones para su solucién (por ¢jemplo una aproximacion lineal). Una
alternativa a las dificultades presentadas por las soluciones analiticas es la representada por los métodos
numéricos, los cuales hacen aproximaciones sobre las expresiones analiticas a través de discretizaciones
espaciales y temporales reduciendo su precisién con respecto a las soluciones analiticas. De esta forma,
los métodos numéricos permiten resolver los problemas en escenarios reales e incluso plantear escenarios
hipotéticos mis complejos que aquellos que pueden resolverse de forma analitica. Sin embargo, una de
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las limitantes de los métodos numéricos es el costo computacional, pues entre mayor sea el dominio o
refinamiento de la solucién mayor serd la cantidad de célculos que se requieren. Por ultimo, se pueden
desarrollar estudios experimentales o mediciones en sitio, los cuales van a proporcionar datos reales y precisos;
la limitante que se tiene en este caso es el costo de las pruebas, el cual suele ser significativamente alto en
comparacion con las soluciones analiticas y numéricas.

Con las consideraciones anteriores, el desarrollo de pruebas numéricas se ha convertido en una alternativa
factible y de bajo costo para el estudio de fenémenos hidrodindmicos con multiples aplicaciones. Los métodos
numéricos aplicados a problemas de hidrodinamica se pueden clasificar en dos grandes grupos: los métodos
Eulerianos y los métodos Lagrangianos. Los métodos Eulerianos requieren la discretizacién del medio
continuo a través del uso de mallas, las cuales son estructuras geométricas que contienen puntos o nodos
donde se resuelven las ecuaciones que gobiernan dicho sistema. Por otro lado, los métodos Lagrangianos no
requieren el uso mallas, ya que consideran la concentracién de las propiedades del fluido en puntos materiales
llamados particulas, por lo cual también se les conoce como métodos de particulas. Una de las ventajas de
los métodos Lagrangianos es que pueden analizar ficilmente superficies libres sin difusiéon numérica debido
a que se sigue el movimiento de cada particula del fluido a lo largo de toda la simulacién sin el uso de
términos convectivos. La descripcion del fluido sin usar mallas de los métodos de particulas proporciona
una de las propiedades mds destacables, pues permite modelar fendmenos en hidrodindmica marina tan
complejos como el comportamiento de oleaje extremo, en donde la fragmentacidn y coalescencia representan
un reto para los métodos basados en mallas. Ademds, otra ventaja es la representacion de la interaccion
fluido-estructura que requiere un proceso de remallado cuando el sélido se mueve en el esquema Euleriano,
mientras que en el esquema Lagrangiano basta con representar la estructura a través de particulas con simples
restricciones, como su movimiento respecto al centro de masa, entre otros. Otra cualidad importante es la
distribucién suavizada de las propiedades de las particulas que se realiza usando una funcién nucleo para
promediar las cantidades fisicas sobre las particulas vecinas. En contraste otros métodos Eulerianos, como
el método de diferencias finitas, no siempre son numéricamente estables durante la fase de fragmentacion
dadas las restricciones del mallado sobre el dominio simulado, como ya se menciond.

Los métodos de particulas pueden clasificarse en 2) los basados en aproximaciones de campo, como el
método de elemento libre de Galerkin (Element Free Galerkin), y &) los basados en aproximaciones de
la funcién nucleo o kernel, como los métodos de hidrodindmica suavizada de particulas (SPH: Smoothed
Particle Hydrodynamics) y el método de movimiento de particulas semi-implicito (MPS: Moving Particle
Semi-implicit). Ambos métodos, SPH y MPS, utilizan particulas para la discretizacién del fluido y calculan
su comportamiento basado en la ecuacién de conservaciéon de masa y en la ecuaciéon de conservacién de
momentum; sin embargo, su idea basica es diferente: el método SPH considera que las cantidades fisicas
de una particula, como la densidad de masa o la velocidad y la presion, no pertenecen a la particula, pero
considera que se distribuyen suavemente alrededor de ella, y la funcién ntcleo se utiliza para calcular la
distribucién de cantidades fisicas. Por otro lado, el método MPS considera que las cantidades fisicas como la
densidad de masa o velocidad pertenecen ala particula y calcula la interaccién entre particulas con la funcién
nucleo.

El método SPH fue desarrollado para resolver problemas en astrofisica por Lucy (1977) y hasido extendido
al estudio de la dindmica de fluidos por Gingold y Monaghan (1977), considerando en su formulacién
original una aproximacién débilmente incompresible. El método MPS fue desarrollado por Koshizukay Oka
(1996) y Koshizuka ez al. (1998) y su principal caracteristica es que emplea un algoritmo semi-implicito para
el acoplamiento entre la presion y los componentes de la velocidad de un fluido incompresible. Los métodos
SPH y MPS son usados comtinmente para la simulacién de fenémenos en fluidos con un comportamiento
altamente no lineal como la fragmentacién y coalescencia del fluido (Koshizuka ez 4/., 1998; Shaoy Lo, 2003).

En los métodos SPH y MPS se define una funcién de interaccién entre particulas por medio de la cual
se distribuyen las propiedades fisicas del fluido (Gingold y Monaghan, 1977; Koshizuka ez /., 1998). Esta
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funcién nucleo depende de un radio de interacciéon permitiendo delimitar la interaccién a los vecinos més
cercanos a cada particula y reduce a su vez el tiempo de computo. Los elementos computacionales en
los métodos de SPH y MPS son por consiguiente un nimero discreto de particulas del fluido con una
distribucién arbitraria determinada por su posicién y que son seguidas en el tiempo usando la velocidad de
cada particula en cada instante de tiempo.

Los métodos SPH y MPS se desarrollan considerando el cambio de posicién de cada particula determinado
a través de la interaccién con las particulas vecinas resolviendo las ecuaciones gobernantes a través de
los modelos de interaccién entre particulas, que estan descritos a su vez por los siguientes operadores
diferenciales: el gradiente, la divergencia, el Laplaciano y un modelo de superficie libre, que es considerado
como condicidn de frontera. Para satisfacer la ecuacién de conservacién de masa, en el caso de los fluidos
incompresibles, la densidad del fluido se considera como constante. Usando esta condicidn, la presion se
calculaen cada instante de tiempo de forma implicita al resolver la ecuacién de Poisson de la presion, mientras
que los otros términos son calculados explicitamente. Para el caso de los fluidos con una compresibilidad
“débil” se pueden usar otras aproximaciones como son las funciones de estado para el célculo de la presién o
factores de relajacién introducidos en la ecuacién de Poisson de la presion.

Los métodos SPH y MPS ha evolucionado ridpidamente debido a su capacidad de reproducir multiples
fenémenos fisicos y por su aplicabilidad en problemas ingenieriles (Koshizuka ez 4/., 1998; Edmond y Shao,
2002; Koshizuka ez 4l., 2008; Dalrymple y Rogers, 2006; Gotoh, 2009; Gotoh y Khayyer, 2016; Gotoh y
Khayyer, 2018). Por ejemplo, estos métodos se han aplicado a problemas de hidrodindmica marina como la
generacion de olas en la aproximacién cnoindal de la teoria no lineal (Koshizuka ez al., 1998; Gotoh ez al.,
2005; Jaime-Ledezma ez al., 2019). Los métodos SPH y MPS también se han aplicado en la teoria no-lineal
para la simulacién de la propagacion y rompimiento de olas solitarias (Ataie-Ashtiani ez al., 2006; Sanchez-
Mondragony Vazquez-Hernandez, 2018). Ademds, se haaplicado el método MPS acoplado con el modelo de
turbulencia SPS-LES a problemas de flujos sobre desniveles (Sahebari ez a/.,2011) y el método MPS acoplado
con el modelo de turbulencia al problema de un generador de olas tipo piston obteniendo perfiles de ola tipo
solitaria y oleaje regular e irregular (Kolahdoozan ez /., 2014).

Otro tipo de estudios en los que se han aplicado los modelos SPH y MPS son los relativos a shipping water
(agua en cubierta) y sloshing (fluidos agitados en contenedores), los cuales pueden provocar grandes dafios
estructurales a barcos o plataformas marinas (Kouh ez al., 2007; Lee ez al., 2011; Shibata ez 4., 2009; Shibata
et al., 2011; Shibata ez al., 2012; Sueyoshi ez al., 2005).

El comportamiento del fluido simulado es validado comtinmente con predicciones tedricas o con
resultados experimentales, en la mayoria de los casos reproduciendo de forma adecuada las propiedades fisicas
de interés como presion y velocidad del fluido. Aun asi, los métodos han presentado algunas dificultades
al reproducir con exactitud la presién hidrostitica y la presién hidrodindmica teniendo problemas de
inestabilidad como oscilaciones numéricas con frecuencias y amplitudes sobrevaluadas en el histérico de la
presidn de impacto y distribuciones anormales en el campo de la presién (Ataie-Ashtiani y Farhadi, 2006;
Khayyer y Gotoh, 2009; Kondo y Koshizuka, 2011; Khayyer y Gotoh, 2011; Lee ez al., 2011; Tanaka
y Masunaga, 2010; Sanchez-Mondragon, 2016; entre muchos otros trabajos). Estas dificultades y otras
relativas a la reduccion del tiempo computacional (Gotoh ez al., 2005; Zhu ez al., 2011) han sido superadas
por medio de una serie de mejoras que se abordardn més adelante.

Este trabajo se desarrolla por medio del método MPS debido a que es uno de los modelos Lagrangianos mas
representativos y a que su desarrollo mas reciente, comparado con el método SPH, supone un drea abierta
para la propuesta de mejoras. En los siguientes capitulos se describira la formulacién del método MPS vy sus
diferentes versiones (la original del modelo incompresible basado en la densidad de particulas, la basada en la
divergencia de la velocidad y la débilmente compresible); asimismo, algunas de las mejoras mds importantes
propuestas a los modelos de los operadores diferenciales se explicardn brevemente. El método MPS se aplica
al problema del rompimiento de presa, dado que es uno de los problemas clésicos para analizar los modelos
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en la dindmica de fluidos computacional, esto por su propia complejidad. En las simulaciones realizadas se
muestran las bondades de los modelos Lagrangianos como herramientas poderosas para modelar problemas
hidrodindmicos complejos. Para esto, se presentard una comparacién entre los resultados de las versiones del
método MPS configuradas con las mejoras propuestas que proporcionen una optimizacion en los resultados.

1. METODO DE MOVIMIENTO DE PARTICULAS SEMI-IMPLICITO

Las ecuaciones gobernantes del método son las leyes de conservacién de masa y momentum; para un fluido
viscoso e incompresible, son la ecuacién de continuidad y la ecuacién de Navier-Stokes, respectivamente:

Dp _
D=0 (1)

g—?:—%vavzmﬁ, )

La ecuacién de continuidad estd escrita respecto a la densidad p para un fluido incompresible. De la
ecuacion de Navier-Stokes 7, representa la velocidad, D/ Dt denota la diferenciacién Lagrangiana que incluye
los términos de conveccidn; el lado derecho de la ecuacién de Navier-Stokes se compone por el gradiente de
presion #P, el Laplaciano de la velocidad v24i para el calculo de la viscosidad (con v la viscosidad cinemdtica)
y 7 fuerzas externas. Es muy importante hacer notar que en la aplicaciéon del método MPS todos los términos
expresados por operadores diferenciales deberdn ser remplazados por los modelos de interaccion de particulas

(Koshizuka y Oka, 1996; Koshizuka ez /., 1998).
1. 1. Modelos de interaccién de particulas

Las interacciones entre particulas en el método MPS estin determinadas por una funcién nucleo, la cual
modela una interaccién finita entre particulas y ayuda a la construcciéon de los operadores diferenciales. A
continuacién se muestran algunas de las funciones nucleo que han sido usadas en diversos trabajos:

w(r) = % —1,para0 < r<rey0,parare < r. Koshizukaeral (1998) 3)
w(r) = e=a(/re)2 para 0 < r< roy0, parare < r. Belytschko ez al. (1996) (4)
w(r)= (1= 1/re)3 (1 + 1/re)3, para0 < r < 1oy 0, parare < 7. Leeeral. (2011) (5)
w(r)= (1 — 1/re)3, para0 < r< rey 0, parare < . Shakibaciniay Jin (2010) (6)

40
Trre?

W(r) = (1= 6772 + 6(11r), para 0= < 0.57¢, w(r) = = 1102 2-2 U—j )3, para 0.57¢ < r
nr e e

<reyO0,parare<r.  ShaoyLo (2003)
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(7)

Estas funciones dependen de 7, la distancia entre dos particulas 7y j, y 7. el radio de interaccién o tamano
del nucleo (kernel size), que determina el radio del 4rea o nucleo de las particulas con las que interactuard la
particula 7. Lo anterior asegura que particula 7 sélo interacttie con un niimero finito de particulas (figura 1).

FIGURA 1
Radio de interaccién entre particulas
Fuente: elaboracién propia.

Dentro de este radio se considera que la funcién nicleo pondera la interaccién con sus vecinos. De esta
forma, en los modelos numéricos discretos de los operadores diferenciales se tiene que entre mds cercanas se
encuentren las particulas mayor sera el valor de la funcién nucleo y por tanto el valor de la interaccién serd
mayor. La formulacidon de una funcién nucleo sigue las condiciones propuestas por Gingold y Monaghan

(1982):
limy, o W7, e) = &(7), (8)
[ow(r, re)dr=1. 9)

De la primera condicién (ecuacion 8) se observa que la funcién ntcleo tiende a considerar una interaccion
puntual a medida que el radio de interaccién tiende a 0, mientras que la segunda condicién supone que la
ponderacién dentro del radio de interaccién es 1 en el dominio determinado por el radio de interaccion.

Cuando la particula i y sus vecinos j se encuentran localizados en r y 5 respectivamente, la densidad del

numero de particulas queda definido de la siguiente forma (Koshizuka ez /., 1998):
= 5 e il — 7, (10)

donde la densidad p ,, en una unidad de volumen se puede aproximar por el nimero de particulas en el
radio de interaccién de la siguiente forma (Koshizuka ez a/., 1998):
<Pn>i

pri= Tody
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Asumiendo que todas las particulas tienen la misma masa, la densidad del fluido se podrd definir
como {p) =m {p,) iconmlamasadelaparticula(Koshizukaeral., 1998). Entonces, se puede considerar
que la densidad del fluido es proporcional a la densidad del nimero de particulas. Para flujos incompresibles
se requiere que la densidad del fluido sea constante, lo cual es equivalente a que la densidad del nimero de

Particulas Ne mantenga constante 7 0.
1. 2. Operadores diferenciales

Los operadores diferenciales en el método MPS son modelados a través de las funciones ntcleo definidas por
Koshizuka y Oka (1996) y Koshizuka ez 4/. (1998) de la siguiente forma: si ¢ es una cantidad fisica escalar y zi
es una cantidad fisica vectorial los operadores diferenciales gradiente, divergencia y el Laplaciano pueden ser
modelados a través de su interaccidn entre vecinos por medio de una funcién de interpolacion de la siguiente

manera:
Vo= iy G5~ 7wl = 7, 12)
Viiyi= 25 oy IG5 7,
75— i (13)
(V2 )y = 205 1oi (- ) w7 - 7, (14)

donde 4 es igual al nimero de dimensiones espaciales, 7 ° es la densidad de ntimero de particulas inicial
gu p p

y A es un pardmetro introducido para mantener la misma tasa de varianza que en las soluciones analiticas y

estd determinado por la expresion:

. J‘w(r)r2 dv
Wy (15)

1. 2. 1. Mejoras a los operadores diferenciales

Para mejorar la estabilidad del método MPS tanto en la distribucién de la presién como en la presién de
impacto representada a través de la historia de la presién de impacto y la estabilidad de la superficie libre
se han propuesto varias mejoras a los modelos. A continuacién se describen algunas mejoras al modelo del
gradiente de presion:

a) La mejora propuesta por Koshizuka et al. (1998) considera el valor mas pequefo de la presién en el
radio de interaccidn 4= min r, 7, miny y lo sustituye por el valor de la presién en la i-ésima particula del modelo del
gradiente original (ecuacién 12) de la siguiente forma:

Pi—b;

1 d j S
<; V P)i= i 10 2 7‘7; e (77— rw(lr — 73 ).
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Con esta mejora se asegura que la fuerza de presion entre particulas sea inicamente repulsiva, lo que evita
el acumulamiento de particulas en determinadas zonas y a su vez evita cambios bruscos en la densidad de
numero de particulas manteniendo la ecuacién de compresibilidad estable.

b) La mejora propuesta por Lee ez al. (2011) considera una interaccidn repulsiva entre particulas en el
gradiente de presién al cambiar el signo en el modelo del gradiente (ecuacién 12):

P]+P,

<—v P)i= Ozm o 5= 7wt = i ),

i —

(17)

¢) La mejora propuesta por Sanchez-Mondragon (2016) considera un término adicional repulsivo entre
la particula 2= min tp, , miny y la particula P; :

1 d 2 PP
< IPi= i 2 [M o G A= A
d 2 p-F . }
[ L . |
{no pit Pjmin omin— 7 (Fimin = F)W(Fimin il) (18)

de tal forma que se garantiza que la interaccidn entre estas particulas sea también repulsiva.

d) Otra variacién a la mejora propuesta por Lee ¢f al. (2011) es la de Khayyer y Gotoh (2008), la cual
considera un término adicional a segundo orden. La expresién se muestra a continuacién:

1 _d P+P-B-b

oV In= i 2 g G b (19)

En cuanto al calculo del operador Laplaciano también se han propuesto algunas mejoras como las
siguientes:

a) Khayyer y Gotoh (2010) consideraron una aproximacion a la construccion del Laplaciano al aplicar la
divergencia al modelo del gradiente. La expresién se muestra a continuacién:

(V2 )= 55 s (Vo Tl — i)~ s V2wl ~ 7). (20)

b) Xu y Jin 2016, aplicando consideraciones similares a las de Khayyer y Gotoh (2010), desarrollan la

siguiente expresi(’)n alternativa:

(% ?i)

Irj = ril2

(V2 )i = zm M}

{(36’1* 2wl = 7i ) + (75— 77) O(Fj -7

(21)

Cada una de las modificaciones a los modelos de los operadores han demostrado mejoras significativas
dependiendo de las aplicaciones propuestas, por lo que en la mayoria de los casos es necesario evaluar cudl es
el modelo que mejor representa el fendmeno a simular.
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1. 3. Modelo de incompresibilidad

El método MPS se desarrolla en dos etapas: en la primera se mueven las particulas usando la ecuacién de
Navier-Stokes sin considerar el término del gradiente de presién y en la segunda se realiza una correccién a
través de la aplicacion del mismo. Suponiendo que al no agregar el término del gradiente de presién no se
cumple la condicién de incompresibilidad (no se mantiene el nimero de particulas constante), entonces la
densidad del ntimero de particulas 7* se desvia del valor constante 7 °. Se puede considerar que la densidad
del ntimero de particulas 7* esta desviado por un valor 7":

n*+ n'=no. (22)

Esta expresion sugiere que la desviacion de la densidad del niimero de particulas 7' se debe a la divergencia
de la velocidad, lo cual se puede expresar de la siguiente forma:

n'

odr V..

(23)

Ademis, suponiendo que la modificacién de la velocidad es derivada del término de la presién de la
ecuacion de conservacion de momentum, se obtiene la expresion:

dt
it = 4G pnv
u p vpr+l, ( 24)
Por ultimo, de las tltimas ecuaciones (ecuaciones 23 y 24) se construye la ecuacién de Poisson para la
presién formulada por Koshizuka y Oka (1996) y Koshizuka ez a/. (1998):
__ pi n*)i—n0
<V2Pn+]>i_7WT' (25)
Esta ecuacidn se discretiza usando el modelo del operador Laplaciano definido por la ecuacién (14), con lo
cual se obtiene un sistema de ecuaciones lineales acopladas. Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene
implicitamente el valor de la presion para cada particula que compensa la densidad de numero de particulas
y el modelo de incompresibilidad.

1. 3. 1. Mejoras al calculo de la presion

La estabilidad numérica del método MPS depende ampliamente del célculo de la presién y de su aplicacion
mediante el gradiente de la presion (véase Lee ez al., 2011). De esta forma, en la ecuacién de Poisson de la
presion (ecuacién 25) se haidentificado que la diferencia en el término fuente entre la densidad de niimero de
particulas (7%) ; (calculada en el paso intermedio) y la constante de la densidad de nimero de particulas

9 representa un problema de estabilidad, pues grandes variaciones de esta diferencia provocan presiones muy
grandes (en la mayorfa de los casos valores no fisicos) produciendo inestabilidades. Por lo anterior, se han
propuesto las siguientes mejoras:

a) La mejora propuesta por Khayyer y Gotoh (2009) estd formulada con términos de alto orden en el
término fuente de la ecuacién de Poisson. La expresién se muestra a continuacion:
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(V2Pn+1y; = 5{’2 [%] - dt2 Zjil ( )2 (xj7 ujj + yij vij)* (26)

Esta modificacién permite considerar la direccionalidad de la diferencia del ntimero de particulas en cada
paso temporal.

) Una mejora a la formulacién de la ecuacion de Poisson que permite obtener valores mds estables de la
presion es la propuesta por Tanaka y Masunaga (2010). En esta modificacion no se considera como término
principal, en el término fuente, a la diferencia de la densidad del niimero de particulas; en lugar de lo anterior
se considera la contribucién de la divergencia de la velocidad en el término fuente de la ecuaciéon de Poisson:

(n)i— no

Pi o
(V2Pn+ly; = Ti‘ (V .i*y;— y* 77 [ (27)

con 0 < y* < 1. Lavariacién a esta formulacién fue planteada por Lee ez a/. (2011) y considera un pardmetro
extra para la estabilidad numérica. La expresion es la siguiente:
2Py, _ (] — ey Py gy o L S0 1O
(V2P = (1= g0y Dy iy e £ I (28)
con 0.01 < »* < 0.05. La ecuacién 28, ademas de mejorar la estabilidad en el célculo de la presion, supone
la reduccién de un paso en el algoritmo original del método MPS dado que no requiere actualizar la posicién
de las particulas en cada paso temporal.
De forma alternativa al célculo de las presiones usando la ecuacién de Poisson en el método MPS, se

pude hacer uso de la ecuacién de estado propuesta por Shakibacinia y Jin (2010) por medio de la siguiente
expresion:

donde ¢ es la velocidad del sonido y el pardametro y = 7.

¢) Otra versién al modelo de incompresibilidad la constituye la mejora propuesta al pardmetro 1 del
operador Laplaciano (ecuacién 15) aplicado a resolver la ecuacion de Poisson. Para esto, Sanchez-Mondragon
(2016) considerd la amortiguacion de las variaciones de la posicion usando las variaciones de la velocidad en
el paso intermedio:

e wyrdv w2 dv
Ty T

~

2
2, (30)

Esta ecuacion presentd mejoras en el cdlculo numérico del histdrico de presién de impacto tanto en la
ecuacién de Poisson de la ecuacién (22), en Sanchez-Mondragon (2016), como en la ecuacién de Poisson
basada en la divergencia (ecuacidn 24), en Sanchez-Mondragon y Vazquez-Hernandez (2018) y Jaime-
Ledezma ez al. (2019).
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1. 4. Condicién en la frontera

La condicién de frontera determinada por Koshizuka y Oka (1996) y Koshizuka ez 4/. (1998) que resuelve el
sistema de ecuaciones implicito en la ecuacién de Poisson para la presién corresponde a asignar el valor de la
presion atmosférica o 0 ala presion de las particulas en la superficie libre, las cuales se definen como particulas
cuya densidad de numero de particulas es menor que un porcentaje de la densidad de nimero de particulas
inicial. Esta condicion se expresa de la siguiente forma:

(n); < pn0. (31)

El pardmetro considera valores entre 0.8 < 4 < 0.99, en este trabajo 8 = 0.97.

En cuanto a los objetos sélidos con los que interactta el fluido, éstos suelen modelarse usando particulas
que tienen asignadas el valor correspondiente a la densidad del material. Para evitar grandes diferencias en la
densidad del numero de particulas en dichas fronteras se colocan una o dos capas de particulas de la pared y
una o dos capas de “particulas falsas”. De ellas, s6lo las de la pared se incluyen en el cdlculo de la presion y las
falsas contribuyen tunicamente en el célculo de la densidad de ntimero de particulas.

1. 5. Formulacién del algoritmo del método MPS

La aplicacién del método MPS estd basada en la condicién de incompresibilidad y esta formulada a través de
un algoritmo de prediccién-correccién (Koshizukaetal., 1998), de tal manera que las velocidades y posiciones
se calculan por medio de la forma discreta de las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales se resuelven para
cada instante de tiempo y, en un proceso iterativo dependiente del intervalo de tiempo dz, se consideran las
siguientes ecuaciones iterativas para la actualizacion de la velocidad y la posicién:

1
ﬁinJrl = 1,71'" + ﬁl" + dt(—;VPl- +vV2 ﬁl' + g,')",

(32)

Fintl = Fn 4 g+l g, (33)

En la etapa de prediccién se considera el célculo explicito de la contribucién de la viscosidad y fuerzas
externas en la forma discreta de la ecuaciéon de Navier-Stokes (ecuacién 2). Posteriormente, de las expresiones
para calcular la presién se construyen los algoritmos para las diferentes versiones del método MPS. En la
figura 2 se observan los diagramas de flujo de las tres versiones del método: la ecuacién de Poisson (ecuaciéon
25) da lugar al algoritmo original del método MPS, de las ecuaciones 27 y 28 se desarrolla el algoritmo del
método MPS basado en la divergencia de la velocidad, el cual se diferencia del algoritmo del método original
dado que el término fuente de la ecuacién de Poisson no depende de los valores intermedios, por ello no
es necesario repetir el paso de busqueda de vecinos (Tanaka y Masunaga, 2010) al reducir la cantidad de
célculos computacionales respecto a la formulacién original del algoritmo. Por tltimo, de la ecuacion 29 se
desarrolla el algoritmo del método débilmente compresible con lo cual se reduce el tiempo de cémputo al no
ser necesario resolver el sistema de ecuaciones de la ecuacién de Poisson para calcular el valor de la presion
en dada particula del fluido (Shakibacinia y Jin, 2010).

En cuanto a la eleccién del paso temporal que permita la convergencia de las soluciones, se considera el
numero de Courant, el cual implica que el intervalo de tiempo no debe ser mayor que la relacién entre la
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velocidad del fluido y el tamafio de la celda o el tamafio de la particula, i. e., 4=, con C el nimero de Courant
(C < 1). Lo anterior implica que la informacién de la particula no debe pasar a otra sin interactuar con su

vecino mas cercano.
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del método MPS MPS basado en la divergencia WC-MPS
de la velocidad

FIGURA 2
Diagrama de flujo correspondiente a los modelos del método MPS
Fuente: claboracién propia.

1. 6. Modelos de turbulencia

En el estudio de hidrodindmica de fluidos es importante el modelado de fenémenos turbulentos, los cuales
se presentan en flujos con niimeros de Reynolds altos, considerando la contribucién del tensor de esfuerzos
de Reynolds (¢) en la ecuaciéon de Navier-Stokes como sigue:

Di_ _ 1lgp,wog+ L
Dt p p

VT +F. (34)
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Para calcular esta contribucién es necesario modelar este fendmeno; de la aproximacién con escala de sub-
particula (SPS: Sub Particle Scale), la viscosidad cinemdtica turbulenta se modela por medio de la siguiente
expresion:

YW_h o 20
pi = Sy 3k, (35)
donde v, es la viscosidad cinematica del remolino, % es la energia cinética turbulenta, ;; es la delta de
g ij
Kroneckery 51]- es la componente del tensor de estrés y estd definida por la siguiente expresion:
L (0w Oui
SU_ z[ax] +67xi N

(36)

a) Usando la aproximacién formulada por Smagorinski (1963), la viscosidad cinematica se puede calcular
con el modelo SPS de simulacién de grandes remolinos (SPS-LES: Large Eddy Simulation) como:

v = (CsAD2 |S], con [S] = (28 Si)172, (37)

con la constante C; = 0.15 usando la formulacién de Gotoh ez 4/. (2001), modelo que ha sido aplicado en
trabajos como el de Sahebari ez al. (2011).

b) Usando el modelo de turbulencia 4 - ¢ la viscosidad cinemdtica se puede determinar a través de la
formulacién propuesta por Shao (2006) como sigue:

n
e (38)

V= Cd

con Cy una constante empirica, C; = 0.09. La energfa cinética turbulenta, £ y la tasa de disipacién de
energfa turbulenta, ¢, se obtienen resolviendo las siguientes ecuaciones acopladas:

Dk _ . (vt _
5=V [Uk ij+ Pi—e, (39)

De _ g (Yiyely e P o0 B2
Dt—V(%VL]nLclngk czgk, (40)

cono =1.0,0. =1.3,¢1. = 144 yc,. = 1.92 constantes empiricas y P la tasa de produccion de turbulencia
(Shao, 2006). En dos dimensiones y coordenadas cartesianas P;, estd definido como (Shao, 2006):

Pr=v 2al2+28—vz+ %+8—VJZ
k=Y 2 ox dy a ") P (41)
donde la divergencia del tensor de estrés se tiene que resolver para cada intervalo de tiempo
independientemente del modelo de turbulencia usado.
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2. EJEMPLOS DEL METODO MPS

Los ejemplos del método MPS en sus tres versiones fueron desarrollados usando los algoritmos de la figura
2. Las condiciones iniciales del rompimiento de presa mostradas en la gréfica 1 fueron usadas por Kondo
y Koshizuka (2011) y Sanchez-Mondragon (2016) para probar las mejoras propuestas en los respectivos
trabajos.

En todas las simulaciones se usaron dos capas de particulas en la pared y dos capas de particulas falsas,
mostradas en verde y rojo respectivamente. Los pardmetros fisicos usados son los siguientes: densidad del agua
1000 kg/m ?, constante de gravedad g = 9.81 /s * y viscosidad cinemética 1.028 x 107 72 2/s. La distancia
inicial entre las particulas es de 0.012 7, el paso temporal es fijo, 0.0014 s en las versiones original y basado
en la divergencia, mientras que para el método débilmente compresible 0.0004 s. La eleccién de los valores
del paso temporal toma en consideracién el nimero de Courant y una serie de pruebas en las que se elige el
maximo valor del paso temporal que mantenga la simulacién estable (resultados de las pruebas no mostrados
para cumplir con las restricciones del tamafio de la publicacién).

O Particulas del fluido
O Particulas de la pared

O Particulas falsas

0.864 m

0.432m

Particula P de la pared

0.864 m

GRAFICA 1
Condiciones iniciales del problema de rompimiento de presa.
Fuente: elaboracién propia.

El caso simulado con el método MPS configurado con el algoritmo original considera el gradiente de la
presion calculado con la ecuacién 18, la ecuacion de Poisson (ecuacién 25), con la correccion del pardmetro
2* de la ecuacion 30, el modelo del Laplaciano para el cilculo de la velocidad (ecuacién 14) y la funcién nticleo
definida por la ecuacion 3 —cabe sefalar que en este caso los resultados difieren de los publicados en Sanchez-
Mondragon (2016) en el valor considerado de la viscosidad cinemdtica—. Los resultados de la distribucién
espacial del campo de presiones para una serie de tiempo se muestra en la grafica 2, los cuales presentan una
distribucion de presiones estable, i. €., con capas bien definidas en estratos y una superficie suave en las zonas
donde no hay rompimiento, por ejemplo en las dos primeras capturas de la grafica 2; con esto se concluye que
la distribucidn de presiones y la superficie simulada son estables.

El caso simulado con el método MPS basado en la divergencia de la velocidad considera el gradiente de la
presion calculado conla ecuacion 18, la ecuacion de Poisson con la correccién de la divergencia de la velocidad
(ecuacién 28), la correccidn del pardmetro de la ecuaciéon 30 y el modelo del Laplaciano para el calculo de la
velocidad (ecuacién 14) y la funcién nucleo definida por la ecuacidn 5. La gréfica 3 muestra los resultados
de la distribucién espacial del campo de presiones para una serie de tiempo. Estos resultados evidencian una
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distribucién de presiones estable, pues el campo de presiones presenta una distribucién bien definida y una
superficie cuasiestable debido a que se tiene una superficie con algunas rugosidades y en algunos casos salen
disparadas particulas fuera de la superficie libre sin coincidir con el comportamiento real, ya que la superficie
mostrada en las dos primeras capturas tiene algunas irregularidades (comparar con las respectivas capturas
de la grafica 3).

El caso simulado con el método WC-MPS considera el algoritmo propio del método basado en la ecuacién
de estado para el clculo de la presion (ecuacién 29), el gradiente de la presién calculado con la ecuacién 18)
y el modelo del Laplaciano para el célculo de la velocidad (ecuacién 21), la funcién nucleo definida por la
ecuacion 6y se usé el modelo de turbulencia SPS-LES (ecuaciones 35-37). La gréfica 4 ilustra los resultados
de la distribucién espacial del campo de presiones para una serie de tiempo. Estos resultados muestran una
distribucidn de presiones y superficie cuasiestable, dado que las distribuciones de presiones no son uniformes
(como se puede comparar con las distribuciones de presién en las gréficas 2y 3), ademds de que en la superficie
existen particulas libres con comportamientos inestables provocando una superficie libre con rugosidades.

En la gréfica 5 se muestra el histdrico de la presién de impacto en la particula de la pared P, expuesta en la
grifica 1. Este histérico de la presion se obtiene del calculo numérico en cada paso temporal de la respectiva
simulacién, pues al ser consideradas como particulas las paredes del contenedor también se resuelven estos
valores. Se puede observar que el comportamiento de las presiones en el método MPS con la formulacién
original (con base en la configuracién de Sanchez-Mondragon, 2016) y con la formulacién basada en la
divergencia de la velocidad (con base en la configuracién de Sanchez-Mondragon y Vazquez-Hernandez,
2018) es semejante tanto en magnitud como en la aparicién temporal de los picos maximos de la presion;
sin embargo, la presion de impacto calculada con la versién del método débilmente compresible (WC-MPS)
muestra un desfase en la aparicién del primer pico y valores menores de la presiéon de impacto en todo el
histérico de la presion respecto a las otras simulaciones. Este amortiguamiento puede ser provocado por la
distribucién inestable de las presiones.

1=0.308s 1=0.588s 1=10.868s
Pax = 3010.2N/m?2 Pax = 2369.2N/m?2 Pax = 2831.3N/m2

t=1.148s t=1.428s (0,20% Pmax]
Pax = 2446.1N/m2 Piax = 1598.8N/m2 O (20.40% Pmax]|

(40,60% Pmax]
O (60,80% Pmax]
O (80,100% Pmax]

© Particulas de la pared

GRAFICA 2
Distribucién de la presién en el desarrollo de la simulacién

usando el algoritmo del modelo MPS basado en la divergencia
Fuente: elaboracién propia. Nota: en la figura se observa la evolucién del rompimiento de presa
en varias etapas con una distribucién de presién en funcién de la presién méxima (Pmax).
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1=0.280s 1=0.560s | [ 1=0.840s
Pinax = 5196.5N/m? Pax =35467N/M2 | | Pyyy = 2869.1N/m2

1=1.120s 1=1470s O (0,20% Pmax]

Prnax = 3462.6N/m2 Prnax = 2354.2N/m2 O (20.40% Pmax|
(40,60% Pmax]

O (60,80% Pmax]

O (80,100% Pmax]

© Particulas de la pared

GRAFICA 3
Distribucién de la presién en el desarrollo de la simulacién

usando el algoritmo del modelo MPS basado en la divergencia
Fuente: elaboracién propia. Nota: en la figura se observa la evolucién del rompimiento de presa
en varias etapas con una distribucién de presién en funcién de la presién maxima (Pmax).

1=0.304s 1=0.608s
Poax = 2025.6N/m2

1=0.896s
Poax = 3165.8N/m?2

Poax = 3428.0N/m2

1=1.184s t=1424s ° O (0,20% Pmax]

Ppnax = 56003.4N/m2 Ppnax = 4118.8N/m?2 O (20.40% Pmsx]
(40,60% Pmax]

O (60,80% Pmax]

O (80,100% Pmax]

© Particulas de la pared

GRAFICA 4
Distribucién de la presion en el desarrollo de la simulacién usando el algoritmo del modelo WC-MPS

Fuente: elaboracién propia. Nota: en la figura se observa la evolucién del rompimiento de presa
en varias etapas con una distribucién de presién en funcién de la presién maxima (Pmax).

El caso simulado con el método WC-MPS considera el algoritmo propio del método basado en la ecuacion
de estado para el clculo de la presion (ecuacién 29), el gradiente de la presion calculado con la ecuacién 18)
y el modelo del Laplaciano para el célculo de la velocidad (ecuacién 21), la funcién ntcleo definida por la
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ecuacion 6y se usé el modelo de turbulencia SPS-LES (ecuaciones 35-37). La grafica 4 ilustra los resultados
de la distribucién espacial del campo de presiones para una serie de tiempo. Estos resultados muestran una
distribucidn de presiones y superficie cuasiestable, dado que las distribuciones de presiones no son uniformes
(como se puede comparar con las distribuciones de presién en las gréficas 2y 3), ademds de que en la superficie
existen particulas libres con comportamientos inestables provocando una superficie libre con rugosidades.

En la gréfica 5 se muestra el histérico de la presion de impacto en la particula de la pared P, expuesta en la
gréfica 1. Este histérico de la presion se obtiene del calculo numérico en cada paso temporal de la respectiva
simulacidn, pues al ser consideradas como particulas las paredes del contenedor también se resuelven estos
valores. Se puede observar que el comportamiento de las presiones en el método MPS con la formulacién
original (con base en la configuracién de Sanchez-Mondragon, 2016) y con la formulacién basada en la
divergencia de la velocidad (con base en la configuracién de Sanchez-Mondragon y Vazquez-Hernandez,
2018) es semejante tanto en magnitud como en la aparicién temporal de los picos maximos de la presion;
sin embargo, la presion de impacto calculada con la versién del método débilmente compresible (WC-MPS)
muestra un desfase en la aparicién del primer pico y valores menores de la presiéon de impacto en todo el
histérico de la presion respecto a las otras simulaciones. Este amortiguamiento puede ser provocado por la
distribucién inestable de las presiones.

6 000 T T T T

5000 | = MES :

—— MPS-basado en la divergencia

— WC-MPS

4000 |

3000 F

Presion (N/m2)

2000 |

1000 |

Tiempo (s)

GRAFICA 5
Historia de la presiéon de impacto para las tres versiones del modelo MPS simulados

Fuente: elaboracién propia.
ANALISIS PROSPECTIVO

El desarrollo de la dindmica computacional de fluidos es un 4rea de la ciencia y tecnologia con un potencial
de desarrollo importante con aplicaciones directas en la industria, en particular el método de movimiento
de particulas semi-implicito tiene la capacidad de simular con precisién fendmenos no lineales como la
formacién y rompimiento de oleaje, de gran importancia en el drea de la hidrodindmica marina. Actualmente,
debido a su reciente creacidn, el método MPS representa un 4rea abierta para propuestas y mejoras, ademds
de la proyeccion que tiene su aplicacién en tres dimensiones para la simulacién de fluidos en medios porosos,
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asi como de mezcla. En particular, el articulo presenta una descripcion de las distintas versiones del modelo
con una comparacion préctica, lo que permitird introducir al lector en el area de simulacién de fluidos usando
métodos Lagrangianos.

CONCLUSIONES

La ecuacién de Navier-Stokes se puede resolver numéricamente para problemas de hidrodindmica usando
métodos Lagrangianos, en particular el método MPS vy sus versiones descritas en este articulo tienen una
gran cantidad de aplicaciones. Como ejemplo se aplicaron las tres versiones del modelo con configuraciones
especiales al problema del rompimiento de presa, el cual es un problema usado para la comprobacién de
modelos en el 4rea de la dindmica de fluidos computacional.

La representacién extrema en problemas altamente no lineales es ejemplificada en el problema aplicado
del rompimiento de presa, el cual se sale de la representacion clasica de las herramientas numéricas. En los
resultados obtenidos se muestra que el comportamiento general del fluido es muy similar en las simulaciones
desarrolladas con la formulacién original y con la que es basada en la divergencia, siendo el menos estable
la formulacién del método débilmente compresible (WC-MPS). Como se describié en la seccién 1. 5., el
método débilmente compresible requiere de una menor cantidad de clculos computacionales; sin embargo,
como se ha observado en los resultados reportados tiene algunos problemas de estabilidad. Por lo anterior,
se considera que la mejora de la estabilidad del método débilmente compresible es un problema abierto. En
cuanto a la aplicacién del método en sus versiones original y basada en la divergencia, es viable su aplicacion,
dada la estabilidad que poseen.

A través de la revision del método MPS se ha podido observar que los modelos Lagrangianos tienen la
capacidad de resolver problemas hidrodindmicos complejos, siendo imprescindible revisar las propiedades
de cada una de sus versiones para identificar su estabilidad. Aunque este trabajo se ha enfocado en el estudio
de las versiones del método MPS, es necesario considerar las diferentes versiones método SPH en futuros
trabajos y desarrollar comparaciones, dado que el primero es un modelo més desarrollado.

El desarrollo de pruebas numéricas son temas en auge en la mecdnica de fluidos debido a que las
simulaciones proveen una solucién dindmica del comportamiento de un fluido a través de su descripcion
matematica a un bajo costo. Con esto en cuenta, la aplicacién del método MPS y su extension a problemas
en tres dimensiones constituye una linea de investigacién con gran potencial de desarrollo.
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