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Argumentos variacionales en la comprension

de la concavidad en graficas de funciones

RopOLFO DAVID FALLAS SOTO* | JAVIER LEZAMA™

Este articulo tiene por objetivo reportar los significados de la concavidad
a partir de situaciones que propicien el estudio del cambio en la gréfica
de funciones, para que sea de utilidad a la comunidad docente y al estu-
diantado en la comprension de este conocimiento. Con elementos de la
teorfa socioepistemoldgica de la matematica educativa y una metodologia
cualitativa, se construyen fases que inician con una problematizacion del
saber matematico, disefio e implementacion de situaciones de aprendiza-
je v, finalmente, socializacion de los materiales y reflexiones con el colec-
tivo docente. Se implementa la situacion con seis estudiantes mujeres y se
muestran algunas similitudes entre sus argumentos con los aportes de la
matematica Agnesi en relacion con la explicacion del punto de inflexion
desde el estudio de la variacion. Esto permite reportar seis formas de in-
terpretar a la concavidad en funciones y refuerza los resultados presenta-
dos por otros autores.

The purpose of this article is to report the meanings of concavity taking into
accounts such situations that favor the study of change in the graph of func-
tions, so that it is useful to the teaching community and the student body for
understanding this knowledge. Using elements of the socio-epistemological
theory of educational mathematics and a qualitative methodology, we build
a series of phases beginning with the problematization of mathematical
knowledge, followed by the design and implementation of learning situa-
tions and, finally, the socialization of the materials and reflections with the
teaching group. The situation is implemented with six female students and
some similarities are found between their arguments and the contributions
of the mathematician Agnesi in relation to the explanation of the turning
point from the perspective of the study of variation. This allows us to report
six ways of interpreting concavity in functions and reinforces the results pre-
sented by other authors.
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INTRODUCCION!

A partir del cambio en el modelo educativo de
Meéxico en el ano 2017, los autores de este arti-
culo hemos tenido la oportunidad de ser par-
te de un grupo de profesionales conformado
por docentes e investigadores (en formacion o
consolidados) de matematica educativa para
colaborar en el acompanamiento de docen-
tes de matematica en el nivel de preparatoria
(formacion de estudiantes entre 15 a 18 anos).
El modelo educativo centra su atencion en los
aprendizajes esperados que corresponden a
descriptores del proceso de aprendizaje e in-
dicadores del desempeno que deben lograr los
estudiantes para cada uno de los contenidos
especificos (SEP, 2017).

Elacompanamiento docente esta muy rela-
cionado con la literatura referida al “coaching”
como modelo para la asesoria en la educacion.
Si bien su traduccion es “entrenamiento” o
“capacitacion” (traducciéon que no calza con
nuestra vision de acompanamiento), muchos
trabajos en esta linea muestran su interés en la
reflexion alrededor de la practica docente mas
alld de pensar en posibles deficiencias o en la
ensenanza de contenido (Neuberger, 2012; Pi-
pery Zuilkowski, 2015; Silva-Pena et al., 2013).

Para la construccion de lo que significa
acompanamiento docente se reflexiona alre-
dedor de los trabajos de Robertson (Robert-
son, 2009; Robertson y Miller, 2007; Robertson
y Webber, 2000), pues consideramos que es un
modelo de trabajo donde se crea una relacion
especial y reciproca entre las personas que
trabajan juntas para lograr un determinado
objetivo profesional, en este caso, en la educa-
cion matematica. Este modelo estd centrado
en la reflexion generada por la interaccion del
colectivo y las implicaciones que conlleva en
el escenario escolar y el saber matemético.

El equipo de colaboracion trabajo en la
confeccion de materiales (videos, audios, ac-
tividades para el aula y su redisefo), asi como
en diversas reflexiones para cada uno de los
aspectos de los aprendizajes esperados que
se presentan en los seis ejes del modelo edu-
cativo, y otros relacionados con los ambientes
propicios de aprendizaje (como son género,
interculturalidad, gestion y recursos, entre
otros), con el objetivo de acompanar al docen-
te en la comprension y gestion del cambio cu-
rricular. Se elaboraron mas de 380 materiales
junto con el apoyo en foros que involucran re-
flexiones con el docente inscrito en la pagina
web? creada para este fin.

Este trabajo muestra el proceso que se vi-
vi6 para la confeccion de cuatro materiales
relacionados con el aprendizaje esperado so-
brelocalizar maximos, minimos e inflexiones
en graficas de funciones. Se busca ayudar a la
reflexion del docente sobre el saber escolar en
juego, pero que ademas resulte de utilidad en
un escenario real de la escuela.

Dentro del escenario escolar prevalece el
manejo procedimental rigido, fuertemente
orientado o restringido al uso del algebra o
propiedades analiticas para el estudio de los
mdximos, minimos y puntos de inflexion de
una funcion (Castaneda, 2002). Esto muestra
la forma en la que se ensenan la concavidad y
el punto de inflexion y cémo son abordados
como practicas en el aula, ya que prevalecen
los procedimientos y reglas con derivadas,
que se aplican algunas veces de forma mne-
motécnica. Esta es una de las razones por las
cuales se desea investigar sobre este conteni-
do matemdtico, con el fin de ofrecer al docen-
te una nueva perspectiva que enriquezca el
aprendizaje matemdtico de dicho contenido,
centrado en su significado desde el uso en
contextos situacionales reales.

I Los autores agradecen al colectivo que conformé el Programa Interdisciplinario para el Desarrollo Profesional
Docente en Matematicas del Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados (CINVESTAV) del Instituto
Politécnico Nacional, profesores e investigadores que trabajamos juntos en pro del acompanamiento docente en
México. Igualmente, al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT) en México por el apoyo para formar

parte de estos proyectos.

2 El 2 de diciembre del 2021 se contaba con la inscripcion de mds de 3 mil 500 usuarios interesados en la educacion
matematica y temas relacionados con los materiales que ahi se presentan.
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En este sentido, Jones (2019) muestra va-
rios significados de la concavidad en una
funcion y se apoya en ejemplos en contextos
reales para aportar al significado del punto de
inflexion. Este autor considera al mundo real
para referirse a cualquier contexto pertene-
ciente al mundo fisico en el que vivimos, ya
sea de la fisica, la quimica, la biologia, la eco-
nomia, la geografia o la cosmologfa.

Para el diseno de los materiales se tomo en
cuenta la temporizacion con variables discre-
tas para la comprension de los datos recolec-
tados del comportamiento de un fenémeno
y el estudio de su cambio, lo que nos brinda
significados de los maximos, minimos y pun-
tos de inflexion. De acuerdo con Cantoral
et al. (2018: 83) la temporizacion consiste en
“discretizar el fenomeno reconociendo las
etapas intermedias en su desarrollo”

Este estudio tiene un caracter de investiga-
cion y accion social. El problema que aborda-
mos es jcomo contribuye la consideracion de
un contexto real de un fenémeno que se pre-
senta con datos discretos en la comprension y
significado de los mdximos, minimos y pun-
tos de inflexion en las gréficas de funciones?,
y ;c0mo esto contribuye en la comprension y
significado de los maximos, minimos y pun-
tos de inflexion en las gréificas de funciones?
Con el objetivo de acompanar y brindar una
propuesta a docentes para la significacion de
los puntos de inflexion, minimos y maximos
en las graficas de funciones partimos de la hi-
potesis de que el estudio local de estos datos
da un cardcter predictivo a la grifica de una
funcion, apoyados desde el estudio del cam-
bio en un contexto situacional real.

ENCUADRE TEORICO

Este trabajo se desarrolla desde el enfoque de
la teorfa socioepistemoldgica de la matema-
tica educativa, especificamente desde la linea
del pensamiento y lenguaje variacional (Can-
toral y Farfdn, 1998), cuyo proposito es permi-
tir la articulacion entre la investigacion y las
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practicas que dan vida a la matemética de la
variacion y el cambio en los sistemas didac-
ticos. El pensamiento y lenguaje variacional
forma parte del pensamiento humano que
estudia los cambios e invariantes que pue-
den surgir al realizar un proceso que lleve a
la transicién de un estado E; a un estado E; y
viceversa.

De acuerdo con Cantoral et al. (2018) la
variacion comprende una cuantificacion del
cambio en las variables de un fendmeno; no
puede ser cualquier variable, sino aquéllas
que estan relacionadas causalmente. Por otro
lado, el primer orden de variacion consiste en
la medicion del incremento en el valor de la
variable de estudio; el segundo, en la medi-
cién del incremento del primer orden de va-
riacion, y asi sucesivamente para érdenes de
variacion superiores.

Sobre esto y su relacion con la derivada te-
nemos que este concepto se construye a través
de la sintesis que resulta del estudio de cada
orden de derivada, donde se han identificado
caracteristicas y relaciones entre cada orden,
asi como la informacion que proporcionan;
al coordinar toda esa informacion surgen ele-
mentos que posibilitan expresar el concepto
de derivada como tal (Castaneda, 2002).

Castaneda (2002) problematiza en torno al
punto de inflexion al analizar las obras de los
mateméticos Guillaume de UHopital y Maria
Gaetana Agnesi. Menciona que la caracteris-
tica de tales obras es su caracter geométrico
presente en las argumentaciones y explica-
ciones: “algunas caracterizaciones de los con-
ceptos del calculo tienen fundamento geomé-
trico, por lo cual no se requiere disponer de
mayores argumentos que algunas nociones
de la geometria” (Castaneda, 2002: 39).

Para este estudio se profundiza sobre el
trabajo realizado por Agnesi (1748) titulado
Instituzioni analitiche ad uso della gioventi
italiana, por tres motivos: i) es una obra creada
para el aprendizaje de los principios del dlge-
bra, geometria cartesiana y cilculo basado en
el método didéctico propuesto por la autora
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paralajuventud italiana que inicia estudios de
la matemdtica (Mazzotti, 2001); ii) la autora ex-
plica que “el uso de la geometria dentro de su
obra proporcionaba sencillez al estudio de las
nociones del cdlculo” (Castaneda, 2002: 39); y
iii) por la reflexion que comparten Farfan y Si-
mon-Ramos (2018) sobre considerar aspectos
de género en las problematizaciones del saber
matematico que se enmarcan en la socioepis-
temologia y, para nuestro caso, por mostrar el
rol de la mujer en las obras matematicas que la
humanidad se encargo de opacar.

Maria Gaetana Agnesi, ademas de filo-
sofa, al estudiar las matematicas enfrento el
problema mas dificil de su época: el célculo
infinitesimal, que habia sido introducido de
forma independiente por Leibniz en 1684 y
Newton en 1687, y que evoluciond en dos li-
neas diferentes, en medio de un acalorado
debate (Sesti, 2020). Su trabajo recibi6 elogios
en toda Europa, especialmente por la preci-
sion del lenguaje y la claridad de la exposicion
(Betti y De Tullio, 2018). Con respecto a la no-
cién de diferencial, ella expresa lo siguiente:’

Figura 1. Explicacion de Agnesi sobre la nocién de un diferencial

feritti , fi pud chiaramente vedere dal folo ideacfi, che
Pordinata M N ( Fiz. 4. ) fi vada continovamente ac-
coftando alla BC, finché con eflz coincida; ora egli ¢
chiaro , che prima , che quefte due linee coincidano ,
averanno tra loro una diftanza , ed nna differenza.
inaflegnabile , cioé minore di qualunque quantitd data;

7 Cim' quefte tali quantitd differenziali non fieno va-
ne immaginazioni, olre di che egli & manifefto dal
metodo degl Antichi de* Poligoni inferitti, e circo-

feritti ,

in tale pofizione fiecno BC, FE , adunque BF, CD
faranno quantitd minori di qualunque data , ¢ perd in-

aflegnabili , o fia differenze , o fluffioni .

Fuente: Agnesi, 1748: 434-435.

En la obra de Agnesi, especificamente en
el libro 11, capitulo 1v, Castaneda (2002) reco-
noce dos caracterizaciones del punto de in-
flexion: desde una propiedad infinitesimal; o
referente a la subtangente. La subtangente es
el segmento formado por la proyeccion sobre
el eje horizontal (en este caso) creada por el

segmento de la tangente en un punto de una
curva y que estd comprendido entre el punto
de tangencia a la curva y el punto donde la
tangente corta al eje considerado. En la Fig. 2
se puede observar el cambio de la subtangente
en diferentes puntos de la curva.

3 Traduccion propia: “Que estas cantidades diferenciales no son imaginaciones vanas; ademas de ser evidentes a
partir del método antiguo de poligonos inscritos y circunscritos, se puede ver claramente con sélo imaginar que la
ordenada MN ... se acercard continuamente a BC, hasta que coincidan; ahora estd claro que antes de que estas dos
lineas coincidan, tendrdn una distancia entre ellas y una diferencia indeterminable, es decir, menor que cualquier
cantidad dada; déjelos en esta posicion BC y FE; asi, BF y CD serdn cantidades mds pequenas que cualquiera dada,
y por lo tanto indeterminables, es decir, diferencias o fluxiones™.
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Figura 2. Cambio en la subtangente asociada a una curva

Subtangente

Subtangente Subtangente

Subtangente Subtangente Subtangente

Fuente: elaboracién propia.

Con respecto a la propiedad infinitesimal ~ mdximas diferencias. Estas caracterizaciones
considera dos casos: minimas diferencias y  se explican en la Tabla 1:

Tabla 1. El punto de inflexion caracterizado desde la propiedad infinitesimal

Propiedad infinitesimal

Caso A (minimas diferencias) Caso B (maximas diferencias)

P T
El punto de inflexion determina un punto donde las Las diferencias crecen hasta el punto E, llamado punto de
diferencias, después de venir decreciendo, ahora em- curvatura contraria o de regreso, después del cual decre-

piezan a crecer. En este punto la dy serd minima, porlo  cen, porlo que el punto dy determina un maximo.

cual dyy =0, o bien ddy =

Fuente: las imagenes son produccion propia basadas en las originales de Agnesi (1748: 554-555), tomo II, figuras 64 y
65 (Castafieda, 2002: 38).

Ademas, Agnesi brinda otra caracteriza-  cuantifica para probar que en el punto de in-
cion del punto de inflexion a partir de mate-  flexion la subtangente tiene su menor cambio,
matizar el estudio del cambio de la subtan-  es decir, cero. En la Tabla 2 se estudia el com-
gente. Agnesi, para su época, todaunaexperta  portamiento de la subtangente desde el andli-
en la geometria dindmica, usando tinta y pa-  sis infinitesimal y apoyo en la grafica.
pel, estudia el cambio de la subtangente y lo
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Tabla 2. El punto de inflexién caracterizado
desde el comportamiento de la subtangente

Referente a la subtangente

AB=X
BD=Yy
BC=dx
GF=dy

(T)

H
(B)

Dada una curva AEM, primero concava y después convexa, se determina en el punto D la recta tangente DT y en el
punto E la recta tangente EP. Cuando la abscisa AB crezca continuamente y B caiga en H (denotado en el dibujo por
(B)), entonces AT habra crecido (considerando en el dibujo al segmento desde A hasta (T)); E determina el punto de
inflexion, donde AT (que representa el cambio de la subtangente ) dejard de crecer y, pasando el punto, ira decreciendo

y determinara asi la relacion dy/dx = y/(AT+x)

Esta relacion se obtiene al considerar la raz6n de semejanza entre los tridngulos rectingulos ADTB y AGDF. Al estar
bajo el enfoque del andlisis infinitesimal, es importante considerar que, al ser G infinitamente cercano a D, se considera
lalinealidad de la curva, asumiendo que la medida del <DTB es la misma que la medida del <GDF.

Esta igualdad se puede escribir como: AT = y(dx/dy)-x

Y considerando que AT (que es el cambio de la subtangente) habrd crecido, y que T habrd llegado hasta P, puntos infini-

tamente cercanos, se puede escribir que AP = y(dx/dy)-x

Igualdad que representa el cambio de la subtangente. Al diferenciar AP con respecto a (para determinar el cambio del
cambio de la subtangente), tomando a constante y usando como la notacion de la segunda derivada, tenemos

(dy2dx-ydxddy-dy? dx)/dy? = (~ydxddy)/dy?

Teniendo AP diferenciado (el cambio del cambio de la subtangente) y al igualarlo a cero (curva suave alrededor en E)
o todo a infinito (curva no derivable en E, como picos), dividiendo por —ydx y multiplicando por dy2, obtendremos

finalmente ddy=0, 0 bien ddy=co.

Fuente: la imagen es produccion propia basada en las originales de Agnesi (1748: 555-556), tomo I, figura 64 (Casta-

fieda, 2002: 39).

Esta produccion realizada por Agnesi con
fines de difusion parala comprension del pun-
to de inflexion emplea un lenguaje variacional
con usos del andlisis infinitesimal apoyados
en diferentes puntos de la grafica de una curva
(uso dinamico de la grafica). De este estudio se
rescatan dos caracteristicas para desarrollar
en el diseno de situaciones de aprendizaje y
su analisis en la implementacion, relaciona-
das con la interpretacion del segundo orden
de variacion para el significado del punto de
inflexion:

1. Desde la propiedad infinitesimal, se

muestra la verbalizacion del cambio
al explicar la comparacion de las dife-
rencias en las alturas (imagenes de una
funcion) antes y después del punto de
inflexion.

. EnlaTabla 2 se realiza un estudio com-

parativo del cambio en la subtangente
estimando los posibles comportamien-
tos de la recta tangente y, en consecuen-
cia, de la subtangente, alrededor del
punto de inflexion.
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Esto da pauta para propiciar que la po-
blacion estudiantil utilice argumentos como
“crece o decrece” para hacer referencia al pri-
mer orden de variacidn (cdmo cambia). Ade-
mds de explicaciones verbales como: “crece o
decrece cada vez mas”, “crece o decrece cada

vez menos’ y ‘crece o decrece de forma cons-
tante” para referirse a interpretaciones del
segundo orden de variacion (como cambia el
cambio). Este estudio cualitativo del cambio
se apoya con la representacion grafica de fun-
ciones, como se presenta en la Fig. 3.

Figura 3. Interpretacion de los 6rdenes de variacidon desde diferentes curvas

Representacion grafica del estudio del cambio

=

/

Primer orden de variacion ~ Crece f'>0 Crece f'>0 Crece f'>0
Segundo orden Crece cada e Crece de forma "_ o Crece "5 0
de variacion vez menos f constante fr= adavezmas
Primer orden de variacion ~ Decrece f'<0 Decrece f'<o0 Decrece f'<o0
Segundo orden Decrece cada "0 Decrece de "_ o Decrece e o
de variacion vez menos fr> forma constante  f = cadavezrmis [ <

Fuente: elaboracién propia.

El uso de la grafica en el calculo y el ana-
lisis es una gran herramienta para visualizar
el cambio y dar significado a objetos matema-
ticos relacionados con la derivada (Aydin y
Ubuz, 2015; Furinghetti et al., 2011; Hoftkamp,
2011; Hong y Thomas, 2015; Jones, 2019; San-
chez-Matamoros ef al., 2015). Particularmente
Furinghetti et al. (2011: 230) reportan que la
dialéctica “visual vs. simbélico” tiene alguna
relacion con la didlectica “informal vs. for-
mal”, donde formal para los estudiantes signi-
fica uso de formulas, definiciones y teorema.

En este estudio consideramos igual de im-
portante el uso de la gréafica, pero apoyados
en un contexto situacional real y un estudio
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cualitativo del cambio para construir argu-
mentos variacionales como las explicaciones
mencionadas por Agnesi. Por argumentos
variacionales entendemos aquellas justifica-
ciones que expresan las personas para una
cualificacion (3c6mo cambia?, ;qué cambia?) y
cuantificacién del cambio (;cudanto cambia?).

Jones (2019) nos presenta cuatro formas de
interpretar la concavidad relacionadas con el
concepto de punto de inflexion. Como se ob-
serva en la Fig. 4, la concavidad se relaciona
con: a) la forma de la gréfica; b) el signo de la
segunda derivada; c) el cambio de pendientes
de las rectas tangentes; y d) el cambio en las
razones de cambio.
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Figura 4. Cuatro formas de interpretar la concavidad
Signo de f" (x) y

Forma de la grafica Y

Mitad derecha
de U concava
hacia arriba

FormaU
concava
hacia arriba

Mitad izquierda
de N concava
hacia abajo

Forma N
concava
hacia abajo

(a)

Cambio de pendientes * y

en las rectas tangentes Pendientes de las

rectas disminuyen
7 N ‘

Pendientes de las x
rectas incrementan (c)

Fuente: traduccion realizada del original (Jones, 2019).

Ademids de visualizar el cambio en el
comportamiento de fendmenos, centrare-
mos la atencion en practicas reportadas por
Caballero-Pérez y Cantoral (2013) graciasa un
analisis documental de trabajos inscritos en el
pensamiento y lenguaje variacional para el es-
tudio del cambio y la construccion de objetos
matematicos relacionados. Partimos de estas
précticas como referente para la construccion
de conocimiento en el estudio del cambio:

« Comparacion. Asociada a la accion de
establecer diferencias entre estados,
lo que permite identificar si hubo un
cambio y poder analizarlo con base
en las caracteristicas de esos cambios
y su variacion. Esta practica hace notar
el uso de un punto de referencia para
argumentar y realizar la comparacion.

« Seriacion. Se relaciona con la compara-
cion, ya que estd asociada con la accion
de analizar estados sucesivos y estable-
cer relaciones entre ellos. La diferencia
es que con la seriacion se analizan va-
rios estados y no tnicamente dos, con
el objetivo de encontrar una relacion
o propiedad entre ellos, como hallar
una relacion funcional dada una tabla,

(b)

Cambio de las razones Y v d imient
de Cambio . razon de crecimiento

estd decreciendo

~ -

La razén de decrecimiento x
(d) esta creciendo

La razon de crecimiento
estd creciendo

encontrar un patron en el comporta-
miento de una grafica o relaciones en-
tre variables.

« Prediccion. Asociada a la accion de an-
ticipar un comportamiento, estado o
valor, luego de realizar un andlisis del
cambio en estados previos. La predic-
cién no busca encontrar en si una re-
lacion, sino que postula un nuevo esta-
do del sistema o comportamiento del
fenomeno dado al andlisis del cambio.

« Estimacion. Conociendo el compor-
tamiento de un fendmeno en estados
previos, se proponen nuevos estados
del sistema sin tanta exactitud como
la prediccion. Por ejemplo, se usa en el
analisis del crecimiento de poblaciones
para saber si crecerd o disminuird, en
tanto que la prediccion puede servir
para decir hasta qué punto crecerd, o
para establecer la cantidad de pobla-
cién dentro de un tiempo especifico.

Con estos aportes tedricos nos acercamos
al objetivo del trabajo con la intencién de que
una situacion de aprendizaje sea la via para
significar a los maximos, minimos y puntos
de inflexion en la grafica de una funcion. Una
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situacion de aprendizaje es un conjunto de
momentos en un escenario real o hipotético
donde se cuestiona y construye conocimiento
ante una problematica para motivar a que la
persona razone, argumente, conjeture, haga
uso de representaciones y las interprete. Bus-
ca inhibir el uso exclusivo de recursos mne-
motécnicos. Lo que se observard durante su
implementacion es un conocimiento puesto
en uso, y lo que se obtiene es la construccion
de nuevo conocimiento, por lo que se observa
una organizacion de practicas que transfor-
man una evolucion conceptual. En cuanto
construccion de nuevo conocimiento, éste
podria obtener nuevos significados a lo cons-
truido previamente por la escuela. En efecto,
“se considera que todo conocimiento es una

respuesta, una adaptacion que la humanidad
halogrado ante situaciones que ha enfrentado
ante problemas que se ha planteado” (Canto-
ral, 2013: 86).

METOoDO

Metodoldgicamente, este estudio se divide en
cuatro fases: problematizacion del saber ma-
tematico; creacion de la situacion de aprendi-
zaje; aplicacion de la situacion de aprendizaje;
y socializacion del cuaderno (que incluye la si-
tuacion, reflexiones de la aplicacion y profun-
dizaciones sobre el saber matematico) con los
profesores (Fig. 5). Cada fase se vivio en equipo,
de manera cooperativa y dinamica, y se descri-
be en los siguientes apartados de esta seccion.

Figura 5. Fases de este estudio

Problematizacion
del saber matematico

—

Acompafiamiento
docente j

Socializacién
del cuaderno

1

\

Aplicacion de la
— D e
situacion de aprendizaje

Historizar
Dialectizar
—

\
v
Confeccion de la
situacion de aprendizaje
Contexto de
significancia

Contexto
situacion real

Analisis de los datos

Fuente: elaboracion propia.

Problematizacion del saber matemdtico
Un método utilizado por las investigaciones
de corte socioepistemoldgico que ayuda para
abrir una relacion con el saber desde las préac-
ticas es la problematizacion del saber matema-
tico. Ademas de relacionarse con la construc-
cién de un problema de investigacion, consiste
en estudiar un conocimiento matemdtico en
uso desde uno o varios escenarios de un saber
técnico, popular o cientifico, situado contex-
tual y temporalmente, que ayuda a confrontar
los conocimientos institucionalizados en la
matematica escolar.

138

Dos mecanismos que caracterizan a este
método son historizar y dialectizar. Histori-
zar es reconocer el valor historico (pasado,
presente o futuro) del objeto de estudio des-
crito en la problematica, a partir de conectar
con una epistemologia situada y una historia
social del objeto. Una vez que se reconoce este
valor historico se inicia una confrontacion del
conocimiento matemético escolar construido
y su significado, esto es, se dialectiza, meca-
nismo que invita a identificar contradicciones
para vivir un proceso de andlisis critico ante el
conocimiento matemdtico. Estos mecanismos
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ofrecen elementos que ayudan a la reflexion
del saber matemdtico en las dimensiones di-
ddctica, cognitiva, epistemoldgica y social;
donde esta ultima permea, modifica, integra y
sistematiza las demas dimensiones.

Especificamente en este trabajo se inicia
la problematizacion del saber a partir del did-
logo entre las y los integrantes del equipo, co-
menzando con la recomendacion de buscar y
leer articulos relacionados con el punto de in-
flexion, la matematica del cambio y los resulta-
dos de investigaciones desde el pensamiento y
lenguaje variacional. Ademds, se propone que
se apoyen en las experiencias y sugerencias de
los docentes participantes en el equipo.

La discusion de los articulos y la confron-
tacion con las experiencias de los docentes
permitio reconocer una epistemologfa tanto
enelusoy construccion del punto de inflexion
y la concavidad en un contexto del calculo in-
finitesimal (aportaciones de Agnesi), como en
las investigaciones enmarcadas en la didactica
del estudio del cambio y del célculo. Se reco-
nocio el peso de los métodos algebraicos para
determinar el valor de los médximos, minimos
y puntos de inflexion, algunos significados y
su relacion con el registro grafico y el esfuer-
20 por crear propuestas que ayuden a la com-
prension conceptual del objeto matematico.

La experiencia del docente aporté en gran
medida a las dimensiones diddctica —en re-
conocer el estudio del tema en los libros de
texto y estrategias para su ensenanza— y cog-
nitiva —dificultades y estrategias que realizan
los estudiantes— ademds de una interpreta-
cion de lo curricular. Y, sobre todo, la dimen-
sion social que permea la vision entre las di-
mensiones del saber, al centrar la propuesta en
las précticas reportadas por los trabajos en la
linea del pensamiento y lenguaje variacional.

Una sintesis de esta problematizacion nos
mostro la necesidad de considerar los siguien-
tes aspectos para la construccion de situacio-
nes de aprendizaje y reflexion con el docente:
los argumentos variacionales utilizados por
Agnesi y la visualizacion en la matemdtica

(a partir del estudio del grafico de una fun-
cién con dinamismo y funcionalidad); el sig-
nificado desde un contexto situacional real;
las practicas asociadas al estudio del cambio
que aportan a la construccion de estos objetos
(comparar, seriar, estimar, predecir); y el estu-
dio cualitativo de los ordenes de variacion y
las cuatro formas de interpretar la concavidad.

Situacion de aprendizaje

Una situacion de aprendizaje es un conjunto de
momentos en los que se plantea la imposibili-
dad de resolverlos solamente mediante estrate-
gias memoristicas, y en los que se propone el de-
sarrollo del pensamiento matematico del indivi-
duoy de cada uno delos que integra el colectivo.
Ademds, la construcciéon de una respuesta o
explicacion favorece el uso de un razonamiento
abductivo (creando hipétesis y validdndolas).

Para aportar a este constructo se conside-
16 el ejemplo de Cantoral (2013), que presenta
la grafica de una funcion real (sin su expresion
analitica) y se pregunta por la region donde f>
0,f>0,f">0yf” > 0. Tanto profesores como
estudiantes pueden identificar en la graficalos
intervalos en donde la funcion cumpla con f>
0,f >0yf”>0.Sin embargo, para determinar
de manera visual el intervalo donde se cumple
que f > 0 se requiere de otras estrategias y no
solo de técnicas memoristicas.

Esta pregunta suele plantear un reto es-
pecial, tanto a los estudiantes como a los
profesores, pues, aunque entienden efectiva-
mente el enunciado del problema, no pue-
den construir una respuesta que les parezca
convincente. Esta dificultad se agudiza si en
la pregunta elevamos el orden de la derivada
involucrada, dado que se carece de elemen-
tos cognitivos y didacticos que les permitan
construir una respuesta adecuada, “conside-
ramos que es hasta este momento en que ellos
se encuentran en situacion de aprendizaje, ya
que la serie de tareas anteriores les permite,
aunque sea solo con recursos mnemotécni-
cos, dar una respuesta a las preguntas plan-
teadas” (Cantoral, 2013: 201).
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Reyes-Gasperini (2017) senala que desde la
propuesta socioepistemoldgica se debe consi-
derar al contexto situacional real cuando se es-
tudia un fendmeno real (con un escenario real
o hipotético) y, a partir de su estudio, generar
un ambiente de aprendizaje en el individuo,
asi como el contexto de significancia, que se
refiere a la manera de contextualizar la cons-
truccion del conocimiento matematico basa-
da en una evolucion pragmatica (précticas). El
contexto situacional real acepta la existencia
de un saber popular, técnico y cientifico, bajo
el argumento de que podria vivir en la ma-
temdtica misma y en otros escenarios; si este
contexto se elimina de la situacion de aprendi-
zaje, la matematica ya no tendria sentido.

Relacionada con la situacion de aprendi-
zaje esta la buena pregunta, que se centra en
una problematica real en la cual es necesario
experimentar un estado de confrontacion o
desequilibrio. Esta pregunta no se puede res-
ponder de forma inmediata; invita a la duda,
alaindagacion, al didlogo en colectivo ya una

serie de momentos organizados en la situa-
cion de aprendizaje para obtener conclusiones
alrededor de la pregunta y no necesariamente
una respuesta con solucion. Con respecto a la
estructura, esta pregunta puede ser colocada
en el mismo titulo de la situacion de aprendi-
zaje para llamar la atencion del estudiante o
en alguna parte de dicha situacion, de manera
que poco a poco se ird respondiendo.

Otros elementos que considera el disefio
de una situacion de aprendizaje son las varia-
bles de control. Estas pueden ser de cardcter
didactico o epistemologico, con el objetivo
de viabilizar el aprendizaje a los involucra-
dos. Las variables de control diddcticas estdn
relacionadas con lo mencionado por Artigue
(2020) y sirven para construir indicaciones
para las interacciones entre estudiantes, pro-
fesores y saber, en tanto que establecen indi-
caciones respecto al medio y el contexto. Las
variables de control epistemoldgicas estin
muy relacionadas con la forma como quere-
mos que se relacione el estudiante con el saber,

Figura 6. Elementos para el disefio de una situacién
de aprendizaje desde la socioepistemologia

Saber matematico
(conocimiento en uso)

I

Contexto situacion real

Escenario real

Escenario hipétetico

!

Contexto de significancia

Evolucién y organizacién J
de practicas

Buena pregunta

Variables de control

Did4cticas

Epistemoldgicas

Fuente: elaboracion propia.
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en la medida en que se tenga control sobre los
significados o sobre la misma naturaleza del
saber y se propicien momentos de confronta-
cién (que le permitan entrar en situacion de
aprendizaje); por ejemplo, que vivencie una
dificultad u obstaculo reportado por la litera-
tura o por las mismas experiencias.

La Fig. 6 expone los elementos que se re-
quieren para el diseno de una situacion de
aprendizaje desde la postura socioepistemo-
logica; incluye, ademas, las ideas que se usaron
para la confeccion del disenio en este estudio.

El contexto de la situacion de aprendizaje
Ante la problematizacion del saber matema-
tico y de la sintesis de lo estudiado es posible

obtener elementos para reconocer la natura-
leza de este saber en el estudio del cambio y la
variacion, asi como las practicas de comparar,
seriar, estimar y predecir, que son parte del
contexto de significancia. El objetivo del dise-
fo es contribuir a la conceptualizacion de los
maximos, minimos y puntos de inflexién en
una funcion. Se procede a la busqueda de un
contexto situacional real que involucre datos
reales de un fenomeno que muestre cambios
en el segundo orden de variacion. Para ello
usamos la informaciéon que nos muestra el
INEGI (2015) sobre el crecimiento poblacional
de México (Fig. 7).

Figura 7. Poblacién de México desde 1910 hasta 2015

120,000,000

90,000,000

Numero de personas

60,000,000

30,000,000

1910 1921 1930 1940 1950 1960

Fuente: INEGI, 2015.

En esta grafica se observa una disminu-
cion del ano 1910 a 1921 como resultado de
la fuerte incidencia de enfermedades infec-
ciosas, la presencia de enfermedades trépico
endémicas, paludismo, numerosos brotes
epidémicos de viruela, tifo, peste, colera, fie-
bre amarilla y gripe espanola; todo en un
contexto de crisis econdmica, inestabilidad
politica, migracion y guerras devastadoras
(Zavala, 1992). Con respecto al cambio del
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crecimiento que se observa cerca de la década
de los setenta, el Consejo Nacional de Pobla-
cién establecié una politica con objetivos y
metas para obtener un crecimiento mas lento
de la poblacion (Ordorica, 2008) con apoyo de
la comunicacion educativa en pro de la plani-
ficacion familiar.

La buena pregunta que guia al diseno de
los momentos en la situacion de aprendizaje
es: scudl es el rol de los acontecimientos his-
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toricos, sociales y culturales en el comporta-
miento de la poblacion mexicana con respecto
a los anos en estudio? Esta pregunta tiene un
cardcter predictivo para darle sentido a la for-
ma del comportamiento de los datos.

La variable de control epistemoldgica con-
sistio en formular preguntas relacionadas con
el estudio del cambio y su visualizacion guia-
das por las practicas (epistemologia de practi-
cas que propicia el enfoque tedrico). Las varia-
bles de control diddcticas se relacionan con el
estudio de los datos obtenidos del crecimien-
to poblacional, uso de grafica de una funcion
(sin la expresion analitica) y registros numéri-
cos para el estudio cualitativo del cambio de la
recta tangente. Con esto, la situacion se separa
en tres momentos:

1. Estudio cualitativo del crecimiento po-
blacional. Se propicia la comparacion
delos datos y se describe la forma en la
que cambia la poblacion. Luego se dala
seriacion de los datos, determinando
de forma visual los tipos de crecimien-
to y, por ultimo, se da una explicacion
desde la historia del punto minimo y
de inflexion con cardcter predictivo.

2. Conjeturacion. Se estudia la validez de
proposiciones y se construyen supues-
tos que ayudan a confrontar la relacion
entre el estudio del cambio y los pun-
tos mdximos, minimos y de inflexion.
En esta confrontacion los estudiantes
se colocan en situacion de aprendizaje.

a) Si el comportamiento de un feno-
meno pasa de crecer a decrecer, en-
tonces ;deberia existir un maximo?

b) Siun fendmeno decrece de lento a
rapido y luego pasa a decrecer de
rapido a lento, entonces ;deberia
existir un punto de inflexion?

o ;La diferencia de estados sucesivos
determina si un fenomeno crece o
decrece?

d) Particularmente en un comporta-
miento de crecimiento, éste puede
tener dos formas de crecer; el punto
de inflexion, ;marca la diferencia
entre ambas formas de crecimiento?

3. Visualizacion del cambio en el compor-
tamiento de la recta tangente. Se utilizan
graficas de funciones y tablas numéri-
cas (con el valor de las pendientes) para
visualizar el comportamiento de la rec-
ta tangente en diferentes puntos. Las
tltimas preguntas buscan estudiar una
relacion entre el maximo, el minimo y
los puntos de inflexion de una funcion
ylo que representan en ésta.

Aplicacion de la situacion de aprendizaje

Previo a la implementacion, los materiales
fueron presentados al equipo que disena.
A partir deese momento se realizaron reflexio-
nes y sugerencias para la mejora de las pregun-
tas que se habian propuesto. La situacion de
aprendizaje sellevd a cabo con seis estudiantes
mujeres de segundo ano de preparatoria (16 a

Tabla 3. Categorias de andlisis

Categoria de analisis

Indicadores

Dato

Desarrollo de précticas (comprender
el hacer dela estudiante) ;Como lo hace?

sPara qué lo hace?

;Qué hace la estudiante?

Practicas y significado del objeto

(basados en Cantoral et al., 2015, para
determinar practicas en el hacer)

Nocion de variacion

Ordenes de variacién

Primer orden de variacion

Segundo orden de variacion e inter-
pretacion de la concavidad

Fuente: elaboracion propia.
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17 anos) en el Centro de Bachillerato Tecnold-
gico No. 3, Zumpango, Estado de México, que
estaban aprendiendo elementos del célculo
diferencial. Se contd con el apoyo del profesor
Alejandro Garcia, quien también formo parte
del equipo de trabajo. El instrumento utiliza-
do paraanalizar las respuestas de las estudian-
tes considera dos categorias de analisis con su
respectivo indicador y dato.

Socializacion de los materiales

Por ualtimo, con el sistema de gestion de con-
tenidos WordPress se compartio este material
en la plataforma, especificamente en la cép-
sula 13 (“Entre puntos finos de la historia”). El
material se organiza en cuatro documentos:
i) para comenzar (inicia con una breve re-
flexion sobre el estudio del cambio en la po-
blacion mexicana); ii) para hacer (estudio cua-
litativo del crecimiento poblacional); iii) para
reflexionar (estudio del comportamiento de la
recta tangente en la grafica de una funcion);
y iv) para profundizar, en el que se comparten
algunas respuestas de las estudiantes y conclu-
siones. Este material se acompana, ademas, de
un muro virtual —donde los docentes pueden

colocar comentarios— y un foro para seguir
reflexionando sobre el estudio del cambio.

REsuLTADOS

La situacién de aprendizaje provoco que las
estudiantes realizaran una breve indagacion
sobre los hechos historicos de México que
afectaron al crecimiento de la poblacion; parte
de su explicacion para referirse a la poblacion
minima que refieren los datos tiene que ver
con la revolucion mexicana. Ademads, notaron
el cambio de crecimiento en la década de los
setenta, pero no lo asociaron con algun hecho
histérico que explicara ese comportamiento,
quizd por estar relacionado con medidas de
cardcter social; sin embargo, el docente si co-
ment6 el motivo de este cambio.

Las estudiantes compararon los datos
cualitativamente de una década a otra para
tener una estimacion del comportamiento de
la poblacion. Ellas supusieron que los datos
que no aparecian entre cada década tenfan un
comportamiento estimado con los datos que
si se muestran. Asi lo muestra Cihuatl* en la
Fig. 8.

Figura 8. Estimacion que realiza Cihuatl sobre el comportamiento

de los datos que no se muestran entre cada década
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Fuente: elaboracién propia.
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4 Se utilizaron palabras en ndhuatl para nombraralas estudiantes que participaron en el estudio: Cihuatl (“mujer”);
Amellali (“canto del mar”); Zyania (“siempre eterna”); y Yaocihuatl (“mujer guerrera”).
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Algunas estudiantes no mostraron este
trazo, pero lo expresaron gestualmente con
la mano o implicitamente para luego refe-
rirse a un patron de comportamiento en el
crecimiento de la poblacion (seriacion) dicho

desde el estudio cualitativo del cambio. Con
respecto a este patron de comportamiento se
obtuvieron varias caracterizaciones del punto
de inflexion y del estudio del segundo orden
de variacion (Tabla 4).

Tabla 4. Argumentos sobre el punto de inflexién y el segundo orden de variacién

Episodio Amellali
peimero

hobe un combio en e\ gumente de la poblacidn
el aumento se mostraby ge lento o rapido y

pstertocmente capidoa lento yen b lecade, de oS 0%

e donde existe csa  trancisidn
Episodio Cihuatl Creciente de lend q rapido u\ ol intevalo de 1920 ¢ 1970
Criente de rupido o lento € o inferwalo de 1970 ¢ 2015
Episodio Zyania

que

¢s ma$§ qQrande

cn

- I ’
en los intervalos cercaros a los afos 705 ¢l ‘-'f""“mJo

el resto e los datos

Fuente: elaboracion propia.

En el episodio de Amellali, ella observa
que la poblacion estd en aumento, pero nota
que existe un punto donde se marca un cam-
bio en el aumento; de lento a rdpido y luego de
rapido a lento. El episodio de Cihuatl es muy
similar al de Amellali, pero se refiere al creci-
miento. Estas argumentaciones variacionales
se acercan a lo que plasmaba Agnesi para el
estudio del punto de inflexion referente a la
propiedad infinitesimal sobre la verbalizacion
del cambio al explicar la comparacion de las
diferencias en las alturas antes y después del
punto de inflexion.

Un argumento similar al de Agnesi sobre
la propiedad infinitesimal es el que presenta
Zyania en el caso B, cuando explica como se
obtiene el mayor valor para dy. Ella observa
que el crecimiento mas grande se obtiene en
datos cercanos a la década de los setenta.

Por otro lado, en la parte de la visualiza-
cion del cambio en el comportamiento de la
recta tangente las estudiantes notan que en el
punto de inflexion las rectas tangentes pasan
a estar “por encima de la grafica” a estar “por
debajo de la gréfica”, como lo muestra Yao-
cihuatl en la Fig. 9. Esto aportaa otra forma de
estudio de la concavidad diferente a las men-
cionadas por Jones (2019).

Figura 9. Visualizacion del cambio de posicidn de la recta tangente
con respecto a la funcion, realizado por Yaocihuatl (episodio 1)
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Fuente: elaboracion propia.
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Este argumento es valido para vecindarios
delos puntos de tangencia. A esta estrategia la
hemos llamado cambio local en la posicion de
las rectas tangentes, comprendido como seg-
mentos de las rectas tangentes que estan por
debajo o por arriba de la funcion.

Una de las dificultades que se reportaron
es que algunas de las estudiantes no recono-
cen al maximo global como un maximo. Esto
podria ser resultado de la relacion que tienen
los maximos y minimos con la algebrizacion
de estudiar los valores para los cuales la pri-
mera derivada es cero.

Tabla 5. Identificacion del minimo, maximo y punto de inflexion
del crecimiento poblacional por parte de Yaocihuatl (episodio 2)

Valor minimo Valor maximo

Punto de inflexion

€n 192

e ¢\ punto en el
que \a grafica
pasa de decrecien~
Ye q creclente,

€n ¢l

no exfste vn punto

direccion  crecienfe
o decreciente.

€n \a70

la grafica cam bid
de erecer de lento
o (apide a crecer de
c6pido o lento

wmbie &

Fuente: elaboracion propia.

En la ultima pregunta de la situacion se les
dio una gréfica de una funcion f” respecto de la
cual se les solicitaba determinar los valores de
paralos cuales la grafica dela funcion f presen-
ta maximos, minimos o puntos de inflexion.
Si bien las estudiantes dieron las respuestas, en
éstas se determinan los maximos, minimos y
puntos de inflexion de la funcion f”. Los mo-
tivos de estas respuestas pueden ser diferentes,
desde el cansancio hasta la comprension y rela-
cion de la graficade f” con respectoaf.

Por tltimo, retomando las cuatro formas
de estudiar a la concavidad reportadas por
Jones (2019), este estudio permiti6 agregar dos
nuevas formas: a partir del cambio local en la
posicion de las rectas tangentes reportado por
las estudiantes; y como resultado de estudiar
el cambio en la subtangente, tal como lo de-
muestra Agnes, presentado en la Tabla 2 de
este articulo. En la Fig. 10 se muestran estas
seis formas de estudiar la concavidad.

Figura 10. Seis formas de interpretar la concavidad
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Fuente: elaboracion propia.
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CONCLUSIONES

En este estudio, particularmente en el creci-
miento poblacional, se utilizaron datos dis-
cretos y esto no fue impedimento para la com-
prension conceptual del punto de inflexion y
del minimo local en funciones de variable real;
es mas, aporto al estudio cualitativo del cam-
bio que apoya a los argumentos variacionales
para el estudio de las grificas de funciones
continuas de variable real. Ademas, la forma en
como es presentada la grafica en el crecimiento
poblacional contribuyo a que las estudiantes
hicieran comparaciones cualitativas de los da-
tos (sin conocer el niimero) y dar estimaciones
del comportamiento local entre cada década.

Esta situacion es solo un diseno (de mu-
chos mds que pueden existir) para la com-
prension y significado del méximo, minimo
y punto de inflexion (concavidad). Se prueba
la hipétesis de este estudio, al mostrar que el
significado de estos puntos finos estuvo aso-
ciado a hechos histdricos, sociales o culturales
que hicieron que el crecimiento poblacional
se comportara de esa forma, lo cual aporta
un caracter predictivo a la concavidad de la
funcion. El minimo fue comprendido como
una consecuencia de la Revoluciéon mexicana,
movimiento social que marcaria el futuro del
pais y que afectaria al crecimiento poblacio-
nal; y el punto de inflexién como los anos en
que existieron politicas sociales de planifica-
cion familiar para el control natal.

Por otro lado, Agnesi desde el analisis in-
finitesimal, y las estudiantes desde el cdlculo
escolar, no obstante provenir de contextos
diferentes, reportan semejanzas en los argu-
mentos utilizados para explicar el problema
que abordan. Lo que no vari6 fue el uso de
argumentos variacionales sobre el segundo
orden de variacién en frases como “crece de
rapido a lento”, “crece de lento a rapido” y su
interpretacion visual de la recta tangente que
se reporto en los resultados. Esto robustece al
estudio y la interpretacion de la concavidad
de una funcion ofrecida por Jones (2019).
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La situacion de aprendizaje descrita trabajo
con la interaccion de dos contextos situaciona-
les reales que se complementaron entre si: en
el primer escenario se trabajo con los datos y
la interpretacion del crecimiento poblacional,
y se hizo un estudio cualitativo del cambio; el
segundo escenario correspondid al estudio del
cambio y uso de la grafica en matemética. Esto
permitio que se reconocieran interpretaciones
sobre la concavidad y que se agregara, desde la
teora socioepistemoldgica, la articulacion de
contextos situacionales reales para la resignifi-
cacion de los objetos matematicos como parte
de la situacion de aprendizaje.

Es claro que la visualizacion jugé un papel
importante en este estudio, ya que no se trata
simplemente de ver o acompanar con regis-
tros graficos lo que se realiza algebraicamente
(centracion en los procesos algebraicos); la vi-
sualizacion consiste en centrar los estudios en
las interpretaciones gréficas (uso de graficos
con dinamismo) y obtener significados y hasta
conjeturas que ayudan indudablemente al es-
tudio algebraico que se quiera realizar. Agnesi
nos demuestra esto al hablar del cambio a par-
tir de la grafica, lo cual le da cierta simulacion a
lo que demuestra de forma analitica. Esta prac-
ticaayudaa representar, informar, argumentar,
transformar, comunicar, trasmitir y explicar
informacion que se construye con imagenes
mentales, aquéllas que nacen entre la interac-
cion del exterior y el interior de la persona.

Sobre el acompanamiento, los docentes
han mencionado el valor que tiene el estudio
del cambio que invita a relacionar a la matema-
tica con otras disciplinas. Con las buenas pre-
guntas reconocen que no necesariamente se
debe tener algo matemético como producto fi-
nal, sino que considerar una problematica des-
de un escenario cercano al estudiante permite
ir obteniendo en el camino diversos productos
parael aprendizaje y desarrollo del pensamien-
to matematico. Como profesores o investiga-
dores es una buena ruta empezar a observar
problematicas distintas al objetivo matemati-
co. El didlogo en colectivo con otros docentes y
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otras disciplinas es el mejor acompanamiento
y contribuye a nuevas ideas para que los estu-
diantes experimenten situaciones de aprendi-
zaje. Esta investigacion permitio reflexionar,
con el colectivo docente en matematica, que
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