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Resumen: Este articulo presenta los resultados obtenidos en la investigacién:
caracterizacién de tratamientos que emplean docentes de bdsica primaria en la
solucién de situaciones relacionadas con la fraccién como medida. El objetivo
de esta investigacién fue describir procedimientos, registros de representacién vy
transformaciones de tratamiento en situaciones de la fraccién como medida. La
investigacion se realizé bajo un enfoque cualitativo de tipo descriptivo a partir de un
estudio de caso, empleando el cuestionario escrito con preguntas abiertas y la entrevista
no estructurada. Para el andlisis de los datos se empled la codificacién axial, abierta y
selectiva de las respuestas de los docentes, obtenidas en los cuestionarios y las entrevistas.
Se evidencia en los resultados del estudio el rol que cumple el tratamiento en la
asignacién, conservacion y modificacion de sentidos a través del uso de modificaciones
intrinsecas, mereolégicas y posicionales enmarcadas en los procesos de visualizacién de
los docentes.

Palabras clave: aprendizaje de la fraccidn, fraccién como medida, representaciones
semidticas de objetos matematicos, docente en servicio, visualizacion.

Abstract: This article presents the results obtained in the research: “Characterization of
treatments used by elementary school teachers in the solution of situations related to the
fraction as a measure.” The research objective was to describe procedures, representation
records and treatment transformations in situations of the fraction as measure. The
research was carried out under a qualitative descriptive approach from a case study
using the written questionnaire with open questions and the unstructured interview.
The axial, open and selective codification of the teacher responses obtained in the
questionnaires and interviews was used for the analysis of the data. The role of treatment
in the allocation, conservation and modification of meaning through the use of intrinsic,
mereological and positional modifications framed in the visualization processes of
teachers is evident.

Keywords: fraction learning, fraction as measure, semiotic representations of
mathematical objects, teacher in service, visualizations.
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Juan Pablo Marin-Grisales, et al. Caracterizacion de los tratamientos en la solucion de situaciones sobre la fraccidn como medida
Introduccién

Las fracciones, como objeto matemdtico, se han destacado por ser un tema
de investigacién y ensenanza privilegiado en la didéctica de la matematica.
Una comprensién profunda de los conceptos de fraccién sigue siendo
un desafio para la educacién matemitica (Simon, Placa, Avitzur & Kara,
2018). Las fracciones pueden verse como un mega-concepto que contiene
una serie de significados e interpretaciones, que se admiten y se adquieren
segun el contexto en que se emplean (Malet, 2010). Por lo tanto, el
concepto de fraccién no se puede reducir tnicamente a la exploracién
de sistemas concretos y tampoco se puede asociar exclusivamente a
la relacién parte-todo (Simon et al,, 2018). El estudio de la fracciéon
debe extenderse a otras magnitudes, de tal manera que aporte nuevos
significados (Gairin y Escolano, 2015).

La comprension inicial de las fracciones implica algunos desafios. El
aprendizaje de un nuevo campo numérico, en este caso el aprendizaje
de la fracciones, no es sencillo para los estudiantes porque su enfoque
en la basica primaria ha sido la ensenanza de los nimeros naturales.
En segundo lugar, las fracciones generalmente se representan como una
relacién entre dos ntimeros. Dado lo anterior, las fracciones son dificiles
para los estudiantes, pero ademis las formas en que se ensenan a menudo
contribuyen a las dificultades que se han descrito (Simén et al., 2018).

En la investigacién desarrollada por Simon et al. (2018) senalan
cuatro tipos de limitaciones sobre la comprension de las fracciones en
edad escolar identificadas en diversos estudios. La primera de ellas estd
relacionada con la “ausencia de la fraccién como cantidad”, es decir, los
estudiantes a menudo tienen la concepcién de la fraccién como un arreglo
en la que m/n (m < n) representa un arreglo en el que un todo estd
dispuesto en “n” partes idénticas y “m” de esas partes estdn designadas.
La segunda es la “fraccién como dos numeros”, los estudiantes ven una
fraccién como un par de numeros que representan cantidades sin relacién
particular implicita entre ellas. La tercera es el concepto, limitado, de
fraccién parte-todo, los estudiantes ven una fraccién como un conjunto
completo de partes n / n que forman el todo. Y finalmente, la cuarta
limitacién, expuesta por los investigadores, se relaciona con la dificultad
de comprender la unidad de referencia. La comprensién de las unidades
de referencia generalmente no se enfatiza en el desarrollo de los nimeros
naturales. Este desarrollo se basa en contar por lo tanto la unidad, que
generalmente, se deja implicita.

Para darle sentido a la fraccién en el contexto matemdtico se
requiere ligar sus diferentes significados: la fraccién parte todo, la
fraccién como cociente, la fraccién como operador, la fraccién como
porcentaje y la fraccion como medida. Cada una de estas formas admite
el uso de representaciones semiéticas que se suscitan alrededor de
transformaciones de tratamiento y conversién (Fandino, 2009, 2015).
Duval (2017a) senala que la clave del trabajo matematico consiste en
transformar las representaciones semiéticas, dadas en un problema o
contexto, en otras representaciones semidticas es aqui en donde las
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matemdticas difieren de otras ciencias. El mismo autor argumenta que
en matemadticas una representacion semiotica solo es interesante en la
medida en que puede transformarse en otra representaciéon y no primero
por el objeto que representa.

Lo que comunmente se llama conceptualizacién en matematicas se
basa en la coordinacién cognitiva entre el uso de sistemas semi6ticos
muy diferentes para producir nuevas representaciones (Duval, 2017b).
El interés de modelar el funcionamiento cognitivo del pensamiento
en términos de registros no es tedrico, es metodok’)gico porque esto
proporciona las herramientas para analizar las dos condiciones necesarias
para entender y hacer matemdticas por uno mismo (Duval, 2017a).
Siguiendo al mismo autor, la primera condicién es la coordinacién entre
dos registros cuyo desarrollo da la posibilidad de convertir cualquier
representacion dada de su registro a otro del mismo objeto en otro
registro, es llamado el proceso de conversién. La segunda condicion es
la internalizacién de las operaciones intrinsecas de cada uno de los dos
registros, llamado el tratamiento.

Conviene subrayar que un tratamiento es la transformacion de una
representacion (inicial) en otra representacién (terminal) y la conversiéon
esla transformacion dela representacién de un objeto matematico en otro
registro y que ademas los registros de representacion semiética se pueden
formalizar desde el lenguaje comun, el lenguaje aritmético, el lenguaje
algebraico, el lenguaje figural y el lenguaje pictogrifico (Fandifio, 2009,
2015).

En dichas transformaciones aun existen dificultades para articular
sentidos y significados. Especialmente cuando un mismo objeto
matemdtico es representado de diferentes maneras y su comprensién
requiere generar cambios con respecto a las interpretaciones inicialmente
dadas (Rojas, 2014). Es decir, en situaciones enmarcadas dentro del
contexto matematico, reconocer procesos que conllevan al uso de
diversos registros y la articulacién de sentidos al parecer no es tan
sencillo e inmediato. Posiblemente la dificultad que se presenta radica
en los procedimientos generados para realizar cambios de un registro de
representacion a otro dentro del mismo.

En atencién a estas reflexiones, se examinaron algunas observaciones
de clase realizadas en los grados cuarto y quinto de primaria en las cuales
se analizaron procesos de ensenanza del objeto matematico fraccidn.
Dichas observaciones permitieron evidenciar dificultades en los docentes
frente a la articulacién de sentidos, especialmente cuando la situacién
requerfa transformaciones de tratamiento y cuando el docente debia
generar comparacion de dimensiones de un objeto con la unidad, definir el
drea de una regién sombreada, asignar una medida y hacer uso de diversas
magnitudes coincidiendo en gran parte con las dificultades reportadas en
Rojas (2014), Fandino (2009, 2015), Santi (2011), D* Amore (2006) y
que por ende motivaron a centrar la atencion del estudio en este tipo de
transformaciones.

Dado lo anterior, se propuso como objetivo de la investigacién
caracterizar registros de representacién y transformaciones de
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tratamiento en situaciones de la fraccién como medida en docentes
de bésica primaria. Se analizan dos aspectos centrales de la fraccién
como medida: el objeto matematico fraccién y las transformaciones
de tratamiento. El objeto matemaitico fraccion se analizé desde la
comprensién de la longitud y la superficie. Las transformaciones de
tratamiento se analizaron desde la asignacién de sentidos, los procesos
operatorios y las modificaciones operatorias enmarcadas dentro de
los procesos de visualizacién planteados por Duval (2003, citado en
Marmolejo, 2010).

El estudio realizado por Marmolejo (2010) sefiala: 1) la enorme
complejidad de la visualizacién que muestra el error de quienes la
consideran obviay espontdneay 2) el reconocimiento de las posibilidades
que brinda esta actividad cognitiva. Esto manifiesta la importancia de
explorar el tratamiento desde este tipo de transformaciones y los aportes
que puede brindar en el campo de las matematicas. Un elemento esencial
dentro de los procesos de visualizacién es la aprehensién. Duval (1995)
se refiere a la aprehensién para dar cuenta acerca de la manera en que
una figura juega una funcién heuristica en el desarrollo de una actividad
matemdtica. El mismo autor propone cuatro tipos de aprehensiones: la
perceptual, la operatoria, la discursivay la secuencial. Las que se analizaron
en el trabajo son la aprehensién operatoria y la perceptual.

Materiales y métodos
Enfoque de la investigacién

El estudio se enmarcd en el enfoque cualitativo de tipo descriptivo-
interpretativo que requiere describir e interpretar informaciéon de los
participantes. La investigacion cualitativa busca comprender e interpretar
los fenémenos desde la realidad de los participantes en su ambiente
natural (Herndndez, Fernindez y Baptista, 2014), en este caso la
prictica de aula relacionada con la ensenanza de la fracciéon como
medida y con su contexto. Su alcance descriptivo permite detallar
cémo son y cémo se manifiestan las caracteristicas de personas, grupos,
procesos objetos (Herndndez et al., 2014), en este caso caracterizar
los procedimientos, registros de representacién y transformaciones de
tratamiento en situaciones de la fraccién como medida en docentes de
bésica primaria.

Diserio metodoldgico

La investigacion se desarrollé a partir de un estudio de caso con ocho
docentes de bésica primaria de una institucion educativa del sector
publico. En este tipo de estudios se considera la unidad en funcién de
su cultura (Herndndez et al., 2014). En este sentido, los investigadores
sefalan que los grupos estudiados, en este caso los docentes, poseen
algunas de las siguientes caracteristicas: los docentes que conforman la
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unidad de trabajo mantienen interacciones regulares y lo han hecho
durante cierto tiempo en la institucién educativa, representan en este
caso una manera de asumir un proceso educativo, comparten creencias,
comportamientos y otros patrones, asi como una finalidad comun frente
a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Jiménez
y Comet (2016) mencionan que la investigacién cualitativa es amigable
con los estudios de caso en vista de que abordan temas que ameritan
andlisis profundos y acercamientos reales al contexto donde se desarrolla
el fenémeno.

Se tuvo en cuenta el tratamiento como unidad de analisis central del
estudio. Los tratamientos son transformaciones de representaciones que
ocurren dentro del mismo registro (Duval, 2016a). “tratamiento es el
que hace relevante la eleccidon del ‘mejor’ cambio de registro (economia
de medios, mds potencia para la generalizacién, o mds intuitivo...)
para resolver el problema dado” (Duval, 2006, p. 149). Se analizaron
aspectos de modificacién interna con respecto a los multiples registros de
representacion semiética y la articulacién, modificacién o conservacién
de sentidos respecto a una situacién determinada en el marco de la
fraccién como medida.

Asi mismo, el anélisis de esta categoria considerd la experiencia
adquirida en los docentes frente a los procesos de ensefianza y aprendizaje
sobre la fraccidn, el uso de diversos registros de representacién y las
transformaciones de tratamiento. Duval (2016b) sefiala que no se puede
analizar profundamente y entender el problema de la comprensio#n en
matema#ticas, para la mayoria de estudiantes, si no se comienza por
separar los dos tipos de transformacio#n de representaciones. El mismo
investigador sefala que esto se hace rara vez y si se hace es porque la
“conversio#n se juzga como un tipo de tratamiento o porque se cree
que depende de la comprensio#n conceptual, es decir, una actividad
puramente ‘mental’, asemio#tica” (p. 91).

Elsiguiente diagrama muestra las relaciones existentes entre la categoria
“tratamiento”. Y como subcategorias: los procesos y las modificaciones
posibles que surgieron de la investigacion a través de la codificaciéon axial
abierta y selectiva (Corbin y Strauss, 2016).
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tratamiento de situaciones relacionadas con

Modificaciones y procesos mediante el
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Diagrama 1

Categoria de andlisis organizada en subcategorias, modificaciones y procesos

Es importante resaltar que la gama de modificaciones posibles tiene
que ver con las modificaciones mereoldgicas, posicionales y Spticas
(Duval, 2003, citado en Marmolejo, 2010) y las intrinsecas (Marmolejo
y Gonzdlez, 2011). Dichas modificaciones corresponden a los tipos
de aprehensién figural, comprendidos dentro de los procesos de
visualizacién planteados por Duval (1995), el cual sefiala que este tipo
de procesos cubren dos niveles diferentes de operaciones independientes
entre si, los cuales, la mayorfa de veces se fusionan en la sinergia
del mismo acto. Estos dos niveles de operaciones son reconocimiento
discriminatorio de formas y la identificacién de objetos correspondientes
a formas reconocidas (Duval, 2016a).

Las modificaciones comprendidas en esta investigacion se relacionan
con la aprehensién operatoria, la cual tiene lugar en los tratamientos
figurales y las diversas reconfiguraciones. Por otro lado, los procesos
en cuanto a la fraccién como medida estdn relacionados con aspectos
geométricos y métricos asignados a transformaciones discontinuas y
asignaciones numéricas (Vasco, 2015). En la tabla 1 se presenta la
definicién de cada modificacién operatoria relacionada en el diagrama 1.
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Tabla 1

Modificaciones operatorias presentes en la categoria de tratamiento Marmolejo 2010

Modificaciones Modificaciones centradas en 1as relaciones
merenldgicas entre las partes y €l todo.
Modi ficaciones Modificacion_es que apelan a la irmagen de la
A figura, por gjernplo, cuando se agranda,
opticas = . L
disminuye o se deforma 1a figura inicial.
Modificaciones frente al cambio de la figura
Modificacicnes 211 Cuanto a su orientacidn, es decir, cuando se
posicionales rota o se desplaza 1a figura de partida como
las sub-figuras.
Modificaciones que tienen que ver con la
Modificaciones transformacion de 1a organizacion perceptiva
intrinsecas de la figura de partida en lo interno, bajo la
introduccidn o inhibicidn de trazos.

Por lo tanto, la categoria de tratamiento estd enmarcada en acciones de
medicion que sefalan aspectos pre-métricos adquiridos por los docentes a
lolargo de su experiencia, los cuales se incluyen en situaciones de la medida
para atribuir sentido. Godino (2002) sefiala que para el desarrollo del
sentido de la medida es necesario enfrentar a los estudiantes a situaciones
donde ellos puedan emplear los procedimientos de la medida y atribuir
sentido al uso del lenguaje y normas que regulan la actividad de medir.

Técnicas y materiales de recoleccion de informacion

Como técnicas de recoleccién de informacién se emplearon el
cuestionario escrito con preguntas abiertas y la entrevista no estructurada
(Hernéndez et al., 2014) para caracterizar los tratamientos en la solucién
de situaciones relacionadas con la fraccién como medida. El cuestionario
escrito con preguntas abiertas se aplicé de manera individual a través de
dos tareas. Los cuestionarios (imagen 1) se materializaron a través de unas
tareas disefiadas a partir de graficos y preguntas metacognitivas (Orrego,
Ruiz y Tamayo, 2016) que involucraban situaciones relacionadas con la
fraccién como medida.

Para el desarrollo de cada tarea se solicité a los docentes justificar sus
procedimientos, exponer los registros utilizados y responder verbalmente
a una entrevista abierta, grabada y codificada para su posterior
transcripcién. Lo anterior con el fin de ampliar la informacién y poder
triangular los datos. La triangulacién busca utilizar diferentes métodos
de recoleccién y analisis de datos para la saturacién de las categorias
(Herndndez et al., 2014)
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1. A continuadonobservaras unrectangulo con dos regiones pintadas de negro. Cada
una delas regiones representa una forma distinta de dividir la unidad. La superficie
que ocupa cada una de las regiones esta detenminada por un area especifica que al
compararla conla unidad (rectangulo) pueden ser expresadas como fraccion.

ER)

Al obsarvarlas dosragionss pintadas d= negro v compararantrasi, 2sposible afirmarquatiznsndraas

iguales? ;Como puadas justificar tu raspussta” Puadas hacar un dibujo, pintar o trabajar sobrala
srafica.

b. ;Aquéfracciondzlaunidadcorresponds la medida d= cada region sombraada? ; Ambas midan lo
mismo?

Imagen 1
Cuestionario escrito

Posterior al disefio del cuestionario escrito se elaboré una matriz de
operacionalizacion para sefialar cada item de acuerdo con su propésito,
proceso y objetivo especifico, con el fin de identificar el alcance de cada
tarea, relacionar su categoria inicial y dar inicio a la recoleccién de
informacién (imagen 2).

Apunta:
Proporcién/ Objetivo
ACHVIDAD TAREAS iTEMS Propésito comparacién Espesrﬁ:o/
sentido o
significado
. éAl observar las dos regiones | Identificar los significados parciales gue el | Comparacion
A continuacion observaras un rectangulo con dos pintadas de negro y comparar | estudiante asume frente al area de cada 0B2
regiones pintadas de negro. Cada una de las regiones entre si es posible afirmar gue | regidn sombreada.
representa una forma distinta de dividir la unidad. La tienen dreas iguales? ¢Como Sentido
superficie que ocupa cada una de las regiones estd puedes justificar tu respuesta?
determinada por un drea especifica que al GA qué fraccion de la unidad | Identificar gue tratamientos utiliza el | Comparacion | QB1
compararla con la unidad (rectangulo) pueden ser corresponde |a medida de cada | estudiante para determinar el drea de cada
expresadas como fraccion. region sombreada? ¢Ambas | region sombreada haciendo uso de la significado
miden lo mismo? fraccién.
Identificar si el estudiante establece
relaciones de equivalencia entre ambas
dreas a pesar de gue son representadas de
ACTIVIDAD diferente manera.
r Es posible representar de otra | Identificar los posibles tratamientos en el | proporcion 0B1
manera cada una de las | registro pictérico que utiliza el estudiante
PARTEA regiones sombreadas de tal | para conservar la medida de ambas reas Sentido
forma gque se conserve su
medida? Explicar cémo lo arias | Observar gue registros utiliza el estudiante
y luego represéntalas a través | para justificar la conservacion de las
de un dibujo medidas en cada transformacion de
tratamiento.

Imagen 2

Matriz de operacionalizacién para el cuestionario escrito

Plan de andlisis

Para llevar a cabo el plan de analisis de los datos se tuvo en cuenta lo
propuesto por Herndndez et al. (2014). Para la saturacién de categorias se
empled la codificacion axial, abierta y selectiva (Corbin y Strauss, 2016)
delainformacién recolectada en los cuestionarios escritos y las entrevistas
no estructuradas. En los “procesos comunicativos que tienen lugar en
la educacién matematica, no sélo hay que interpretar las entidades
conceptuales, sino también las situaciones problemdticas y los propios
medios expresivos y argumentativos” (Godino, 2012, p. 54). El plan de
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analisis estuvo centrado en las intervenciones escritas y orales de los
docentes para seleccionar oraciones con sentido que aludieran al uso
de diferentes registros de representaciéon semidticas y tratamientos en
situaciones relacionadas con la fraccién como medida.

Resultados
El tratamiento en la solucidn de situaciones de la fraccion como medida

Los registros de representacién semiética que emplean los docentes
mediante el tratamiento en situaciones de la fraccién como medida son: el
registro pictérico, el lenguaje comin y el registro aritmético. Se identificé
que, de 105 oraciones con sentido, 46 correspondieron al uso del registro
“pictérico”, 40 al registro “lenguaje comun” y 19 al registro “aritmético”.
La tendencia general frente al uso de representaciones semioticas es mayor
en el lenguaje pictérico y el lenguaje comun. En un estudio realizado por
Viésquez-Ortiz y Alsina (2016), se identifica que estudiantes de grado
cuarto usan con mayor tendencia el lenguaje comtn para hablar sobre
probabilidades y esto se da porque apenas inician el estudio de estos
conceptos. Por lo tanto, esto nos permite inferir que los docentes conocen
poco sobre el lenguaje de las fracciones, en este caso de la fraccién como
medida. En otras palabras, los conceptos sobre la fraccion son complejos
con un alto grado de abstraccio#n, por lo que es necesario avanzar de
manera gradual hacia la comprensio#n adecuada del lenguaje especi#fico
de las fracciones para asi aproximarse a su comprension.

Al analizar el tratamiento en el registro pictérico se evidenci6
que hay varios procesos vinculados. Estos procesos hacen parte
de aspectos geométricos y métricos asignados a transformaciones
discontinuas y asignaciones numéricas (Vasco, 2015) y a su vez a los
tipos de aprehensién figural, comprendidos dentro de los procesos
de visualizacién planteados por Duval (1995), que incluyen las
modificaciones intrinsecas, mereoldgicas, posicionales y dpticas.

Tabla2

Procesos y modificaciones operatorias evidenciadas en las unidades de registro

Unidad .
. |Procesos v Frecuencia
de Docentes Frecuencia | - e’ lones  [DoCeTItEs final
registro
D1 |DZz D3 |D4 |DS D6 DY |D8 D1 |D2 D3 |D4 DS [DE DY D8
Intrinsecas 5 12 |5 |3 |2 |2 |2 (1 [=25
Descornposicion |5 (3 |7 |5 |5 |2 |7 |3 [37
Pictdrico |7 |7 |7 |5 |4 (4 |7 |5 |48
Mereoldgicas 2 |4 |4 |3 |1 5 |12 |21
Froporcidn 113 |1 (2 Jo [t |1 |2 |11
TOTAL 24
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La tabla 2 muestra los procesos y tipos de aprehensién figural
evidenciados en las unidades de registro. El uso de la descomposicién con
37 unidades de registro y las modificaciones intrinsecas con 25 unidades
de registro de un total de 94, son los procesos mas notorios. En la imagen
3 se observa que la docente D1 descompone la figura en varias partes
y disefia un nuevo registro pictérico, conservando la medida. Se infiere
que en la nueva representacién de D1 busca dividir en dos mitades la
region sombreada, para que al ubicarlas una seguida de otra conserven su
medida. Asi mismo, D1 busca que la region sombreada de negro inferior se
fraccione en dos partesyse ubique enunanueva posicién. A continuacidn,
se presenta la siguiente intervencion verbal de la D1:

“Trazando dos de estos, saldria este y luego trazando este tridngulo
hasta acd. Este que queda acd y partir de estas dos, sacando este tridngulo
acd y este otro trazdndolo aca”.

D1-T-1¢?

Situacion:
Representar de ofra manera cada una
de las regiones sombreadas en la figura
1 de tal forma que se conservara su
medida.

Tratamiento D1:

Imagen 3
Proceso de descomposicién dentro del registro pictérico de D1

Se infiere de lo anterior que durante el tratamiento realizado por D1
mediante el proceso de descomposicion es importante el uso de los trazos.
Al parecer, este recurso le permitid representar y visualizar los cambios en
el mismo registro. El proceso de descomposicién observado estd mediado
por el movimiento de secciones sacadas a partir de algunas divisiones en
la figura.

Al analizar el proceso de descomposicién en el registro pictérico,
se identificé que para los docentes resulta prictico descomponer la
ﬁgura en varias partes, unir sesiones, agrupar, cambiar posiciones, usar
patrones, comparar, partir sesiones ¢ incluso desplazar partes de ellas en
varias direcciones. Al parecer, el uso frecuente de este proceso se debe
a la regularidad de actividades que involucran el tangram, los puzles y
rompecabezas en el aula de clase. Alsina y Planas (2008) sefalan que la
composicién y descomposicion de figuras mejora el conocimiento de las
mismas y sus propiedades.

Andlisis en cuanto a las modificaciones intrinsecas

En la imagen 4 se puede observar que D3 recurre al trazo como
herramienta para dividir cada una de las graficas en partes relativamente
iguales. En la imagen 3 se observa que los trazos ayudan visualmente al
docente a establecer relaciones de equivalencia entre las partes para definir
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un valor a la medida. Por otro lado, se evidencia en la imagen 4 que D3
generd varios trazos para encontrar relaciones en dos sentidos: una con
respecto a un rectangulo y otra con respecto a la forma de un triangulo.
En este ultimo el docente asume que la regién sombreada estd compuesta
por dos figuras con medidas semejantes, lo que permite definir un valor a
la medida a través de la fraccién. De lo anterior, se infiere que los trazos
le permiten al docente encontrar relaciones de comparacion entre varias
figuras para encontrar una medida equivalente.

D3-T-2a

Situacion:

region sombreada

Observar la grafica 1 y 2 y determina a que
fraccion corresponde la medida de cada

GRAFICA 1 GRAFICA 1

Tratamiento D3:

EHARICA T

Imagen 4

Modificaciones intrinsecas dentro del registro pictérico de D3

Cabe senalar que entre los procesos de descomposicion y las
modificaciones intrinsecas se evidenciaron relaciones colindantes. En
varias unidades de registro donde se presenté descomposicion también
se observaron modificaciones intrinsecas. Los docentes realizaron trazos
para indicar la descomposicion y en otros casos hicieron descomposicién
de una figura para luego explicarla a través de trazos. Es decir, cuando
se transforma “la organizacio#n perceptiva de la figura de partida a nivel

interno bajo la introduccio#n o inhibicién de trazos” (Marmolejo y
Gonzélez, 2011).

Andlisis en cuanto a las modificaciones mereoldgicas y la proporcion

Para el caso de la imagen 5 se evidencia la representacién de una unidad
dividida en partes iguales para determinar una razdn. A partir del analisis
se inflere que en las modificaciones mereoldgicas los docentes buscan
establecer relaciones de equivalencia entre las partes a través del uso de
numeros racionales. Es decir, los docentes ven la posibilidad en la figura
que puede ser dividida en diversas subfiguras, a partir de las cuales se
puede transformar en otra figura de un contorno global, diferente o no
(Marmolejo y Restrepo, 2005). Los autores sefialan que esta caracteristica
es propia de las modificaciones mereoldgicas pues ponen en juego las
relaciones existentes entre las partes y el todo.
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D8-T-1c

de tal
medida?

Situacion:

. Es posible representar de otra manera
cada una de las regiones sombreadas
forma que se conserve su

Tratamiento D8:

Imagen 5

Modificaciones mereoldgicas y el proceso de proporcion dentro del registro pictérico de D8

En la imagen 6 se presenta una situacién particular que indica la
relacién entre las modificaciones mereoldgicas y el proceso de proporcién.
Se puede deducir que la docente D3 tuvo problemas para definir la
relacién parte-todo debido a que la imagen 5 no estaba dividida en partes
iguales. En consecuencia, la docente diseié una nueva representacion para
indicar la fraccién 10/16. Se infiere de los datos que algunos docentes
asumen las modificaciones mereoldgicas desde el término “partes iguales”
o “congruentes”, siendo este un obsticulo en la construccién del
conocimiento de la fraccién como parte-todo (Fandifio, 2009, 2015).

D3-T-2d

Situacion:

- . i0
¢Si quiero que representes = del = ==
area en la GRAFICA 3 que arias?

Tratamiento D3:

Imagen 6

Modificaciones mereoldgicas y el proceso de proporcién dentro del registro pictérico de D3

Un proceso que emerge de este andlisis y que permite a los docentes
establecer una relacién entre las partes y el todo es la proporcién, con
11 unidades de registro. Este proceso se relaciona en los datos y con las
modificaciones mereoldgicas. Esto permite inferir que los docentes usan
dichos procesos para establecer relaciones de equivalencia entre las partes
y para descomponer objetos en partes iguales o congruentes. Marmolejo
y Restrepo (2012) exponen que “la productividad heuri#stica genera
ideas, procesos y posibilidades que permiten reconocer los tratamientos
matema#ticos susceptibles de traer a colacio#n para resolver la actividad

propuesta” (p. 13).
Andlisis del tratamiento en el registro lenguaje comiin
En el andlisis se identificaron 40 oraciones de unidades de registros

que corresponden al uso del lenguaje comun en las trasformaciones de
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tratamiento. El lenguaje natural es un registro multifuncional y estos
parecen ser comunes y de muy facil acceso para los estudiantes (Duval,
2016 b), en este caso los docentes. Sin embargo, expresa Duval en la
ensefanza se tiende a marginar el uso de los registros multifuncionales que
privilegian los registros monofuncionales.

Se analizaron los procesos que hacen parte de aspectos geométricos y
métricos, como también los tipos de aprehension figural comprendidos
dentro de los procesos de visualizacién para observar la incidencia
del lenguaje en los tratamientos. La tabla 3 muestra los procesos
y modificaciones inmersos en el tratamiento a través del lenguaje
comun, entre los cuales destacan la descomposicion y las modificaciones
posicionales. Es necesario resaltar que las descomposiciones mereoldgicas
de las figuras es uno de los procedimientos més antiguos que se empleaban
en la antigiiedad (Edwards, 1979; citado en Duval, 2016 a) y que por
esto se destaca su uso en los docentes. Frente a las modificaciones
posicionales es importante su uso durante el desarrollo de la tarea
porque la productividad heuri#stica de una figura tiene que ver con
las modificaciones producidas en ella, gracias a una operacién cognitiva
determinada (Marmolejo y Restrepo, 2012), en este caso el uso de las
modificaciones posicionales.

Tabla 3

Procesos y tipos de aprension figural inmersos en el tratamiento

de la fraccién como medida haciendo uso del lenguaje comtin

Unidad de |Docentes ) Docentes ]
B— Frecuencia |Procesos Frecuencia
£l D1 D2 D2 |D4 |DE [De D7 |DE D1 D2 |D2 D4 |[DE (D& D7 |DE
Intrinsecas 112 (1 |2 (2 |0 |3 |1 [12
Descomposicidn |4 (4 |5 |4 |4 |5 |5 |4 |35
LENGUATE
COMUN45654 7 (4 (40
Posicionales 1 |2 |12 (2 |1 |& |2 |&B (22

Mereoldgicas 1 0 2 11 (o |04 |2 |11

En la imagen 7 se observa que el uso de la palabra “dividirla” y “juntar”
indica la necesidad de D4 de plantear una descomposicién sobre cada
una de las graficas utilizando transformaciones discontinuas. Al parecer,
el uso del “lenguaje comtn” en el proceso de descomposicién muestra la
intencién previa del docente y las ideas que tiene sobre el tratamiento
posterior.
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D4-T-2a

Situacion:

determina

respuesta.

Observar la grafica 1 vy 2 vy

que fraccion 3 A-
corresponde la medida de cada !

region sombreada Explica tu

GRAICA 1 GRAFICA 2

Tratamiento D4 en el registro: lenguaje comun
Para mi tocaria dividirla en partecitas igualitas primero que todo. Coloreado
esta con esta se junta y queda esta coloreada. Luego tomo esta con esta se
Jjunta y queda esta. (Discurso tomado del anexo 5C-4 item 2a).

Imagen 7

Proceso de descomposicién dentro del registro lenguaje comun de D4

Se infiere que el lenguaje comtn es relevante en el tratamiento cuando
el docente pretende descomponer una figura. El uso del lenguaje coman
le permite al docente expresar diversas descomposiciones que surgen
mentalmente frente a una imagen o cuerpo geométrico. Duval (2003,
citado en Marmolejo, 2010) senala que no se puede evitar el uso del
lenguaje natural porque este origina la articulacién con los registros
monofuncionales. Es paradéjico en los hallazgos identificar como los
docentes usan constantemente las representaciones multifuncionales
para resolver las tareas cuando en la ensenanza privilegian los registros
monofuncionales (Duval, 2016b).

En cuanto a las modificaciones posicionales se logra identificar que la
ubicacién espacial juega un papel importante en la solucién de la tarea
(ver imagen 8). La docente plantea la posibilidad de reubicar ciertas
regiones tratando de conservar su magnitud y medida: “La ubico en el
espacio vacio casa igual” (D8). Por lo tanto, se infiere que en el cambio de
posicién la docente D8 busca generar acciones como girar, meter o casar.
Dichas acciones ayudan a que la docente genere sentidos que permiten
comparar y analizar la situacién planteada desde diferentes perspectivas.
Al parecer, el uso de las modificaciones posicionales estd articulado con las
transformaciones isométricas, con las cuales el docente estd acostumbrado
a trabajar en sus actividades escolares.

D8-T-1a

Situacion:

(Al observar

e
pintadas de negro y comparar entre ‘

si, es posible afirmar que tienen
areas iguales?

las dos regiones

Tratamiento D8 en el registro: lenguaje comun

Si dibujo la parte sombreada y la ubico en el espacio vacio casa
igual. Este triangulo de aca al meterse aca daria igual. (Discurso
tomado del anexo 5C-5 item 1b).

Imagen 8

Modificaciones posicionales dentro del lenguaje comtn con el uso del tratamiento en D8

Dado lo anterior se puede sefalar “una brecha oculta entre el proceso
visual del tratamiento y los varios procesos discursivos que se pueden
utilizar” (Duval, 2016b, p. 75). El uso de estos cambios posicionales
a través del lenguaje comun ayuda al docente a visualizar acciones
orientadas a las trasformaciones de tratamiento posteriores en otro
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registro de representacion. Dichas transformaciones se originan desde la
traslacion, la simetria axial y la rotacion.

Ahora bien, durante el andlisis se pudo observar que las modificaciones
posicionales estin mediadas por las modificaciones mereoldgicas, ya
que los docentes buscaron que la distribucién de las partes de una
grifica y su cambio de posicién coincidieran con espacios iguales o
congruentes a las mismas. Se infiere, por lo tanto, que reconocer
partes iguales o descomponerlas en una imagen, facilita al docente el
proceso de visualizacidon y la integracién con el pensamiento espacial.
Marmolejo, Guzmin e Insuaty (2015) senalan “que las posibilidades
de exploracio#n heuri#stica que permiten las figuras se encuentran
i#ntimamente relacionadas con la gama de modificaciones posibles que se
pueden realizar sobre una figura” (p. 48). Ademds, dichos investigadores
expresan que por cada modificacién que existe, se dan varias operaciones
cognitivas que ofrecen a las figuras su productividad heuri#stica.

Andlisis del tratamiento en el registro lenguaje aritmético

En cuanto a las transformaciones de tratamiento, se identificaron 19
unidades de registro correspondientes al uso del lenguaje aritmético.
De estos se desprenden procesos de operacionalizacién, modificaciones
mereoldgicas, la razén y la proporcién. Cabe aclarar que el uso del lenguaje
aritmético, en las trasformaciones de tratamiento, hace alusidén a las
representaciones y operaciones que los docentes utilizan a través de la
escritura fraccionaria, decimal, potencial o porcentual (Fandifio, 2009,
2015).

Tabla 4. Procesos y tipos de aprehension figural evidenciados en las
unidades de registro que dan cuenta del tratamiento en situaciones de la
fraccién como medida, usando el registro aritmético.

Tabla 4

Procesos y tipos de aprehension figural evidenciados en las unidades de registro que dan cuenta
del tratamiento en situaciones de la fraccién como medida usando el registro aritmético

Unidad de Docentes . Docentes .
. Frecuencia |Procesos Frecuencia
TegIStro D1 D2 |D3 D& D7 |D8 D1 D2 |D3 D4 |DS D6 D7 |D8
Operacionalizacién |1 |3 (2 |4 |0 |1 |1 |1 |13
ARITMETICO |1 |4 |4 2 |z |1 |19 Mereoldgicas 1 111 |0 3
Razén o |z |1 |0 |o |1 4
Proporcidn o |o (1 |3 (o 1 =

La frecuencia observada frente al uso del registro aritmético en el
tratamiento representa la tendencia mds baja en esta investigacion frente
al uso de otras representaciones semioticas. A partir de este anélisis se
evidencia que lo anterior tiene relacién con obstéculos, dificultades o
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prevenciones que presentan los docentes en el uso de las fracciones y los
numeros racionales. Fandifio (2009) reporta en su trabajo algunas de estas
dificultades relacionadas con el ordenamiento, la operacionalizacién, el
adjetivo igual, la equivalencia, entre otras.

El proceso con mayor frecuencia en el uso del “lenguaje aritmético”,
tiene que ver con la operacionalizacién. La operacionalizaciéon estd
relacionada con diversos calculos o procedimientos asociados a las
“siete operaciones aritméticas fundamentales: suma, resta, multiplicacion,
divisién, potenciacidn, radicacién y logaritmacién” (Jiménez, 2007, p.
24). En esta investigacién las operaciones aritméticas son examinadas
desde las fracciones.

En la imagen 9 se muestra que, desde la operacionalizacién, la suma
de fracciones heterogéneas es uno de los procedimientos mas frecuentes.
Sin embargo, en varios casos se observd una solucién incorrecta, la
cual posiblemente se deba a dificultades conceptuales que presentan los
docentes en este tipo de operacién. Fandino (2009, 2015) hace alusién
a esta dificultad senalando que existen mayores conflictos en la adicién y
sustraccion de fracciones heterogéneas, sumados al poco sentido que se le
asigna a través de la aplicacién de reglas formales.

D2-T-1e

Situacion:

¢ Qué procedimiento se puede llevar
a cabo para demostrar que la
medida como fraccion obtenida al
unir ambas areas es equivalente a la
suma de las areas en la figura

original?

Tratamiento D2 en el registro: lenguaje aritmético

Imagen 9

Operacionalizacién dentro del registro aritmético de D2

Se evidencia en el analisis que los docentes tienen en cuenta otros
procesos a través del registro aritmético los cuales corresponden a
la “razén” y la “proporcién”. Se demostré en los datos que ambos
procesos conservan relacion puesto que fundamentan el razonamiento
proporcional que conlleva a varios procesos cognitivos interrelacionados
entre si. Buforn, Llinares y Ferndndez ( 2018) exponen que estos
procesos cognitivos pueden ir desde el pensamiento cualitativo hasta el
razonamiento multiplicativo.

En la imagen 10 se puede dar cuenta del uso de estos procesos y su
articulacién. El D2 utiliz6 la razén para indicar las partes en las que
estd dividida cada gréfica. Al parecer, el uso de este proceso permitié a
la docente expresar su intensién y el tratamiento generado. Se observéd
ademas que la docente generé tratamientos dentro de ambos registros
aritméticos (simplificacion), aludiendo a la proporcién para presentar la
igualdad entre ambas razones.
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D2-TC-2b

Situacion:

por qué.

¢El area sombreada de la GRAFICA I i
1 es equivalente al area sombreada
de la GRAFICA 27 Silno. Justifica | |

GRAFICA 1 GRAFICA 2

Tratamiento D2 en el registro: lenguaje Aritmético

1 =

Imagen 10

Razén y proporcién asumidos en el registro aritmético por la docente D2

Conclusiones
Desde los tratamientos

Frente a la transformacién de representaciones en el tratamiento, se
puede concluir que en la solucién de la tareas de la fraccién como
medida, los docentes durante el proceso requieren la articulacién de
varios conceptos matematicos, tales como razdn, proporcién, escritura
fraccionaria, entre los que se identificaron dificultades conceptuales y
procedimentales especialmente en la suma de fracciones heterogéneas y
la articulacién del sentido que conlleva a la conservacién de la medida en
divisiones discontinuas de la unidad, proceso complejo para los docentes.
Por otro lado, estd el dominio de los procesos dentro de la visualizacién
tales como la: aprehension figural, las modificaciones mereolégicas (en
donde las partes de la unidad necesariamente deben ser iguales).

Otro elemento concluyente en el trabajo es el uso de los diferentes
registros de representacion empleados por los docentes. Los docentes
privilegian el uso del lenguaje comun y esquemas pictéricos en las
trasformaciones de tratamiento. Al parecer el uso de estos registros
se debe a la integracién de elementos geométricos y métricos tales
como la descomposicién y la proporcién, como también a los tipos de
aprehension figural comprendidos dentro de la visualizacién que incluyen
las modificaciones mereoldgicas, intrinsecas y posicionales.

En el uso del registro del lenguaje comun se resalta el hecho de que
los docentes acuden a las transformaciones isométricas para proponer,
planear y argumentar sus tratamientos. El uso de estas transformaciones
se articula con modificaciones posicionales desde la traslacién, la simetria
axial y la rotacion. Para los docentes, el uso de estos cambios posicionales
a través del lenguaje comun les permitié visualizar acciones orientadas
a las trasformaciones de tratamiento posteriores en otros registros de
representacion.

En la solucién de situaciones relacionadas con la fraccién como medida
la relacién del registro pictérico-aritmético fue importante en los datos.
Durante lasolucién de las tareas, se logré evidenciar que dichos registros se
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complementan para encontrar relaciones que permiten generar otro tipo
de tratamientos y explicitar sus procesos.

Desde los procesos de visualizacion

El proceso de descomposicion estd directamente relacionado con la
visualizacién dado que se requiere de algin modo la comprensién directa
de la grafica para su modificacion. Este proceso, a través del uso del
lenguaje comun, permitié mostrar la intencionalidad del docente y las
ideas que tenia sobre el tratamiento posterior. Ademds, ayudé al docente
a expresar las diversas descomposiciones que surgen mentalmente frente
a una imagen para su posterior tratamiento.

La descomposicién y composicion de imagenes a través del registro
pictdrico permitié a los docentes generar comparaciones frente a toda la
unidad paradeterminar el valor en cuanto ala medida. Ademds, encontrar
patrones parecidos dentro de la figura, comparar caracteristicas del objeto
y contrastar informacidén para sacar conclusiones.

Se concluye frente a las modificaciones intrinsecas son un elemento
clave en la descomposicion y por ende en la solucién de situaciones
relacionadas con la fraccién como medida. Estas permanecen inmersas en
el registro pictérico y el lenguaje comtn. Ademds, permitieron al docente
mediar la descomposicién a través del uso de trazos, ya que establecieron
relaciones de comparacion entre las partes de una gréficay el todo. En las
modificaciones posicionales se destacan acciones como recortar, mover,
girar, pero también la relaciéon con el uso de puzles por parte de los
docentes.

Finalmente, la investigacion permiti6 los resultados desarrollados por
Rojas (2014) en cuanto a la importancia que tienen las transformaciones
de tratamiento en la modificacién o conservaciéon del sentido y
el significado. Ademds, en las reflexiones de Duval (2016b), las
transformaciones son fuentes de dificultades en el aprendizaje de las
matemadticas, en este caso, de los profesores de educacion primaria.
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