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Resumen: Los estados electrénicos de un anillo cudntico eliptico de GaAs embebido en
una matriz de AlxGal-xAs son investigados mediante la aproximacién de masa efectiva.
El anillo cudntico es construido con una seccién transversal rectangular (direccién
radial). La ecuacién de Schrédinger es resuelta mediante el método de elementos finitos.
En direccién angular se modula la amplitud de la altura, lo que permite la generacién de
puntos cudnticos a lo largo del anillo. Se reportan las energfas del electrén como funcién
de las dimensiones del anillo, tanto las longitudes de las elipses en el plano xy como su
altura (eje z).

Palabras clave: Anillo cudntico eliptico, Confinamiento finito, Método de elementos
finitos, Puntos cudnticos.

Abstract: The electronic states of a GaAs elliptic quantum ring embedded in AlxGal-
xAs matrix are investigated by mean of effective mass approximation. The quantum ring
is builc with rectangular cross section (radial direction). The Schrodinger equation is
solved by using finite element method. In angular direction, the amplitude of altitude is
modulated, it lets to model quantum dots in the quantum ring, The electron energies are
reported as a function of size ring, for both the lengths of the ellipses in the A} plane
and their height (Z -axis).

Keywords: Elliptic quantum ring, Finite confinement, Finite element method,
Quantum dots.

Resumo: Os estados eletronicos de um anel quintico eliptico de GaAs embutido em
uma matriz de AlxGal-xAs sio investigados pela aproximagio da massa efetiva. O anel
quéntico ¢ construido com uma segio transversal retangular (dirego radial). A equagio
de Schrodinger ¢ resolvida pelo método dos elementos finitos. Na direcao angular, a
amplitude da altura ¢ modulada, o que permite a geragio de pontos quénticos ao longo
do anel. As energias do elétron sio relatadas como uma fungio das dimensdes do anel,
tanto os comprimentos das elipses no plano xy e sua altura (eixo z).

Palavras-chave: Anel quintico eliptico, Confinamento finito, Método dos elementos
finitos, Pontos quinticos.

I. INTRODUCCION

El desarrollo en las técnicas de crecimiento para estructuras de
baja dimensionalidad ha permitido la construccién de sistemas con
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variadas geometrias, cuyas propiedades optoelectrénicas son controlables
mediante tamafio y forma. Los anillos cudnticos (QR, por sus siglas
en inglés) han sido objeto de diversos estudios, tanto tedricos como
experimentales con multiples efectos, entre los que se incluyen campos
eléctricos y magnéticos, impurezas, presion, temperaturay sefial de ldseres,
Huy Wang (2018); Escorcia, Garciay Mikhailov (2018); El-Bakkari et al.
(2018); Mughnetsyan et al. (2013); Chakraborty et al. (2018); Shiy Yan
(2018); Gémez et al. (2009). Desde los desarrollos experimentales existe
evidenciade ladependenciadela geometria con la técnica de sintesis usada
y las condiciones del crecimiento, Fomin (2014); Lorke etal. (2000); Ling
y Lee (2007); Cheng, Yang y Yang (2000). En particular, los QRs son
dificiles de obtener con una forma circular perfecta, de ahi que un modelo
mis realista corresponda a QRs con forma eliptica. Es claro que los QRs
con simetria circular son un caso particular de los elipticos, no siendo
correcta la opcién contraria. De ese modo, considerados el caso eliptico
como una muy buena generalizacién de los QRs cuasi-bidimensionales.

Dentro de las aplicaciones que se pueden encontrar para los QRs estin
los sensores en el rango del infrarrojo medio y de los THz, como medio
activo de los ldseres, memorias y dispositivos de la spintrénica, Wu et al.
(2012); Mano et al. (2007); Ling et al. (2009); Baker et al. (2007); Lee et
al. (2006); Rosas, Riera y Marin (2000).

Para la fabricacién de los QRs estan las técnicas de Epitaxia de Haces
Moleculares y la Deposicién Quimica de Vapores que permiten construir
QRs con forma eliptica y en algunos casos con geometrias casi circulares,
Fomin (2014). Un QR individual o doble ha sido obtenido mediante
la técnica epitaxia droplet, P. Boonpeng et al. (2013); Linares-Garcia et
al. (2016); Kuroda et al. (2005). Otra técnica usualmente usada es la
Stranski-Krastanov, Lorke et al. (2003), mediante la cual se obtienen
anillos y puntos cudnticos formados por los efectos de tensién que se dan
cuando se ensamblan materiales semiconductores que tienen constantes
de red suficientemente diferentes. A estos sistemas obtenidos por dicha
técnica se les llama anillos y puntos cudnticos autoensamblados.

Los estudios tedricos relacionados con QRs incluyen el efecto
Aharonov-Bohm, Aharonov y Bohm (1959), el cual es favorecido por
la topologia de los QRs, que tiene a su vez importantes implicaciones
sobre la corriente persistente del electrén, Bittiker, Imry y Landauer
(1983). Mughnetsyan et. Al (2013) estudiaron el efecto de la presién
hidrostaticaylainteraccién Rashba spin-6rbita en QRs cilindricos, donde
se ha investigado el espectro de energia y la absorcion de la luz. El-Bukkari
et.al (2018) estudiaron las energias de enlace y de emision interbanda para
un excitén confinado en un QR de GaAs/Gal—xAlxAs con efectos de
temperaturay presion. En Gémez et al. (2009) investigaron el espectro de
energia para QRs con seccién transversal circular y

rectangular con efectos de impureza donadora. En Escorcia, Garcia
y Mikhailov (2018), la influencia magnetoeléctrica y de impureza no
centrada son estudiadas usando el método Kane.

En un reciente estudio realizado por He et. al (2017), se investigaron
las propiedades de transporte electrénico mediante la técnica de la
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funcién Keldysh Green para QRs formados por tres puntos cudnticos
ubicados en los vértices de un tridngulo. Bejan, Stan, y Niculescu (2018a)
estudiaron propiedades electrénicasy dpticas en QRs elipticos con efectos
de campo eléctrico. Recientemente, Vinasco et al. (2017) reportaron
la electroabsorcién en anillos cudnticos elipticos de GaAs con seccién
transversal rectangular teniendo en cuenta efectos de campo eléctrico e
impureza donadora.

Mughnetsyan y Kirakosyan (2017) estudiaron la distribucién de
fuerzas de tension y la estructura de bandas en una superred de anillos
cudnticos de InA/GaAs. En Collier, Saroka y Portnoi (2017), las
transiciones son controladas mediante dos hilos cargados en el plano
del anillo. En estudios muy recientes, Hu y Wang (2018) investigaron
los efectos de un campo eléctrico externo sobre la energia de enlace
de una impureza hidrogénica en dos QRs concéntricos de InGaAsP/
InP. Zamani et al. (2018) investigaron los efectos que tienen el campo
magnético, la temperatura y las dimensiones de un anillo cudntico de
GaAs sobre la transparencia inducida electromagnéticamente (EIT, por
sus siglas en inglés). En Bejan, Stan, y Niculescu (2018b) se estudian
los efectos de impureza, campo eléctrico, la intensidad y polarizacién de
laseres de control y de prueba sobre la EIT.

En el presente trabajo se estudian las energias y funciones de onda para
un electrén confinado en un QR como funcién del nimero de puntos
cuanticos sobre el anillo, las dimensiones y amplitud del QR. Para la
obtencién de resultados, la ecuacién de Schrodinger es resuelta mediante
el método de elementos finitos (MEF) usando el Software COMSOL
Multiphysics v. 5.3a. La técnica MEF permite modelar con muy buena
precision diferentes formas de las heteroestructuras considerando su
extensién en el espacio tridimensional. Permite también considerar la
variacion de la masa efectiva con la posicidn, es decir dentro y fuera de los
QRs. No tenemos conocimiento de que en la literatura se hayan reportado
estudios similares para un problema como el que aqui se aborda.

El articulo se desglosa asi: en la Seccién II se presenta un muy breve
marco tedrico, los resultados y discusién se presentan en la seccién 111,
finalmente las conclusiones son descritas en la seccién IV.

II. MODELO TEORICO

En el presente trabajo se considera un QR de GaAs sumergido en una
matriz de Al0.3Ga0.7As. La forma del QR estd determinada por una base
en forma de corona eliptica y una altura conformada por una superficie
diferencial con forma rectangular. La desigualdad que delimita la base del
QR, en coordenadas cartesianas esta dada por:

gl v, Rx,, Ry,) <1< flx,y,Rx,Ry,), (1)

donde f y g estan dadas por las siguientes formas elipticas, que
representan los bordes interior y exterior del QR:
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trigonométricas para modular la altura j en direccién angular, la cual estd

dada por:

hix,y) = H+ Acos(nf), (4)

donde H es la altura de referencia del QR, A corresponde a la amplitud
de modulaciéndelaaltura,n =0, 1,2y 3 es el nimero de puntos cudnticos
sobre el QR y #= s ().

El Hamiltoniano 3D para un electrédn confinado en el QR en las
aproximaciones de masa efectiva y banda de conduccién parabdélica estd

dado por:

# 1
H=-— ?'U . (va.y.z) +V(x, v, 2), (5)

donde los valores de m# y V (x, y, z) son dependientes de la region para
la cual la ecuacién de Schrodinger es resuelta:

. {m;, Para el QR (GaAS)
me= m,, Para la matriz (AlGaAs)

_ (0,  Parael QR (GaAS)
Vix,y,2) = {Vﬂ, Para la matriz (AlGaAs)

(b)

Figura 1

Figura 1: Representacién del sistema en COMSOL Multiphysics. En (a) anillo de GaAs
sumergido en AlGaAsy en (b) la malla correspondiente para el método de elementos finitos.
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(a)

ydry
(c)

Los parametros usados para sistema del QR son: m; = 0,067 m,, ,m; =
0,092 m,[Kuroda et al. (2005)], donde es la masa del electrén libre.

En la Figura 1, se muestran esquemas del sistema bajo estudio,
modelado mediante el software COMSOL Multi-physics. En Fig. 1(a),
se muestra una representacion del QR eliptico de GaAs sumergido
en una matriz de AlGaAs, note que la seccién transversal tiene una
forma rectangular. En la Fig. 1(b), se muestra la correspondiente malla
construida para el sistema de la Fig. 1(a); discretizacién del sistema que es
usada para resolver la ecuacidn de Schrédinger mediante el MEF.

En la Figura 2 se muestran las diferentes configuraciones usadas en este
trabajo, en donde se puede ver que el perfil de la seccién transversal es
rectangular. En los paneles cambia el nimero de puntos cudnticos de la
siguiente manera: () n=0,(b)n=1,(c)n=2y(d)n=3.

En la Figura 3 estdn indicadas las longitudes de la base de los QRs
(plano xy). La longitud de los semicjes de la elipse interior sobre los eje
x yy estan dados por Rx1 y Ryl, respectivamente. La separacién entre la
elipse interior y exterior estd dada por la constante wp = 10 nm, esto es,
lalongitud de los semiejes de la elipse exterior son Rx2 = Rx1 + wp y Ry2
=Ryl + wp.

(b)

@ h

Figura 2

Figura 2: QRs estudiados en este articulo. Diferente nimero de puntos cudnticos se

consideraron n =0, 1, 2, 3 [ver ecuacién (4)] para los literales (a-d), respectivamente.
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—

Figura 3
Figura 3: Representacion de la base de los QRs (plano xy). Rx1 y Ryl son las longitudes

de los semiejes de la elipse interior y wp es la separacién entre la elipse interior y exterior.
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III. RESULTADOS Y DISCUSION
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Figura 4
Figura 4

Proyeccién z = 2,5 nm de las primeras cinco funciones de onda de un electrén confinado en un QR eliptico para diferente
numero de puntos cudnticos, n = 0, 1,2, 3 de la primera a la cuarta fila, respectivamente. Las elipses dibujadas en color
negro corresponden a la base del QR, esto es, z = 0. Las dimensiones de la elipse interior son Rx1 = 10 nm y Ryl = 20 nm.

En la Fig. 4 se muestran las proyecciones z = 2,5 nm de las primeras
cinco funciones de onda a través de las columnas y cuando se avanza
a lo largo de las filas, tenemos diferente niimero de puntos cudnticos,
de cero a tres (n = 0, 1, 2, 3). En la primera fila [n = 0, ver Fig. 2(a)],
el estado fundamental tiene simetria tipo s, con mayor probabilidad de
presencia del electrén sobre la zona de mas confinamiento, esto es, en la
parte superior ¢ inferior de la elipse donde se tienen una mayor curvatura.
El primer y segundo estado excitados tienen una simetria tipo p y son
cuasidegenerados. El cuarto y quinto estado tienen simetria de inversion,
con presencia del electrén sobre los extremos del eje &7y 3. Enlasegunda
fila (n = 1), en el que tenemos un punto cudntico como se ilustra en la
Fig.2(b), vemos que las funciones de onda para los estados ms bajos estdn
concentradas sobre la posicion del anillo donde aparece el punto cudntico,
ya que es el lugar de menor confinamiento, por ser la regién de mayor
volumen. Conforme nos movemos hacia la derecha, las funciones de onda
se extienden sobre el anillo, es decir, se acercan hacia zonas de menor
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altura. En la tercera fila [n = 2, ver Fig. 2(c)], donde tenemos dos puntos
cudnticos, observamos que los primeros dos estados son degenerados y el
electrén se localiza en las regiones de los puntos cudnticos. Los estados del
tercero al quinto muestran que las funciones de onda son més extendidas
alrededor de los puntos cudnticos. En la cuarta fila [n = 3, ver Fig. 2(d)],
para tres puntos cudnticos en el anillo, observamos que los primeros tres
estados corresponden a la localizacién de los puntos cudnticos. El cuarto
y quinto estado corresponden a funciones de onda con mayor densidad
de probabilidad en los puntos cudnticos simétricos, es decir a lo largo del
semi-eje mayor de la elipse.

0.15
S 0124
2
w
0.09 -
; (b)
TIITITII'F"'I"IIIITIT'FI'II II'TITITTI'I'IIII'I'ITIITITII
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Rx, (nm)
0.15 0.15
S 0.12- 0.12
2
w
0.09 - 0.09
e e BT LR A A S R BB H BMES REERE BEEEA TS
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Rx, (nm)
Figura 5
Figura S:

Niveles de energia de un electrén confinado en un QR eliptico como funcién de Rx1, con Ryl = 20

nm. Diferente nimero de puntos cudnticos han sido considerados: (a) n = 0 correspondiente a una
altura constante del anillo como en la Fig. 2(a), (b) n = 1 un punto cudntico como en la Fig. 2(b), (c)
n = 2 dos puntos cudnticos como en la Fig. 2(c) y (d) n = 3 tres puntos cudnticos como en la Fig. 2(d).

En la Figura S5, se muestran las primeras energias de un electrén
confinado en un QR eliptico como funcién de Rx1, con Ryl = 20 nm.
Diferente numero de puntos cudnticos han sido considerados: (a) cero
(n=0), (b) uno (n = 1), (c) dos (n = 2) y (d) tres (n = 3). Los célculos
fueron realizados para Ryl = 20 nm. En la Fig. 5(a), donde la altura
del anillo es constante, en general se ve una disminucién de las energias
con el aumento de Rx1, ya que el volumen aumenta, lo que se traduce
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en un menor confinamiento. En los tres primeros niveles se observa un
minimo alrededor de 20 nm para los tres primeros niveles, lo cual es
resultado de un cambio de confinamiento 3D a 2D, debido a que con
el aumento de Rx1 a partir de 20 nm los extremos superior ¢ inferior
(viéndolos en un plano X3 ) del QR son cada vez mds cercanos a ser
paralelos, esto es, se pasa a un confinamiento 2D pues cuanto mayor
serd Rx1, estamos cerca de dos hilos cudnticos paralelos. En la Fig. 5(b),
donde se tiene un solo punto cudntico (como en la Fig. 2(b)), tenemos
una asimetria, en los extremos del anillo, de ahi que los niveles de energia
no estén degenerados y se trate de mayores valores de energia ya que el
electrén estd confinado en una regién mds pequena. En la Fig. 5(c), al
tener dos puntos cudnticos en los extremos (como en la Fig. 2(c)), los
estados tienen degeneracién doble, lo cual es senalado por el niimero
2 en la figura y es resultado de tener dos puntos cudnticos idénticos y
casi aislados. En la Fig. 5(d), en donde hay un niimero impar de puntos
cudnticos (n = 3 como en la Fig. 2(d)), estdn etiquetados los niveles de
acuerdo con la degeneracidn, 1 para no degenerados y 2 para doblemente
degenerados. Para elipticidades positivas (Rx1 > 20 nm) el electrén tiene
el siguiente comportamiento: El punto cudntico etiquetado como h1 Fig.
2(d) contiene el estado fundamental y vemos que no es degenerado, ya que
este punto cudntico es diferente a los puntos cudnticos etiquetados como
h2 y h3. El segundo y tercer nivel son cuasidegenerados debido a que los
puntos cudnticos etiquetados como h2 y h3 tienen una regién idéntica,
este comportamiento es andlogo para niveles superiores.

En cuanto a los QR elipticos para elipticidad negativa (Rx1 < 20
nm), se observa que ¢l estado fundamental es degenerado debido a que
corresponde a los puntos cudnticos idénticos h2 y h3, el tercer estado
corresponde al punto cudntico hl, el cual es diferente a los otros dos, de
ahi que no se presente degeneracion. Es decir, con el cambio de signo en la
elipticidad tenemos una inversion entre los niveles. En la linea punteada
vertical en Rx1 = 20 nm el cual corresponde a un QR circular se tienen
tres puntos cudnticos idénticos, de ahi que en los primeros 9 niveles de
energfa se tenga unadegeneracién triple. En los tltimos estados mostrados
en la figura, esto es, del 10 al 12 se pierde la degeneracién debido a que las
funciones de onda son mis extendidas, asi que se pierde el aislamiento de
los puntos cudnticos.

85



Revista EIA, 2019, vol. 16, nim. 31, January-June, ISSN: 1794-1237

E (eV)

—T 7T 71 1+ Mt
0 1 2 3 4 0.0 041 02 03 04 05
Amplitud (nm)

Figura 6
Figura 6

Figura 6: Niveles de energfa de un electrén confinado en un QR eliptico como funcién de la amplitud A [ver Eq. (4)], para
dos puntos cudnticos opuestos [n = 2, ver Fig. 2(c)]. Las dimensiones de la elipse interna son Rx1 = 10 nm y Ryl = 20 nm.

En la Figura 6 se muestran las primeras energfas para un electrén
confinado en un QR eliptico como funcién de la amplitud A (ver Eq.
4). En la Fig. 6(a), las energlas muestran una degeneracién doble, lo
cual esta sefalado por el numero 2 en la figura, este comportamiento
incluye al estado fundamental que presenta degeneracién doble (excepto
para amplitudes pequenas), lo cual es resultado del aislamiento entre los
puntos. Esta doble degeneracién alcanza a ser visible para un nimero
mayor de estados superiores conforme nos movemos a valores més altos
de A, ya que el aislamiento entre los QDs se ve aumentado a medida
que crece dicho pardmetro A. En la Fig. 6(b), se muestran las primeras
nueve energias para valores pequeos de la amplitud A. Para valores
de A cercanos a cero, vemos que el estado fundamental no presenta
cuasidegeneracion y los estados superiores presentan cuasidegeneracién
doble, condicién que corresponde a lo observado para QRs de altura
constante en la Fig. 5(a). A partir de A=0.2 nm se vuelven apreciables los
efectos de tener dos QDs para el estado fundamental, ya que aparece una
cuasidegeneracidn, lo propio ocurrira para los estados de mayor energia,
que alcanzardn cuasidegeneracién doble para valores cada vez mayores de
A, lo cual estd en concordancia con la Fig. 5(c) para dos QDs.

IV. CONCLUSIONES

n este articulo se ha estudiado el espectro energético para un electrén
confinado en un QR eliptico con seccién transversal rectangular, variando
sus dimensiones y modulando la altura en direccién angular, lo que
permite la obtencién de diferente numero de puntos cudnticos sobre el
QR. Adicionalmente, se varfa la amplitud de modulacién de la altura por
medio de funciones trigonométricas. La ecuacién de Schrodinger 3D ha
sido resuelta mediante el método de elementos finitos.
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Para los primeros estados, el electrén tiene una localizacién sobre las
regiones de mayor volumen. En el caso de los QRs con puntos cudnticos,
la localizacién esta sobre los puntos cudnticos de mayor volumen. Para
los estados de mayor energia las funciones de onda tienen una mayor
extensién sobre el QR, indicando presencia del electrén sobre zonas de
mayor confinamiento. Hay aparicién de cuasidegeraciones o pérdida de
estas dependiendo de un nimero par (n = 0, 2) o impar (n = 1, 3) de
puntos cuanticos. Con relaciéon a la amplitud de modulacién en la altura
del QR, es claro con los resultados obtenidos, el aislamiento de los puntos
cudnticos aun para valores pequefios de la amplitud (A > 0,2 nm).
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