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Resumen: Se plantea un modelo matemdtico con base en ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales que interpreta el efecto que el acceso efectivo y el fracaso
terapéutico tienen en una poblacién infectada con el VIH, en la que se considera
tnicamente la transmisién del virus es por via sexual con una persona portadora. Se hace
el andlisis del modelo matemdtico, determinando el nimero bdsico de reproduccién ,
los puntos de equilibrio del sistema y se prosigue estableciendo la estabilidad local de
los mismos. Posteriormente se determinan dos umbrales que sugieren condiciones para
evitar la manifestacion de la infeccién en la poblacién. El primer umbral relaciona
el fracaso terapéutico en funcién del acceso efectivo al tratamiento antirretroviral y
el segundo umbral es solo para el acceso efectivo al tratamiento en funcién de otros
pardmetros del modelo; en cada caso se determinan cudles son las cantidades minimas
que se deben asegurar tanto de acceso efectivo como de fracaso terapéutico para
garantizar tedricamente que la enfermedad sea controlada.

Palabras clave: Sistema dindmico, Tratamiento antirretroviral, Acceso efectivo, Fracaso
terapéutico.

Abstract: A mathematical model based on ordinary nonlinear differential equations
is proposed to interpret the effect of effective access and therapeutic failure in HIV
infection among a population. The model only considers sexual transmission. The
analysis is made by determining the basic reproduction number,z; , the equilibrium
points of the system and their local stability. Subsequently, two thresholds are
determined to stablish sufficient conditions to avoid the manifestation of infection
among the population. The first threshold is relates to therapeutic failure and based
on access to antiretroviral treatment; the second threshold is only related to access to
treatment and other parameters of the model; in each case they are determined to be the
minimum quantities that must hold to have effective access and therapeutic failure, and
therefore, to guarantee smaller levels of infection.

Keywords: Dynamic system, Antiretroviral treatment, Effective access, Therapeutic
failure.
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Resumo: Um modelo matemdtico ¢ proposto ¢ baseado em equagées diferenciais nao
lineares que interpretam o efeito que o acesso eficaz ¢ o fracasso do tratamento ocorre
numa populagio infectada pelo HIV em que s a transmissio do virus é considerada
sexualmente transmitida com uma pessoa portadora. E analisado o método matemitico,
determinando o nimero bésico de reprodugio R_0, os pontos de equilibrio do sistema

7

e seguidamente ¢ estabelecida a estabilidade local dos mesmos. Posteriormente, siao
determinados dois limiares que sugerem condigdes para evitar a manifestagio da infecgao
na populagio. O primeiro limiar refere-se ao fracasso do tratamento com base no acesso
eficaz para a terapia anti-retroviral e o segundo limiar ¢ o unico acesso ao tratamento
eficaz fundamentado em outros pardmetros do modelo. Em cada caso, sio determinadas
as quantias minimas que devem ser mantidas tanto para o acesso efetivo ao tratamento
como para a falha terapéutica, garantindo teoricamente que a doenca ¢ controlada.

Palavras-chave: Sistema dinimico, Terapia anti-retroviral, Acesso eficaz, Fracasso do
tratamento.

1. Introduccién

La infeccién por el Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) y el
Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA) son un problema de
salud a escala mundial, que tiene impactos negativos a nivel psicoldgico,
biolégico, sociocultural y econdmico, tanto en la persona infectada
como en sus familiares (Organizacién Mundial de la Salud, 2015). Las
principales vias de transmisién del virus del VIH son: el contagio por
relaciones sexuales con una persona portadora del virus, por transfusién
de sangre contaminada, por compartir agujas, jeringas o diferentes objetos
punzocortantes o de la madre al feto (Grupo Trabajo sobre Tratamientos
del VIH, 2011)El virus logra desgastar el sistema inmune hasta que
produce una deficiencia que incrementa el riesgo de sufrir infecciones
oportunistas. Una vez la persona es diagnosticada como portadora del
VIH, deberd iniciar tratamiento antirretroviral (TAR), que generalmente
consiste en un politerapia constituida por tres o més antirretrovirales, los
cuales acttan inhibiendo la replicacion del virus, bloqueando las enzimas
del VIH o creando nuevas barreras para la enfermedad.

El concepto de acceso efectivo al TAR hace referencia a la proporcién
de personas que pueden iniciar el uso de antirretrovirales. Generalmente,
dado el alto costo de los tratamientos frente al VIH, el acceso es
limitado y depende mucho de su inclusién en los sistemas de salud de
los paises. Se debe tener en cuenta que el concepto de los altos costos
afecta directamente a la calidad de medicamentos utilizados, dado que
aunque los medicamentos de primera linea generan mejores resultados
disminuyendo los efectos secundarios y la resistencia del virus a los
medicamentos, producen mayores costos, y es por esto que generalmente
en los paises del sur global se utilizan medicamentos de segunda linea que
brindan resultados aceptables (Zaidi, 2011).

En Colombia, se rige por la resoluciéon ntimero 5592 del 24 de
diciembre de 2015 del Ministerio de Salud y Proteccién Social, en la cual
se establece todo lo relacionado con el Plan de Beneficios en Salud con
cargo a la Unidad de Pago por Capitacién (UPS) del Sistema General
de Seguridad Social en Salud (SGSSS) (Ministerio de Salud y Proteccion
Socia, 2015).
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Es fundamental la capacidad del paciente para seguir las indicaciones
del médico de manera adecuada, concepto que se denomina adherencia
y se refiere a todo lo relacionado con el correcto cumplimiento
del tratamiento antirretroviral (Tarinas, et al., 2000), la adherencia
presenta dos tipos de barreras, adherencia farmacoldgica y adherencia
no farmacoldgica, relacionadas con factores como: olvido, multiples
ocupaciones, el estar enfermo o deprimido, experimentar efectos
secundarios a causa del uso de los antirretrovirales, el tipo de alimentacién,
la actividad fisica, el consumo de bebidas alcohdlicas y sustancias
psicoactivas, e interacciones medicamentosas (infosida, 2005), (infosida,
2017), (Santillan, 2014), (Varela & Hoyos, 2015).

En el 4mbito del modelado del VIH y SIDA, se encuentran diversas
publicaciones donde proponen modelos matemaiticos en los que se
contempla la dindmica del virus a nivel inmunoldgico o la dindmica
poblacional de la enfermedad. Algunos modelos planteados en la
literatura se han enfocado en el modelado de la infeccién y el tratamiento
(Adams, et al., 2005), (Campos & Palacios, 2005), (Cleary, et al., 2010),
(Culshaw, et al., 2004), (Del Valle, et al., 2004), (Ding & Wu, 1999),
(Hsu, 2000), (Nelson, et al., 2000), (Revilla & Garcia, 2003), (Shim, et
al., 2003), (Stengel, 2008), (Wandeler, et al., 2011), (Zaric, et al., 2008);
en el modelado de costos (Haacker, 2002), (Oliva, et al., 2010) , (Trujillo
& Toro, 2015), (Zaric, et al., 2008) el modelado de la dinimica del VIH
(Dalal, et al.,, 2008), (Tan & Byers, 1993), (Taylor, et al., 1994) o han
hecho uso de los procesos estocisticos para modelar la dindmica (Chao,
etal., 2004), (Dalal, et al., 2008), (Gray, et al., 2003) (Hsu, 2000), (Jiang,
etal, 2017), (Kouyos, et al., 2006), (Ribeiro & Bonhoeffer, 1999).

En particular, en lo que respecta al niimero bésico de reproduccién,
Rivera B., et al. (2011), estudian la dinimica de VIH-SIDA en la ciudad
de Cali por medio de un modelo SIR, toman como supuesto que la
transmision sexual es el tnico medio de contagio, estiman el nimero
bésico de reproduccién y encuentran dos puntos de equilibrio (Sepulveda,
etal.,, 2011).

Nelson P., et al. (2000), investigan las mediciones experimentales
sobre el VIH, especialmente utilizando datos de experimentos en la
administracién de potentes firmacos antirretrovirales y considerando que
tras la infeccién de una célula, esta comienza inmediatamente a producir
el virus (Nelson, et al., 2000) . Por otro lado, Marco A. (2012), observa
una relacién entre el cumplimiento del tratamiento antirretroviral con
el fracaso viroldgico, llegando a una implicacién directa del concepto de
adherencia en las personas que tienen tratamiento antirretroviral (Marco,
2012).

En correspondencia con lo anterior, en la seccién 2 se propone un
modelo matemidtico basado en ecuaciones diferenciales ordinarias, que
interprete la dindmica de infeccién por el virus del VIH en una poblacién
humana considerando individuos en un intervalo de edad de 15 a 25
afios (sin consideraciones de género u orientacién sexual), con el fin de
estudiar el efecto que, el acceso efectivo y el fracaso terapéutico al TAR
tienen sobre la dindmica de la enfermedad; en la seccién 3 se plantea un
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problema de control éptimo, considerando un funcional de costos que
acumule los costos directos e indirectos del acceso efectivo y el abandono
al TAR, determinando un problema de contorno el cual es solucionado
por medio de un software matemitico, y por ultimo en la seccién 4 se
establecen algunas conclusiones relacionadas con los umbrales propuestos
en la seccién 2.

2. Planteamiento del modelo

En la formulacién del modelo, se asume que la poblacién humana se
encuentra dividida en tres categorias o subpoblaciones, que corresponden
a (i) personas susceptibles de adquirir el virus; es decir, personas que son
sexualmente activas en un rango de edad de 15 a 25 afios y que podrian,
eventualmente, entrar en contacto con personas infectadas; (ii) personas
infectadas con el virus pero que no estan en TAR, bien sea porque no
han sido diagnosticados, porque no han iniciado el tratamiento, o porque
han decidido abandonarlo. Finalmente, (iii) personas infectadas que se
encuentran en TAR.

Sea la variable de estado x,=x,(: ) que denota el nimero promedio
de personas susceptibles a adquirir el virus del VIH en un determinado
tiempo t, la variable de estado x, = x,(:) que representa el numero promedio
de personas portadoras del virus sin TAR y x, = x,(» el nimero promedio
de personas infectadas que acceden efectivamente al tratamiento. Se
asume que la poblacién x, crece a una tasa constante y que disminuye
proporcionalmente a su tamafio segin una tasa de muerte natural 4 ,
de manera que ux, denota el numero promedio de personas susceptibles
que mueren por causas naturales. Se considera que g,x,x, representa el
nimero promedio de contactos efectivos entre infectados sin tratamiento
y susceptibles, y g.x,, es el nimero promedio de contactos efectivos entre
infectados con tratamiento y susceptibles; lo que implica asumir que
la tasa de infeccion puede ser descrita por la ley de acciéon de masas,
formulada por Hamer en 1906 y la cual describe que el nimero de
contactos infecciosos, por unidad de tiempo es proporcional al nimero
total de contactos entre individuos infectados y sanos (Cuddington &
Beisner, 2005). Segtin lo anterior, la variacién de la poblacién susceptible
con respecto al tiempo se describe por la ecuacion:

dx,

dr A —Bixy x; — Byxyx3 — pxy (1)

Sea ax, el término que representa al numero promedio de personas
infectadas que “acceden efectivamente” al tratamiento antirretroviral,
por lo tanto « denota la proporcién de acceso efectivo a tratamiento;
es decir,e =0 implica que ninguna persona infectada puede acceder al
tratamiento, mientras que «=1 implica que el 100% de la poblacién
infectada accede efectivamente al tratamiento, es decir, cobertura
completa. Considere ahora que las personas infectadas sin tratamiento,
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tienen una tasa de muerte asociada con laenfermedad s , asi que sx, denota
el numero promedio de personas que mueren como consecuencia de la
infeccién, en general, estas muertes estdn asociadas con la aparicién de
enfermedades oportunistas. Nuevamente, con ux, se denota el niimero
promedio de personas infectadas sin tratamiento que mueren por causas
naturales. La ecuacién que describe la variacién de x, con respecto al
tiempo, queda de la forma:

dx,
dt

= Bi1xyx; +Boxyxz+yx; — (6 +a + px, 2)
Finalmente, se asume que la variaciéon de la poblacién infectada con
tratamiento x, estd dada por:

dx
—2 =ax,— (u+ ¢ +1)x,

dt (3)

donde ux, denota el nimero promedio de personas infectadas y
con TAR que mueren por causas naturales. También considera que
las personas infectadas con tratamiento, tienen una tasa de muerte
asociada con la enfermedad ¢ asi ¢x, denota el numero promedio de
personas infectadas sin tratamiento que mueren como consecuencia de
la infeccidn, yx, denota la proporcién de personas que presenta fracaso
terapéutico, por lo cual se esta asumiendo que 1 -y es la proporcién de
personas que se “adhieren” al tratamiento, y y es la proporcién de personas
infectadas que lo abandonan, es decir, tuvieron fracaso terapéutico.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y no lineales que
interpreta la dindmica del proceso es:

dxl

dr =A —Bixy x3 — Baxyxg —px

dx,

ar Bix1%; + Boxyxs +yx; — (6 @ + ux;
dx

— =ax;— (u+ ¢ +7)xs

(4)

Donde suse>00<p <10<p <t0<a<t0<y<t y las condiciones
iniciales SON x,(0) = x40, %,(0) = x1 ¥ x3(0) = x5, las cuales se asumen no negativas.
La descripcion de variables y pardmetros pueden verse en el Cuadro 1.

Proposicién 1: Las soluciones del sistema (4), o= (ccmestozs s ws w2 €5
un conjunto positivamente invariante:

Prueba: Para que las soluciones sean no negativas; note que, %/_--

Por lo tanto x,(# es creciente, luego la funcién x,(» serd no negativa. De

Manera Semejante, & -s»- »
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Como y e [01] se obtiene g, x, x, +rx, =0, en cuyo caso se concluye que
x,(t) €s creciente y no negativa. Por ultimo, & _---

De donde se concluye que ax, =0 debido a que a >0, por lo tanto x,
es creciente y no negativa. Para probar que las soluciones estdn acotadas
superiormente, $€a N = x, +x, + x5 , POr lo tanto su variacién respecto a t estd
dada por:

?:A*[lh’fd,‘;*@‘]iﬁ*uﬂi

Por lo tanto ~w=:a--+ de donde »v<: cuando ¢ -« , por lo anterior se
concluye que la regién de r: definida por:

o=foumm e w0 s utn <

es un conjunto positivamente invariante para sistema (4).

2.1. Andlisis del modelo

Para el modelo formulado anteriormente se hace un analisis que consiste
en determinar el nimero basico de reproduccién g, , se encuentran los
puntos de equilibrios que presenta el modelo y la estabilidad local de los
mismos, se finaliza determinado dos umbrales de control con base en el
nivel de acceso efectivo y del fracaso terapéutico, finalmente se muestran
las simulaciones del sistema de ecuaciones diferenciales.

Tabla 1

Descripcién de las variables y pardmetros usados en el modelo (4), los valores
asignados para simulacién y la fuente bibliografica de donde son obtenidos

Descripcion Valor Referencias
Niimero promedio de personas susceptibles en un tiempo ¢ 1000 .

Nimero promedio de persenas infectadas con VIH sin tratamiento en un tiempo £. 1 _

Némero promedio de persenas infectadas con VIH con tratermiento en un tiempo ¢ ] _

Tasa de incremento constante de las personas susceptibles. 10 (esa, etal, 2014)
Tasa de contactos efectivos entre susceptibles y personas infectadas sin tratamiento antirretroviral. 0.00042 (Mesa_et al2014)
Tasa de contactos efectivos entre susceptibles  personas infectadas con tratamiento antirreroviral 0.00001 (Mesa_ et al_2014)
Proporcién de acceso de infectados a tratamiento antinetroviral. Variable .

Proporcién de personas que abandonan el ratamiento anfirrefroviral Variable _

Tasa de mortalidad por causas ajenas a la infeccién 001 (Mesa, et al 2014)
Tasa de mortalidad de las personas con VIH sin vineulacién al tratamiento por causas conla 002 (Instituto Nacional de Salud, 2016)
Tasa de mortalidad de las personas con VIH vinculados al por causas relacionadas con la enfermedad 001 (Mesa_etal_2014)

2.1.1. Ndimero bdsico de reproduccion

El nimero basico de reproduccién &, , estd definido como el niimero
esperado de casos secundarios producidos por un individuo infectado
tipico durante todo su periodo de infecciosidad en una poblacién
susceptible demogréficamente estable, matematicamente se puede definir
como el radio espectral de la matriz de la siguiente generacién

(Heesterbeek, 2002). Para el sistema (4) el &, estd dado por:

Ry =

Tt ramets T GG

Para una mejor comprensién del significado del numero bésico de
reproduccién &, se debe tener en cuenta que se presentan efectos
aditivos y multiplicativos, el término -2 representa los nuevos casos que
produce una persona infectada sin tratamiento antirretroviral los cuales
se encuentran en la categoria x,, mientras que los términos .5+ st
representan los nuevos casos que producen las personas infectadas con

tratamiento antirretroviral, los cuales se encuentran en la categoria , .
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Del primer término -2 se tiene que * poblacién susceptible en ausencia
de infeccidn,p, representa la tasa de contactos efectivos entre susceptibles
e infectados sin tratamiento y = indica el periodo infeccioso de una
persona infectada sin tratamiento antirretroviral.

El segundo término 2= , se tiene que g, es la tasa de contactos
efectivos entre susceptibles e infectados con tratamiento, = es el periodo
infeccioso de una persona infectada con tratamiento antirretroviral y « es
la tasa de personas infectadas que acceden al tratamiento antirretroviral.
Eltercer término -, tiene elementos ya interpretados, por lo cual solo
se dard la interpretacion del restante, este es v , el cual indica proporcién
de personas que abandonan el tratamiento antirretroviral.

2.1.2. Puntos de equilibrios

Los puntos de equilibrio indican soluciones constantes que satisfacen el
sistema no lineal, es por esto que se considera =0, #:=0 y #:=0 , resultando

ar ar

asi un sistema algebraico no lineal, que al resolverlo permite determinar
los puntos de equilibrio. El sistema presenta dos puntos de equilibrios:

By = (svn n) y B = (],%,%)

Donde

_Gtatp@te+n-ya

. e
a X ETED) BIVIREL S

i au(d +a +W)(y +u + )R — 1)
PTG a9 B0 ta 0 9 Fr (@ il

El punto de equilibrio g, indica que el Virus de Inmunodeficiencia

humana no se encuentra en la poblacién; es decir, no se encuentran
personas infectadas, este punto de equilibrio z, puede llamarse en ausencia
de infeccién o en ausencia de enfermedad. Por otro lado el punto
de equilibrio representa que en la poblacién se encuentran personas
susceptibles e infectadas con VIH; en particular, el grupo de las personas
infectadas con VIH se divide en dos subgrupos, las personas infectadas
con VIH sin tratamiento y los infectados con tratamiento.

La estabilidad del punto de equilibrio £, y del punto de equilibrio &, se
encuentran descritas en las siguientes proposiciones:

Proposiciéon 2: El equilibrio libre de infeccién £, es local y
asintOticamente estable si y solosiz, < 1.

Prueba: Se evalua la matriz jacobiana en el punto de equilibrio &-(.2)
, con lo que se obtiene:

La ecuacién caracteristica de la matriz j(g,) esta dada por:
ABta+a,dta; =0 (5)

Donde

a=utoty+utdta) (1-Ry + Lt )y

Worariyrute) a2=1"R

Por lo tanto un valor propio es 2, = —« el cual es siempre negativo, para
establecer los signos de la parte real de los otros dos valores propios se
acude al criterio de Routh-Hurwitz (Perko, 2013) que permite establecer
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que cuando «, >0y a, >0 entonces la ecuacion cuadrética tiene solucién
con parte real negativa, y esto se cumple cuando 7, <1 .

Asi r, <1 es condicién suficiente y necesaria para que el punto de
equilibrio g, sea local y asint6ticamente estable.

Proposicién 3: El equilibrio en presencia de infeccién g, es local y
asintOticamente estable si y solo si .

Prueba: Se evalua la matriz jacobiana en el punto de equilibrio
E, = (7,.%,%;) , con lo que se obtiene:

La ecuacion caracteristica de la matriz (g,) estd dada por:
A ta i ta,dta; =0 (6)
Donde:

Se hace evidente que a, > 0,4, >0y a; >0, y teniendo en cuenta la regla
de los signos de descartes se puede afirmar que todas las raices de la
ecuacion caracteristica tiene parte real negativayasir, < 1(si R, < 1entonces
#>0,% >0y % >0 ) es condicion suficiente y necesaria para que el punto de
equilibrio z, sea local y asint6ticamente estable.

2.1.3. Umbral de adherencia en funcion del acceso al tratamiento

Teniendo en cuentala Proposicién 2,y considerando &, como una funcién
de los parametros « y v , se tiene que la enfermedad es controlada si
Ry(ay) < 1. Con el fin de determinar un valor umbral de en funcién de y
tal que ry(a.y) < 1, se tiene que y < g(a) donde:

M‘:/x‘/ﬁ v 1Y)

o explicitamente

(& 4 Bb)a iP5+ usp+ pag+u® +pip — By Au+¢)
Ra(00)—1 Bia—us— 2

g@) =

Rolex. ) = 1

[ ]

Figura 1

La grafica y=g(«), divide el plano, (a,y) en dos regiones, donde se representa

de color gris oscuro R_0 (a;y) <1 y en la region de color gris claro se
muestra R_0 (a,y)>1, utilizando los valores de los pardmetros de la Tabla 1



Herndn D Toro-Zapata, et al. MODELO PARA EL ACCESO EFECTIVO AL TRATAMIENTO ANTIRRETROVIRAL EN RELACI ON
CON EL FRACASO TERAPEUTICO DE LA INFE...

En la Figura 1 se muestra la recta y < g(a) , ademis se ilustra la regién
y < g(a) , dicha regién representa un conjunto de valores (a) donde
propician ry(a.y) <1, al igual en la figura se ilustra la region y > g(a) , en esta
region los valores (a,y) establecen z.(@.y)>1 . De esta manera, en la Figura
2 se establecen los distintos valores de « y v en los cuales se propicia un
escenario para que Ry(ay) < LRy(ay) > 1Y Rolay) = 1 .

En el Tabla 2 se muestran valores de , los cuales representan el acceso
efectivo que se debe garantizar a las personas infectadas con VIH, y a
partir de ellos se obtuvo el porcentaje méximo de fracaso terapéutico que
se puede presentar en la poblacién infectada, buscando asi un z,(a.y) <1, lo
que sugiere tedricamente y bajo los supuestos de este modelo condiciones
de evitabilidad para evitar manifestaciones de la infeccién.

Tabla2
Valores de acceso efectivo y fracaso terapéutico al tratamiento
antirretroviral que evitan tedricamente manifestaciones de la infeccion.

Valor de o ¥ < gla)
79% ¥ < 0.03%
80% ¥ < 0.05%
85% ¥ < 0.17%
90% v < 0.3%
95% ¥ < 0.4%
100%; v < 0.56%

2.1.4. Umbral de acceso a tratamiento

Se considera que el abandono a la terapia antirretroviral es nulo, es decir,
y=0 con el fin de establecer un nivel minimo de acceso a la terapia
antirretroviral, tal que y(«.0) < 1, es asi que se tiene:

(6 + p)(R,(0,0) — 1)
=
1—H (7)

Donde #-%; y roo-:£2, para que el umbral de acceso tome sentido se
debe establecer que # <1y r,(0.0)> 1 ; en efecto gry(0.0) > 1 garantiza que la
infeccidn se ha establecido en la poblacidn, ya que en caso contrario y
segtin la proposicién 3 no tiene sentido controlarla.

Por otro lado si &,(0.0) > 1 entonces se requiere # <1 para que el lado
derecho de (5) sea no negativo.

2.2. Simulaciones

Se realizaron simulaciones del sistema de ecuaciones diferenciales; en las
Figuras 2-5 se observa el comportamiento de las personas susceptibles,
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infectadas sin tratamiento e infectadas con tratamiento teniendo en
cuenta los valores para los parametros que se encuentran en el Tabla 1.

Figura 2
Dindmica de las poblaciones con 2w, ¥} = 1 y paravalores de y = {0.3,0.5,0.7,0.9) que corresponden
alascurvas (=, — - —, -, — =), con los correspondientes valores de 2(a, y) = (1.58,1.6,1.605,1.608).

En la Figura 2 se considera una variacién en los valores de en un
intervalo de [0,1], en donde la linea ( -) representa el valor de y =03, la
linea (- - ) representael valordey = 09, lalinea ( - - -) representa el valor de
y=osylalinea (- ) representael valor dey = 07,y con un valor fijo de a = 06
, el cual se considera a partir de la Figura 1 garantizando un , (a.0)> 1.

—

| ‘

|

|
-

Prermonn fectad
3 ]
Ly
. ( [

Figura 3
Dindmica de las poblaciones con (w17 = 1 y para valores de y = (0.000002,0,0009,0,0012,0.0015) que
corresponden a las curvas (—, -, — - — — -7, con los correspondientes valores de 7w, ) = (0.96,0.98,0.98,0.99)

En la Figura 2 estableciendo una variacién en los valores de y en un
intervalo de [0,1], en donde la linea (-) representa el valor de y = 0.000002, la
linea (- -) representa el valor de y = 00015, la linea ( - - -) representa el valor
dey=o0012ylalinea (- ) representa el valor de y = 0.0009, y con un valor fijo
de, el cual se considera a partir de la Figura 1 garantizando un z,(,0) < 1.

Se realiza una variacién en las simulaciones en donde se considera el
valor de y = o y variando el valor de «, con lo que se obtiene.

Figura 4
Dindmica de las poblaciones con (w0 = 1 y para valores de @ = (0.3,0.45,0.5) que corresponden
alas curvas (-, — — =, con los correspondientes valores de R (w0 = (1.72,1.34,1.14).

En la Figura 4 se realiza una variacién en los valores de « en un intervalo
de [0,1], en donde la linea ( -) representa el valor de « = 06 , la linea (- - )
representa el valor de « =045, y la linea ( --) representa el valor de « =03,
los valores de « implementados ilustran un escenario donde z, («.0)> 1.
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Figura 5
Figura 5
Dindmica de las poblaciones con (&, 1) < 1 y para valores de @ = (0.8,0.88,0.95) que corresponden
alas curvas (~+, — —,— ), con los correspondientes valores de (e, 0y = (0.98,0,94,0.91).

En la Figura 5 considerando una variacién en los valores de en un
intervalo de [0,1], en donde la linea (- ) representa el valor de «=oss,
la linea (- - ) representa el valor de « =0ss , y la linea (- ) representa el
valordea =03, los valores de « implementados ilustran un escenario donde

Ry(a,0) < 1.
3. Problema de control éptimo

Considere un funcional de costos que acumula los costos directos e
indirectos del acceso efectivo y el fracaso terapéutico al TAR.

T 1
@@y ®) = [ [ar() + 36a*@) + cr*(e))
" 2 8)

Donde «) es la funcién de acceso efectivo al TAR en funcién del
tiempo ¢ y y(1) es la funcién de fracaso terapéutico en funcién del tiempo ¢
,ambas funciones definidas en el intervalo 0,11, y 4,5 y c son ponderadores
usados para equilibrar las unidades de los términos que se suman en (8).

Considere r = {(a(n,(9) € *((0.c):0 < a(s) 1,0 y(») = 1} €l conjunto de controles
admisibles. El objetivo es minimizar s(a(s),y(9) , es decir encontrar un par
de funciones 6ptimas (a* (. () tal que

H(a (v (®) £ J(a(e).¥(®): para todo (ale).¥(2) € T

Se aplica el Principio del Maximo de Pontryagin para estudiar el
problema de control éptimo, para esto se tiene en cuenta u(s) = (a(2), »(£) ¥
se determina el siguiente Halmitoniano

M40 0) = A+ L0007 41 (o B By 45

+A; (Buxyxs + Baxyxs + vz — (6 + @ +1)x, ) + A4 (ax,
— P +Px) Fratz(1—a) +zy +zs(1—7)

donde i(®er con i=123 son funciones continuas que denotan
variables de coestado y los =, con i =123 son cantidades de penalizacién
positivas usadas para garantizar que o<a() <1y o<y(<1.

Segun la funcién Hamiltoniana tenemos:

H (8,2 (90 (5) = min H (e (6).4° (9, (8)

Aplicando la condicién de primer orden #=0y #=0, se obtiene:

ac
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a* = min {;Aaxq ,1} v ¥* = min {an, 1}
B - C 9)

Elsistema adjunto se describe a través de las variables 1,.1, y , , las cuales
estan determinadas por medio de la siguiente expresion »--# para i =123
. Explicitamente

(10)

con las condiciones terminales 1,(m) = 0,4,() =0y 2,() =0 . El problema de
contorno estd dado por el sistema de variables de estado (4) los controles
optimos (9) y el sistema adjunto (10).

3.1.Resultados numéricos

Se simula el problema de contorno utilizando el software Matlab, con
los valores de los pardmetros dados en la Tabla 1, con un valor fijo
del ponderador 4=1y c=10 y variando el ponderador s con valores de

10,50,110 y 160.

awh .
T

5o Voo

Figura 6
Figura 6
Simulacién del problema de contorno formado por (4), (9) y (10), utilizando los valores de los pardmetros de la Tabla
1 y con los valores de los ponderados A=1,C=10y B=(10,50,110,160) que corresponden a las curvas (#,-#-,--,-).

Se observa a partir de las simulaciones, que, al variar los valores del
ponderador 5, esto es al considerar costos mayores generados por brindar
acceso efectivo, se produce una curva éptima que refleja niveles bajos
de acceso a los antirretrovirales, caso contrario si se establece un bajo
costo de acceso efectivo, la curva ptima generada muestra que se deberia
garantizar un mayor porcentaje de acceso. Por lo anterior, se podria
considerar que la relacién entre el costo de acceder de forma efectiva al
tratamiento y el porcentaje dptimo que se debe garantizar para brindar
control en la poblacién infectada son inversamente proporcionales.
También se observa que en los diferentes escenarios propuestos se debe
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asegurar que el nivel 6ptimo de adherencia a los antirretrovirales sea del
100% , para obtener asi un escenario donde el VIH tenga un nivel de control
adecuado.

3.2.Controles subdptimos

Por medio de la medida de control de acceso efectivo al tratamiento
antirretroviral, se pretende disminuir el nimero de infecciones generadas
a causa del VIH, aunque la implementacién de esta medida de control se
ve afectada por diferentes factores; es por esto que se buscan, estrategias
de forma constante y mas simples que la funcién éptima, logrando asi
que los protocolos de tratamiento dado que no cambian diariamente, se
ajusten de manera adecuada o mucho mis ficil a la curva de control, estas
estrategias las denominaremos estrategias sub6ptimas.

Control éptimo promedio: una de las estrategias subdptimas
consideradas, como medida de control, es el control 6ptimo promedio,
este control se considera con el fin de tener una estrategia no muy lejana
a la 6ptima ya considerada (ver Figura 6) pero con el cual se tiene una
medida constante, la cual podria facilitar la utilizacién del tratamiento
antirretroviral; para determinar esta medida de control, se hizo uso del
valor promedio de una funcién y consiste en determinar:

Utilizando los valores de los pardmetros del Tabla 1, el control éptimo
promedio es de a;, = 0419

Regresion lineal: se considera otra medida subdptima, por medio de
una regresion lineal, generada a partir de los valores tomados en el control
4ptimo, con la cual se pretende considerar una medida de control de
forma variable que propicie valores similares o muy cercanos a los valores
de la curva éptima, con el fin de que sea una curva més simple que la
funcién 6ptima. Para determinar la regresion lineal se utiliza el comando
polyfit de Matlab, y esta regresion tiene como ecuacion:

a(t) = —0.0001t + 0.7217

en donde se observa que la pendiente de la recta de regresion es negativa
con lo que indica que a medida que el tiempo aumente, la tasa de acceso
efectivo disminuira.

Valor méximo: la tltima estrategia subéptima aqui considerada, se hace
por medio del valor méximo del control 6ptimo, la cual estd dada por:

e = s, (a0}

utilizando los valores de los pardmetros del Tabla 1, a;,,. = 1.

La Figura 7 ilustra la curva éptima, considerando los valores de los
pardmetros dados en el Tabla 1 y con un valor de 5 = 10, al igual se muestra
el valor méximo dela curva 6ptima, el valor promedio de ella y la regresiéon
lineal.
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Figura 7

Curva éptima de acceso efectivo al tratamiento antirretroviral, considerada con el valor del ponderador B=10 y los valores de
los pardmetros del Tabla 1., donde la funcién de la curva de regresién es a(t) = -0.0001t + 0.7217, «_m"*=0.419,y o}, = 1

En la Figura 7 se observa que la dindmica de la linea promedio y de
la regresion lineal, varian de forma cercana a la curva 6ptima, haciendo
que ellas se encuentren por encima y por debajo de la misma; es por esto
que se podria considerar alguna de estas curvas como sustituta aceptable
del control éptimo, al momento de no poder considerar la curva 6ptima
como medida de control.

La Figura 8 ilustra el efecto que tiene las distintas estrategias
suboptimas, consideras en la dindmica generada por el VIH en la
poblacién humana.

L=
- -

S oortrod
= = Copirel promic

= = Ragresie insal

Figura 8
Figura 8

Dindmica de las poblaciones al considerar las distintas estrategias subdptimas.

La incidencia que tiene la medida del maximo del control 6ptimo,
sobre la dindmica de las poblaciones, como es de esperarse, genera que
solo exista poblacion susceptible y que los niveles de infectados ya sea con
tratamiento o sin tratamiento antirretroviral sean nulos, al compararse
esta estrategia de control con las curvas éptimas mostradas en la Figura 6,
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se puede observar que seria de gran ayuda para las diferentes poblaciones,
pero al momento de observar qué sucede en la relacién con el acceso
efectivo al tratamiento antirretroviral, mostrado en la Figura 7 se observa
que si muchas veces la implementacién de medidas éptimas son dificiles,
lo serfa mucho mas la del mdximo de la misma.

El efecto generado por el control 6ptimo promedio, evidencia que esta
medida de control genera un aumento en la poblacién de susceptibles
al igual que la poblacién infectada con tratamiento antirretroviral, y
disminuye la poblacién infectada sin acceso efectivo al tratamiento,
generando asi que la enfermedad sea controlada tedricamente de una
manera efectiva evitando que se genere manifestaciones de la infeccidon en
la poblacién.

Por tltimo se observa que el control por medio de la regresion lineal,
al igual que las otras estrategias suboptimas refleja que la cantidad de
infectados sin acceso efectivo al tratamiento antirretroviral tiende a
niveles muy bajos, generando asi que la enfermedad sin importar la
estrategia suboptima utilizada tenga buenos beneficios para la poblacién
infectada; si se observa la Figura 6, la cual muestra curvas éptimas, y la
Figura 8 se podria afirmar que existe gran similitud en la dindmica de las
diferentes poblaciones, por lo cual las medidas subdptimas constituyen
una medida de control eficiente.

4. Conclusiones

Bajo el modelo planteado, se puede establecer que si el acceso de forma
eficaz es limitado (valores bajos de «), se debe evitar que las personas
tengan un fracaso terapéutico (garantizar valores bajos de y ) con el fin
de que no se presente manifestaciones de la infeccién. En contraste, si la
adherencia al tratamiento es del 100% , es decir y =0, se debe considerar
un valor alto de « , superior al 70% con los valores de los pardmetros
considerados para este caso y los supuestos respectivos, para asi garantizar
el control de la enfermedad.

En la Tabla 2 se muestran algunos casos especiales en que se determina
el valor umbral de en porcentaje (porcentaje de fracaso terapéutico del
tratamiento) que se debe satisfacer, dado el valor de acceso efectivo en
porcentaje. Como puede verse, atin para los niveles mas grandes de acceso
efectivo, es necesario contar con niveles de fracaso al tratamiento muy
bajos. En particular, en el caso hipotético en que se garantiza acceso
efectivo al tratamiento antirretroviral al 100% de la poblacién infectada, se
requiere que la tasa de fracaso terapéutico no supere el 0565 , este escenario
se cumple solo se si satisface todos los supuestos del modelo.

En el planteamiento del problema de control éptimo donde se
consideran como medidas de control el acceso efectivo y el fracaso
terapéutico a la terapia antirretroviral en funcién del tiempo, para este
caso se considera una escala temporal de 1000 dias, en el cual se mostrd
que siempre el nivel de fracaso terapéutico debe ser de cero, mientras
que el acceso 6ptimo que se debe brindar varia de forma significativa
dependiendo de los valores considerados paralos ponderadores, entre mas
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alto se considere el valor del ponderador , més bajos serdn los niveles de
acceso efectivo al tratamiento antirretroviral, a pesar de estas variaciones
en los ponderadores se observé que los niveles de acceso efectivo al
tratamiento se encuentran entre el 40% y eo% el aproximadamente, todo
esto si se cumplen todos los supuestos del modelo.

Segun los pardmetros usados y el tiempo de simulacién considerado,
la curva éptima promedio contribuye a que solo se genere poblacién
susceptible y poblacién infectada con tratamiento antirretroviral,
contribuyendo con un control de manera adecuada. En la medida de
control subdptima relacionada con la regresion lineal se ve reflejado
que garantiza mejores medidas de control que la curva promedio, dado
que disminuye la cantidad de personas infectadas con acceso efectivo al
tratamiento, y genera una mayor cantidad de personas susceptibles; a
pesar de esto, como es de esperarse, al considerar el valor maximo en la
medida de control, la dindmica de las poblaciones no presenta infeccién,
y aunque las simulaciones reflejan que esta seria la mejor manera de
controlar la infeccién se deben considerar factores como el alto costo
que esta medida podria demandar, debido a que no corresponde a una
solucién 6ptima del problema.
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