Revista EIA

Revistal ELA ISSN: 1794-1237

Escuels de Ingenierfa de Antiogquin revista@eia.edu.co

Escuela de Ingenieria de Antioquia
Colombia

Estados electronicos de puntos cuanticos
piramidales y conicos

GIL-CORRALES, JOHN ALEXANDER; MORALES-ARAMBURO, ALVARO LUIS; DUQUE-ECHEVERRI,
CARLOS ALBERTO

Estados electronicos de puntos cuanticos piramidales y cénicos

Revista EIA, vol. 15, num. 30, 2018

Escuela de Ingenieria de Antioquia, Colombia

Disponible en: https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=149259394011

DOI: https://doi.org/doi.org/10.24050/reia.v15i30.1257

zrof) A PDF generado a partir de XML-JATS4R por Redalyc
3 @é a\\/C. % g Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto



https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=149259394011
https://doi.org/doi.org/10.24050/reia.v15i30.1257

Revista EIA, vol. 15, nam. 30,2018

Escuela de Ingenieria de Antioquia,
Colombia

Recepcion: 17 Agosto 2018
Aprobacién: 29 Septiembre 2018

DOI: https://doi.org/doi.org/10.24050/
reia.v15i30.1257

Redalyc: https://www.redalyc.org/
articulo.0a?id=149259394011

Estados electrénicos de puntos cudnticos
piramidales y conicos

ELECTRONIC STATES OF PIRAMIDAL AND
CONICAL QUANTUM DOTS

ESTADOS ELETRONICOS DE PONTOS QUANTICOS
PIRAMIDAL E CONICO

JOHN ALEXANDER GIL-CORRALES
jalexander.gil@udea.edu.co

Universidad de Antioquia, Colombia

ALVARO LUIS MORALES-ARAMBURO
alvaro.morales@udea.edu.co

Universidad de Antioquia, Colombia

CARLOS ALBERTO DUQUE-ECHEVERRI
carlos.duquel@udea.edu.co

Universidad de Antioquia, Colombia

Resumen: Los estados electrénicos confinados en un punto cudntico de GaAs, de forma
piramidal y c6nica, se han investigado a través del enfoque cuasi analitico valido para
dngulos pequefios y el método exacto de elementos finitos para incluir todos los 4ngulos
y alturas. Se han reportado los resultados de la energfa de confinamiento en funcién de
la forma y el tamafio de ambas estructuras y finalmente se han comparado los valores
aproximados con los exactos provenientes del método de elementos finitos.

Palabras clave: Puntos cudnticos piramidales, Puntos cudnticos conicos, Aproximacién
cuasianalitica, GaAs, Elementos finitos.

Abstract: The electronic states confined in a quantum dot, of GaAs, of pyramidal and
conical shape have been investigated through the quasi-analytical approach, valid for
small angles, and the finite element method to include all angles and heights. The results
of the confinement energy have been reported according to the shape and size of both
structures and finally the approximate values have been compared with the exact values
obtained from the finite element method.

Keywords: Pyramidal quantum dot, Conical quantum dot, Quasi-analytical
aproximation, GaAs, Finite elements.

Resumo: Os estados eletrdnicos confinados em um ponto quintico, de GaAs, de forma
piramidal e cdnica foram investigados através da abordagem quase-analitica, vélida para
pequenos ingulos, ¢ 0 método dos elementos finitos para incluir todos os ingulos e
alturas. Os resultados da energia de confinamento foram relatados de acordo com a
forma e tamanho de ambas estruturas e, finalmente, os valores aproximados foram
comparados com os valores exatos obtidos pelo método dos elementos finitos.
Palavras-chave: Pontos quinticos da piramidal, Pontos quanticos cénicos, Abordagem
quase analitica, GaAs, Elementos finitos.

1.INTRODUCCION

Los puntos cudnticos (QDs) son nano estructuras que cada dia toman mds
importancia en diversas dreas como la medicina, la ingenieria, la industria
y las ciencias en general, debido a que sus caracteristicas particulares de
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confinamiento del electrén y/o del hueco son de gran importancia para
aplicaciones optoelectrénicas y atractivas para el desarrollo de nuevas
tecnologias. Debido principalmente al avance experimental en las técnicas
de crecimiento de heteroestructuras semiconductoras, se ha vuelto una
necesidad la comprension y el estudio de las propiedades 6pticas de los
sistemas de confinamiento cuédntico, en nano estructuras como pozos
cudnticos, hilos cudnticos o puntos cuanticos.

Las nano estructuras de QDs son particularmente importantes en la
medicina y la biologfa. Se han utilizado como sondas fluorescentes para
el estudio de los cambios en glicoproteinas del cincer (Cunha et al.
(2018), Andrade et al. (2013) y Pavel et al. (2009)). El ligado de particulas
nanométricas con moléculas de bioreconocimiento como péptidos,
anticuerpos, etc. (Bailey, Smith y Nie (2004)) permite detectar, por medio
del espectro de emision, diferentes anomalias en sistemas bioldgicos,
este fenémeno constituye una de las primeras y mds importantes
aplicaciones de los QDs a los sistemas de biodeteccién basados en
dispositivos de analisis (Ponnusamy et al. (2007) y referencias anteriores).
Ademads, los puntos cudnticos también estdn presentes en aplicaciones
industriales tales como sensores de temperatura, celdas solares, y
aplicaciones optoelectronicas en moduladores, ldseres (Sagadevan y
Dakshanamoorthy (2012), Manoj, Hofsass y Vetter (2016), Safeera et al.
(2018) y Luhluh (2018)).

Actualmente hay un creciente estudio de las nano estructuras
semiconductoras piramidales (PQD). Para estas estructuras es posible
obtener los niveles de energfa electrénicos (o de hueco) (Duque C.A. etal.
(2017) a), hallar los niveles excitonicos y principalmente las transiciones
intersubbanda permitidas para obtener las energfas de enlace del sistema
que son objeto de aplicaciones en el campo del procesamiento cudntico
de la informacién (Hayrapetyan et al. (2016) y Jarlov et al. (2012)). En
aplicaciones en dispositivos optoelectrénicos como el diodo emisor de
luz, se han realizado estudios experimentales de la electroluminiscencia
de puntos cudnticos piramidales en una forma individual para potenciales
aplicaciones en la fabricacién de QD LED de un tamafo micrométrico y
se ha llegado a controlar la posicién, el namero y la densidad de emisores
(Baier et al. (2004)).

De igual forma, debido principalmente a sus potenciales aplicaciones
en diversos campos son objeto de estudios prominentes las estructuras
semiconductoras en forma de cono (Jadupati et al. (2018), Huggenberger
et al. (2011) y Pickering et al. (2012)). En este tipo de estructuras se
han investigado efectos debidos a la presencia de campos eléctricos y
a la posicién de alguna impureza interna, generando cambios en las
propiedades 6pticas del sistema; como por ejemplo, en la rectificacién no
lineal donde se genera un corrimiento al rojo o al azul dependiendo de la
intensidad del campo eléctrico aplicado para un sistema doble de puntos
cudnticos conicos (Bahramiyan (2018), Yamaguchi, Asano, y Noda
(2008)). Asi mismo, se han realizado andlisis en cuanto a la generacién
de segundo y tercer armdnico, para un sistema de punto cudntico
cénico, encontrandose una reduccion en las energfas de transicién entre
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subbandas y un incremento en el solapamiento de los estados cuando se
aumentan las dimensiones del sistema (Khordad y Bahramiyan (2014)).

En este trabajo se han llevado a cabo los célculos exactos de los niveles
de energia para los puntos cudnticos piramidal y cénico, por medio de
la implementacién numérica del método de elementos finitos (FEM),
usando el paquete computacional Comsol (COMSOL Multiphysics, v.
5.2a. (2018)). Este método ha sido empleado en trabajos recientes para
el estudio de impurezas (Duque C.A. et al. (2017) b), energia de enlace
y en el analisis de las propiedades dpticas de puntos cudnticos con forma
de lentes para obtener resultados mas precisos (Khordad, Bahramiyan y
Mohammadi (2016)).

Para este propésito, se han solucionado las ecuaciones de Schrédinger
haciendo uso de la aproximacién de masa efectiva tanto para el sistema
piramidal como para el sistema cénico de GaAs. De igual forma, se
han solucionado estas ecuaciones en una aproximacioén cuasi analitica,
utilizando un cédigo fortran desarrollado para este fin, teniendo en
cuenta solo dngulos pequefios del vértice para ambos sistemas. Se ha
llevado a cabo una comparacién entre estos dos métodos, para de esta
manera determinar el grado de exactitud de la aproximacién cuasi
analitica.

2. MODELO TEORICO

El primer sistema a considerar corresponde a un electrén confinado en
una estructura piramidal de GaAs con base cuadrada como lo muestra
la figura 1, el potencial de confinamiento es cero en el interior de la
estructura e infinito en el exterior de esta.

Figura 1
Figura 1
Esquema del punto cudntico piramidal de GaAs, la pirdmide tiene una base
cuadrada y estd caracterizada por la altura (h) y el dngulo del vértice (6).

La ecuacién de Schrédinger, para un electrén confinado en el PQD,
aplicada a este sistema en la aproximacién de masa efectiva toma la forma:
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[— ;;ﬂ_?: + V[x,}r,z]] d(x,v,z) = Ed(x,v,2) W

Donde se ha usado la aproximacion de masa efectiva en el término m,
, el cual toma el valor de m, = o.0665m, (GaAs), m, es la masa del electrén
libre, el término v(xy.z) corresponde al potencial de confinamiento de
la estructura. El origen de coordenadas se ha tomado en el vértice de
la pirdmide y las direcciones estén definidas como se indica en la figura
1. Teniendo en cuenta lo anterior, las condiciones de frontera para el
problema toman la forma: == ax para x>0, z= —ax parax<o,z=ay paray>o
yz=—-ayparay <o, parao<z<h,donde a=1/mn(8/2) .

Con estas condiciones de frontera, el problema no puede ser
solucionado analiticamente, por esta razén se propone una solucién
cuasianalitica (tomando como base el trabajo de Lozovski V. y Piatnytsia
V. (2011)) que es valida para dngulos apicales no superiores a 90°. Es
conveniente realizar una transformacién de coordenadas de la forma:
«=x/z, B=y/zy y==z, que conllevan a las transformaciones inversas: x = a,
v=8rYy ==, el dominio para estas nuevas variables se obtiene por medio
de las condiciones de frontera iniciales y estd dado por: —1/a<ap<1/a
y o=y <h. Recordando que la estructura no posee dngulos demasiado
grandes debe cumplirse que «.5 « 1. Con estas consideraciones, la ecuacién
(1) puede desarrollarse en el nuevo sistema de coordenadas para obtener
un conjunto de tres ecuaciones no acopladas,

[+ at] ¢(a) = k26 (a) @
[ﬁJr BZ]e(8) = —k3o(8) (3)
05 (EE-a)e

Los autovalores de la energia del sistema pueden ser obtenidos como:
g =ki¢/2m, . Las ecuaciones (2) y (3) pueden simplificarse teniendo en
cuenta que el sistema solo trata dngulos pequefios (« « 1)y porlo tanto se
cumplird que d*¢(a)/da? >> a(do(a)/da) Y d2e(8)/dp* >> p(dp(p)/ép) , despreciando
los términos correspondientes en ambas ecuaciones se obtienen las
autofunciones que corresponden a una solucién cuasianalitica del
problema
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k-I.TJ"I
¢, ~ sin (
a

kﬂn
) cos(k ) + cos (—) sin(k,,a)
a

kow = —,  n=123,..

(5)
y
k k
@, ™~ sin (ﬂ) cns(kgmﬁ) + cos (ﬂ) Sill(kﬁmﬁ)
a a
Kgm = "‘2’“’. m=12.3,..
(6)

Es sencillo demostrar que la ecuacién (4) posee soluciones
proporcionales a las funciones de Bessel de la forma

1
S~ zls(kay) o

Donde :-jz=z-= Se ha tenido en cuenta el confinamiento infinito de
la estructura lo que conlleva a que la funcién de onda se anule en todas
las fronteras del punto cudntico. Adicionalmente, es posible escribir la
funcién de onda completa del sistema, en la aproximacién cuasi analitica,
en las variables originales x.y.z como

q:':'z.m,i! (_‘JL', M Z] = %j&' (kiz] X
[Eill (L{;ﬂ) cos (k”z"x) + cos (k:—”) sin (k‘iT”x)] X
o (2)os (22 o () (2
(8)

Donde v es la constante de normalizacién del sistema y & corresponde

all-ésimo cero de la funcién de Bessel, las constantes »m y 1 son los ntimeros
cuanticos del problema.

El segundo sistema considerado es el de un electrén confinado es una
estructura de GaAs de forma cdnica, como lo muestra la figura 2.
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Figura 2
Figura 2

Esquema del punto cudntico cénico de GaAs, el cual estd caracterizado por la altura (&) y el 4ngulo del

vértice (8 ). El potencial de confinamiento es cero en el interior de la estructura e infinito en el exterior.

La ecuacién de autovalores del sistema es nuevamente la ecuacién
(1), donde solo se presentan variaciones en la forma del potencial de
confinamiento, teniendo en cuenta el mismo valor para la constante «
en las ecuaciones anteriores para la piramide, el dominio para el sistema
cénico estd dado por := /=7 donde 0 <y < . Es conveniente nuevamente
realizar una transformacién de coordenadas de la formax=ay,y =gy yz=»
, posteriormente y aprovechando la simetria de la estructura cénica es
posible reescribir el problema por medio de coordenadas cilindricas como:
@=ncos(e) , B=nsin(c) CON 0<y<h 0<n<1/a'y . Considerando nuevamente
angulos del vértice inferiores a 90°, es posible luego de un desarrollo
sencillo de la ecuacién (1) despreciar ciertos términos en la expresién del
laplaciano, mas concretamente términos con dependencia cuadritica de 5
, a partir de este punto se puede escribir la funcién de onda completa del
sistema como un producto de funciones individuales en cada una de las
nuevas variables,

®(a,n,v) = d(a)e(mI(y) 9)

Teniendo en cuenta este resultado y las aproximaciones hechas en
el parrafo anterior, es posible obtener un sistema de tres ecuaciones
desacopladas para cada una de las funciones dependientes de cada
coordenada,

d éle) _ —I?‘i:¢ (ﬂ']

de> (10)
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[£_|_ li]q,[n) = [’:—:—k,f] @(m)

dn? n dn (11)
1df 2af)\_ (m® _ ;2
}..3 d}" (F d}" ) (}r: kb) f(};) (12)
La ecuacién (10) genera una autofuncion,
qb” (ﬂ_j — NEEimE (13)

Donde », es la constante de normalizacién correspondiente a la
coordenada s , i=v=1 es la unidad imaginaria y m=o0z1,+2.. Es sencillo
demostrar que las autofunciones de las ecuaciones (11) y (12) son
proporcionales a las funciones de Bessel y tienen la forma:

P [:?F) = N?;I-‘Ii']‘l (kﬁn) (14)

Donde », es la constante de normalizacién correspondiente a la
coordenada

— J"'I-V

f(};j - :?_.Ié (kbrj (15)

Con s- w70z , v, es la constante de normalizacién correspondiente a
la coordenada v , recordando que el potencial exterior es infinito, luego
la funcién de onda debe anularse en la frontera de la estructura, lo cual
conlleva a las dos ecuaciones 1,.xz/a) = 0, y 1azm = 0 cuyas soluciones dan los
valores de « y i para cada i.;, donde 1.7 =1,2.3... son los ceros de cada una
de estas dos ecuaciones.

Nuevamente es posible escribir la funcién de onda del sistema
completo en la aproximacién cuasianalitica en las variables originales x..

i N e rved L
pmi] (_fx!}r’gj :\,-_'E-‘Im (k;m'.-T) Xfé(k;ﬂ”z)eimmn (/=)

(16)

Donde » es la constante de normalizacién y m,i; son los nimeros
cudnticos del sistema. Finalmente, los autovalores de energia pueden ser
obtenidos ahora como:

ﬁ:rkm[_f}:
E ..=—18b -
mij 2m, (17)
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Donde m, es la masa efectiva electrénica para el sistema cénico de GaAs.

En la figura (3) se observa la malla usada para resolver la ecuacién de
Schrodinger para el sistema piramidal y el sistema cénico, por medio de la
implementacién del método de elementos finitos.

Los elementos interiores, que conforman la malla, para cada una de las
estructuras son de tipo tetraedro, el tamano y la cantidad de estos se ajusta
amedida que se realizan variaciones en el tamano de las estructuras. Como
ilustracién, paraunaalturade 15nmyun dngulo del vértice de 30°, la malla
es construida para la pirdmide con 133066 elementos tetraédricos y con
6590 elementos de contorno que corresponden a elementos triangulares
como se observa en la figura (3). Para las mismas dimensiones de altura
y angulo apical, la malla correspondiente para el cono contiene 108634
elementos tetraédricos y 6178 elementos triangulares para el contorno.

>
<O,
s
Eli"

]

ST

i

=
g

Lo
%K)

2
il
LW

Pty
|
ALY,

)

Figura 3
Figura 3

Malla usada para la implementacion del método de elementos finitos para el sistema piramidal y el sistema cénico.

Se han impuesto condiciones de frontera de Dirichlet tanto para el
cono como para la pirdmide, es decir, que las funciones de onda se anulen
en los bordes.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Los pardmetros para GaAS usados para el desarrollo numérico (método
de elementos finitos y aproximacion cuasi analitica) tanto de la pirdmide
como del cono fueron los siguientes: constante dieléctrica «=1235 ,
permitividad del vacio ¢ =sssx102F/m, la masa efectiva del electrén
m, =0.0665m, , m, €s la masa del electrén libre. En la figura 4 se presentan los
primeros seis niveles de energia de un electrén confinado en un punto
cudntico piramidal (a) y c6nico (b) como funcién del dngulo del vértice.
Los resultados presentados son exactos y se han obtenido por medio de
la implementacién del método de elementos finitos, manteniendo fija la
altura de ambas estructuras en » =1snm.
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Energia (eV)
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Figura 4
Figura 4

Primeros seis niveles de energfa de un electrén confinado en un punto cudntico piramidal (a) y cénico (b), como
funcién del dngulo apical. En los recuadros se muestra la variacidn respectiva del volumen con el éngulo y la altura
para ambos sistemas. Funciones de onda de los 3 primeros estados excitados para el sistema piramidal. El panel (c)

corresponde ah = 15 nm y 8 = 50°, El panel (d) anmy, la figura de izquierda a derecha corresponde a las proyecciones
en los planos xy , xz y yz respectivamente. los planos se han tomado en el centro de gravedad de la estructura.

Es posible observar un claro comportamiento decreciente de las curvas
de energia para dngulos grandes, esto se debe a que el volumen de la
estructura es cada vez mayor y por lo tanto se presenta una pérdida de
confinamiento electrénico. Este comportamiento decreciente es un poco
mds significativo en el sistema piramidal que en el sistema cénico y se
debe principalmente a que el volumen del sistema piramidal aumenta
més rdpidamente que el volumen del sistema cénico cuando se hace
la variacién del dngulo del vértice, esto puede verse claramente en los
recuadros de cada figura. Los niumeros que se presentan junto a cada una
de las curvas indica el orden de degeneracién de cada uno de los estados.
Es de resaltar que debido a la forma cénica del punto cudntico se presenta
un mayor confinamiento para un mismo angulo del vértice que para el
punto cudntico piramidal, esto se observa claramente ya que las curvas del
cono estan desplazadas hacia energfas superiores con respecto a las curvas
piramidales. Como es de esperarse, debido a que el sistema conico presenta
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un mayor orden de simetria, luego se debe esperar un mayor ntimero de
estados degenerados por simetria que para el sistema piramidal.

Tanto para la pirdmide como para el cono se presentan cruces de los
niveles que corresponden a degeneracién accidental. Para la pirdmide,
en #=2 ° los dos primeros estados excitados con nimeros cudnticos
(112) y 211 , este ultimo presenta una doble degeneracion con el estado
(121) . Hay que resaltar que este cruce se presenta entre estados tipo p.
De forma similar para el sistema cdnico se presenta el cruce para o =5
entre los estados (0,1.2) y (111) , nuevamene ambos estados corresponden a
estados tipo p. Para el sistema piramidal igualmente se presenta un cruce
de los estados tipo d (113) y (221) en aproximadamente #=40 °, para el
sistema cOnico, este cruce se da en alrededor de 6 =s0 ° de forma similar
para estados tipo d. En los recuadros de la figura 4 se ha presentado
la variacién del volumen de cada sistema a medida que se aumenta el
angulo de cada estructura, los puntos negros ubicados sobre la curva
indican los puntos donde se presentan cruces en los estados electrénicos
y por lo tanto corresponden a puntos de degeneracion accidental del
sistema. Este tipo de degeneracion resulta de la forma funcional del
potencial que se considera o de caracteristicas particulares del sistema y
son evidenciados experimentalmente en un acuerdo con los resultados
tedricos (Norris D. J. y Bawendi M. G. 1996). Hay que tener en cuenta
que el espectro de energfa presenta una evolucién fuerte con el régimen
de confinamiento del sistema. Note que el orden de los estados depende
directamente del 4ngulo del vértice de la estructura. Los restantes estados
excitados igualmente presentan cruces que son importantes para un
estudio detallado de las propiedades pticas de los sistemas.

En la figura 4 (c) y (d) se observan las funciones de onda del sistema
piramidal correspondientes a los tres primeros estados excitados del
sistema. Las figuras (c) y (d) conciernen a 4dngulos de =40 y a=50
respectivamente, manteniendo la misma altura de #=1s nm. Como lo
indica el panel (a), el tercer y cuarto estado excitado corresponde a un
estado doblemente degenerado. Se puede apreciar cémo se presenta un
intercambio de los estados cuando se aumenta el sistema en los dngulos
senalados. El primer estado excitado pasa a ocupar la posicion del tercer
estado excitado, este comportamiento estd en perfecto acuerdo con la
figura 4 donde se puede apreciar un cruce entre estos estados para un
angulo de 6 =46 ° para el sistema piramidal. El sistema cénico presenta un
comportamiento similar, presentandose el intercambio de los estados en
este caso para 6 = st
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Energia (eV)
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Figura 5

Primeros seis niveles de energfa de un electrén confinado en un punto cudntico piramidal (a) y cénico (b), como funcién

de la altura. En los recuadros se muestra la variacién respectiva del volumen con el 4ngulo y la altura para ambos sistemas.

En la figura 5 se observan los primeros seis niveles de energfa para
un punto cudntico piramidal (a) y cénico (b) como funcién de la altura
de la estructura, manteniendo fijo el dngulo del vértice en #=co- . Los
resultados son obtenidos al igual que en la figura 4 por medio del método
numérico de elementos finitos usando las mallas presentadas en la figura
3. Nuevamente se presenta un comportamiento decreciente de los niveles
energéticos a medida que se aumenta la altura de las estructuras. Note
que en la figura Sa, el estado de mayor energfa es doblemente degenerado.
Este decaimiento es més pronunciado en el caso mostrado en la figura 4,
esto se debe a que el volumen de ambos puntos cudnticos aumenta mas
riapidamente con la variacién del dngulo que con la variacién de la altura,
lo cual genera una pérdida de confinamiento mayor cuando se varia el
angulo y por lo tanto las energfas tienden a bajar més ripidamente en
la figura 4 que en la figura 5. Esto puede verse claramente comparando
los recuadros de las figuras 4 y 5. Es importante resaltar que para este
caso no se presenta degeneracién accidental para ninguno de los estados
presentados, sin embargo, si se dan estados excitados degenerados por
simetria. Aligual que en el caso delaaltura fija, las curvas correspondientes
al cono presentan un desplazamiento hacia energfas superiores con
respecto a las mismas para la pirdmide, debido a que la forma cénica
presenta un confinamiento mayor para una misma altura manteniendo el
angulo apical fijo.

Los resultados obtenidos en las figuras 4 y 5 estan en total acuerdo con
los resultados reportados en la literatura que indican un comportamiento
decreciente de los niveles de energfa con el aumento del volumen de las
estructuras, igualmente se han obtenido degeneraciones accidentales para
algunos niveles excitados cuando se varia el dngulo del vértice que estin
de acuerdo con trabajos anteriores.
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Figura 6
Figura 6
Primeros seis niveles de energfa de un electrén confinado en un punto cudntico piramidal (a) y cénico (b), como funcién del
4ngulo apical. Los calculos son exactos y realizados manteniendo fijo el volumen de la estructura para g = 120y h = 15nm.

En la figura 6 se presentan los primeros seis niveles de energia
de un punto cudntico piramidal (a) y cénico (b) como funcién del
angulo del vértice, manteniendo el volumen de la estructura fijo para
h=1snm y & =120°. Los niveles de energia tanto para el cono como para
la pirdmide presentan una fuerte dependencia con el dngulo del vértice
de la estructura. Igualmente se dan degeneraciones para ciertos dngulos
particulares, para 6=4s y 6=5s1° se degeneran los dos primeros estados
excitados para la pirdmide y el cono respectivamente, lo mismo ocurre
para el tercer y cuarto estados excitados que se degeneran para cada
estructura en 6 =40 y para é =so . Hay que resaltar que todos los estados
presentan una tendencia a aumentar su energfa a medida que se aumenta
el angulo del vértice, esto es una consecuencia unicamente debida al
cambio en la forma del punto cudntico ya que el volumen permanece
constante. Este aumento de energfa se debe a que, al aumentar el éngulo de
laestructura, debe disminuir la altura de esta para mantener asi el volumen
fijo, luego el confinamiento es mucho mds significativo con la base de la
estructura que con las paredes de esta.
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Figura 7

Primeros seis niveles de energfa de un electrén confinado en un punto cudntico piramidal (a) y cénico (b), como funcién
de la altura. Los célculos son exactos y realizados manteniendo fijo el volumen de la estructura para g = 120°y 1 = 15nm.

En la figura 7 se presentan igualmente los primeros seis niveles de
energfa paralos dos sistemas estudiados, piramidal (a) y cénico (b). En este
caso se realizan variaciones en la altura de las estructuras, manteniendo el
mismo volumen fijo que se ha usado en la figura 6, con »=1snm y 6 = 120°
. Es de resaltar que los niveles de energfa presentan un comportamiento
creciente para angulos muy grandes en la figura 6, mientras que en esta
figuralos niveles de energfa son todos decrecientes, lo cual es consecuencia
de que el confinamiento en la coordenada z es mucho mas significativo
que en el plano xy.
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Figura 8

Comparacién de los primeros seis niveles de energia para el punto cudntico piramidal, como
funcién del dngulo del vértice, manteniendo el volumen constante con k = 15nmy 8 = 120°.

En la figura 8 se presenta una comparacién de los primeros seis niveles
de energia para el punto cudntico piramidal como funcién del dngulo del
vértice, manteniendo fijo el volumen de la estructura con los pardmetros
h=15snmy e =120°. Las lineas continuas corresponden a los resultados cuasi
analiticos y los puntos corresponden a los resultados exactos. Para dangulos
pequenos la aproximacién se cumple en gran medida principalmente para
estados de baja energfa (a pesar que se ha tomado como punto de partida
para el volumen fijo un dngulo muy superior a lo aceptado en los célculos
aproximados). Hay que resaltar que el sistema se encuentra a un volumen
suficientemente grande y por lo tanto en un régimen de bajas energias
(en el rango de 0.03¢V a 0.12¢V), esto puede verse revisando la figura 4
y el recuadro del volumen como funcién del dngulo del vértice, donde se
puede apreciar que se estd en el rango méximo del volumen y minimo en
la energia.
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Figura 9

Comparacién de los primeros seis niveles de energfa para el punto cudntico piramidal (a) y conico
(b), como funcién del dngulo del vértice, para k = 15nm. Las lineas continuas corresponden a los
resultados cuasi analiticos, los puntos corresponden a los resultados exactos. La flecha indica el
orden de los estados caracterizados por sus niimeros cudnticos de acuerdo a los célculos analiticos.

En la figura 9 se presenta una comparacién de los primeros seis niveles
de energia para el punto cudntico piramidal (a) y cénico (b) como
funcién del angulo del vértice, manteniendo la altura fija en »=1snm.
Las lineas continuas corresponden a los resultados cuasi analiticos,
es decir, son aproximados y son vélidos para dngulos pequenos, los
puntos corresponden a los resultados numéricos obtenidos por medio
del método de elementos finitos. La flecha en la figura indica el
orden de cada uno de los estados. Los puntos caen de forma precisa
sobre las curvas, especialmente para los estados més bajos, los cuales
practicamente no se ven afectados por el aumento en el dngulo del
vértice tanto para la pirdmide como para el cono, esto indica que la
aproximacion cuasi analitica usada para resolver el sistema de ecuaciones
(2), (3) y (4) concuerda en gran medida con los resultados exactos y
en efecto es una muy buena aproximacién para resolver este sistema
para dngulos pequenos. Los estados que se alejan mds de los resultados
exactos son los de energfa superior, sin embargo, presentan un muy
buen comportamiento en el rango de dngulos en los cuales es valida
la aproximacién. Es importante notar que los nimeros cudnticos que
se presentan para algunos estados excitados pueden variar ya que
se presentan degeneraciones en el sistema y por lo tanto existen
configuraciones distintas con igual energfa, igualmente, el sistema cénico
puede tomar el cero para el primer nimero cudntico, mientras que el
sistema piramidal solo puede empezar en uno.
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Figura 10

Comparacién de los primeros seis niveles de energfa para el punto cudntico piramidal (a) y conico
(b), como funcién de la altura, para 8 = 60° . Las lineas continuas corresponden a los resultados
cuasi analiticos, los puntos corresponden a los resultados exactos. La flecha indica el orden de
los estados caracterizados por sus niimeros cudnticos de acuerdo con los célculos analiticos.

En la figura 10 se presenta una comparacién de los primeros seis
niveles de energfa para el punto cudntico piramidal como funcién de la
altura, manteniendo el dngulo del vértice fijo en . Nuevamente las lineas
continuas corresponden a los resultados cuasi analiticos, mientras que los
puntos presentan los resultados usando el método de elementos finitos.
Para el punto cudntico piramidal pricticamente no se dan variaciones
con respecto a ambas soluciones para todos los estados a medida que se
aumenta la altura de la estructura, esto se debe a que la aproximacion
cuasi analitica tiene en cuenta solamente dngulos pequefios y no hay
aproximacion sobre la altura del sistema. Como lo indica la flecha a
la izquierda se han ordenado los estados por sus niimeros cudnticos
que corresponden a (nm,D) y (m:,/) para los sistemas piramidal y conico
respectivamente.
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Figura 11
Densidad de probabilidad de los primeros 10 estados para el sistema piramidal, la figura de arriba
hacia abajo corresponde a las proyecciones en los planos xy , xz y yz respectivamente. La figura se ha
realizado con » = 15nm y 6 = 30°, los planos se han tomado en el centro de gravedad de la estructura.
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Figura 12
Figura 12: Densidad de probabilidad de los primeros 10 estados para el sistema cénico, la figura de
arriba hacia abajo corresponde a las proyecciones en los planos xy , xz y yz respectivamente. La figura se
ha realizado con n = 15nmy 8 = 30°, los planos se han tomado en el centro de gravedad de la estructura.

En las figuras 11y 12 se observa la densidad de probabilidad electrénica
dada por |e(xy.2)F para el sistema piramidal y c6nico respectivamente.
Se han indicado los nimeros cudnticos que determinan cada uno de los
estados que estdn de acuerdo segtin las ecuaciones (8) y (16) para el sistema
piramidal y cdnico con las variables (m.1) y mi.j) respectivamente. Los
estados cuyos numeros cudnticos no se presentan corresponden a estados
que no tienen una direccion definida x oy, estos estados presentan una
rotacion, por ejemplo, para el sistema cénico, el segundo y tercer estado
excitado son estados tipo p que presentan una rotacion alrededor del eje
z. Para los resultados presentados se ha usado la configuracién »=1snm
y 6 =30 . La fila superior en ambas figuras corresponde a la proyeccién
en el plano xy donde se observa el sistema desde la parte superior, el
plano observado estd localizado en el centro de gravedad de la estructura,
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tanto la pirdmide como el cono, esta es la razén por la cual el plano
no llena completamente la forma piramidal y cénica, la fila intermedia
y la fila inferior corresponden a las proyecciones en los planos x= y y=
respectivamente. Las columnas de izquierda a derecha corresponden a
distintos estados del sistema, estando el estado fundamental a la izquierda
y los estados mds altos mas hacia la derecha. Claramente el estado
fundamental para ambas estructuras se extiende sobre cada volumen
tratando de llenarlo completamente y manteniendo la simetria propia
tanto para la pirdmide como para el cono. El segundo y tercer estado
excitado para ambos sistemas presentan degeneracidn, lo cual puede verse
con facilidad observando la distribucion espacial que se da en la densidad
de probabilidad para ambos estados. Lo mismo ocurre con los estados
sexto y séptimo excitados para el sistema piramidal. Hay que resaltar que
debido a que el punto cudntico cdnico satisface un mayor niimero de
grupos de simetria, se presenta un mayor numero de degeneraciones por
simetria en este sistema compardndolo con el sistema piramidal.

4. CONCLUSIONES

En este articulo se ha realizado una comparaciéon entre los resultados
cuasianaliticos obtenidos considerando 4ngulos pequefios para los puntos
cuanticos piramidal y cénico de GaAs y los resultados obtenidos por
el método mds preciso de elementos finitos. Los estados electrénicos
confinados, asi como las funciones de onda correspondientes se han
obtenido por ambos procedimientos. Las figuras 8, 9 y 10 corroboran
que la aproximacién cuasianalitica en efecto es una aproximacién
suficientemente valida cuando se estd interesado en realizar un estudio de
estos sistemas para dngulos no muy grandes (no superiores a 90° ).
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