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Resumen

Se presentan los resultados de una investigacion relativa a la resignificacion del plano cartesiano en un grupo de
estudiantes de quinto basico de una escuela chilena. El discurso matematico escolar correspondiente carece de
situaciones de ensefianza significativas para introducir y comprender el uso de ese plano, mas bien fomenta una
matematica prescrita, donde no es necesaria su construccién. Desde un enfoque cualitativo, a través de la
indagacion del proceso de construccion de un conocimiento matematico, la resignificacion se evidencia a través
del disefio de una situacion especifica que promueve la necesidad de la construccién del plano cartesiano. En los
argumentos y discusion sostenidos por el grupo de estudiantes se evidencio6 la construccidn de ejes ortogonales,
las nociones de distancia, origen y ubicacién de puntos considerando coordenadas rectangulares.

Palabras Claves: Plano Cartesiano. Resignificacion. Socioepistemologia. Sistema de Referencia.

Abstract

We report the results of a research on the re-signification of the Cartesian plane in a group of fifth-grade students
of a Chilean school. The corresponding mathematical school discourse lacks meaningful teaching situations to
introduce and to understand the use of that plane, and rather fosters a prescribed mathematics, that you do not
need to build. That re-signification was evidenced through the design of a specific situation promoting the need
of building the Cartesian plane. In the arguments and discussion held, the group evidenced building orthogonal
axes, and the notions of distance, origin, and location of points considering rectangular coordinates

Keywords: Cartesian Plane. Re-signification. Socioepistemology. Reference System.
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El plano cartesiano se presenta transversalmente en cada uno de los ejes tematicos de
las actuales Bases Curriculares formuladas por el Ministerio de Educacion Chileno,
(MINEDUC, 2012) ya sea como sistema de referencia que favorece la ubicacion y
localizacion espacial, o0 como una herramienta que permite la comprension de otros
contenidos matematicos, tales como funciones, isometrias, lectura de gréficos etc.

A pesar de su uso reiterado, en nuestra practica pedagogica observamos,
permanentemente, acciones que reflejan los problemas que tienen los estudiantes en la
comprension y uso de los ejes cartesianos, como por ejemplo, la ubicacion de puntos y figuras
geométricas en una determinada posicion del plano. Compartimos con Saiz (2003) que hay
comportamientos de los sujetos, en el cotidiano, que muestran las dificultades que
experimentan para orientarse en un ambiente nuevo y para utilizar o elaborar planos y mapas.

Acufa (2001), evidencia los problemas que tienen estudiantes de secundaria para
establecer el orden de las coordenadas de los puntos en el plano cartesiano pues, en lugar de
utilizar ese plano para trabajar en un espacio orientado de dos dimensiones, limitan su uso
solo a la descripcion de parejas de niUmeros negativos 0 positivos.

De acuerdo a esta problematica, observamos en las Bases Curriculares Chilenas
(MINEDUC, 2012) y en los textos de estudio (ASKEY, 2014) entregados por el MINEDUC,
un indicio de lo que provocaria esta dificultad en los estudiantes: la presencia de una
caracterizacion del plano cartesiano, en cuanto a su forma y descripcién, mas no en su uso y
funcionalidad.

Para comprender y hacer propuestas que permitan construir aprendizajes escolares, la
Socioepistemologia propone marcos de referencia que favorecen una matematica funcional®
en situaciones especificas, resignificando? el conocimiento matematico puesto en juego, es
decir, usando y otorgandole significado a ese conocimiento. Aqui, se postula a que el
problema estd en el discurso matematico escolar (dME), entendiendo por tal, aquel
“paradigma educativo que norma y regula a las matematicas escolares. Es justamente lo que
Ileva a los docentes a repetir las mismas clases aun con escasos logros en el aprendizaje de los
estudiantes” (CANTORAL, 2013, p. 64). Ante esto, socioepistemologia se propone incentivar
otro discurso, que rompa la manera en que, actualmente, se abordan los contenidos escolares;

en otras palabras, plantea un redisefio del dME, que no esté centrado exclusivamente en

! Entendemos a la matematica funcional como aquella que se incorpora a la vida de las personas para
transformarla, que sea parte de su cotidiano.
2 Concepto que se explicara, con mas detalle, en el punto 3 del presente articulo.
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conceptos, sino que ofrezca resignificar la matematica, con el propdsito de que ésta sea
funcional.

Considerando este marco tedrico, frente a la situacion descrita, postulamos que la
introduccidn del plano cartesiano en estudiantes chilenos de 5° basico (10 a 11 afios de edad)
carece de significado y funcionalidad, es decir, se trata y se usa el plano como un saber
prescrito, lo cual lleva a que las tareas escolares escasamente exijan su comprension, hecho
que provoca en el aprendiz dificultades para comprender los significados de aquellos topicos
que ahi se ponen en juego.

Las investigaciones de Gascon (2002) y Henriquez (2014) nos reportan la riqueza que
posee el plano cartesiano como articulador entre la geometria sintética y la geometria
analitica, pero, al mismo tiempo, destacan y evidencian que su ensefianza se limita solo a la
algebratizacién de la geometria.

Atendiendo tales antecedentes, enfrentados a una situacion especifica, donde el plano
cartesiano se pone en juego, nos preguntamos: Los estudiantes ¢tienen la necesidad de
construir y usar un plano cartesiano, sin previa caracterizacion? ;Qué argumentos sefialan los
estudiantes cuando recurren a un sistema de referencia? ¢Existen elementos historico-
epistemoldgicos que sean comunes a los utilizados por los estudiantes cuando usan el plano
cartesiano?

El objetivo de esta investigacion fue resignificar el plano cartesiano a través del disefio
de una situacion especifica, que promueva en un grupo de estudiantes de quinto basico la

necesidad de su construccion.

2 Antecedentes y Problematica

Durante la ensefianza escolar® se realizan actividades cuyo propoésito es que los
estudiantes desarrollen la orientacion en el plano, la ubicacion espacial, la compresion de
gréficas y el uso adecuado de los ejes cartesianos (MINEDUC, 2012). Sin embargo, aun
cuando en la escuela se proceda con esta clase de tareas, los estudiantes contindan con
dificultades, perdido la riqueza que aporta al manejo del espacio bidimensional orientado.

Con respecto a la introduccion de los ejes cartesianos, Godino y Ruiz (2002, p. 578)
sefialan al movimiento de reflexion como facilitador tanto del proceso de localizacion y

ubicacion espacial como — al ser un movimiento rigido sobre el plano — de la introduccion

3El sistema escolar chileno se organiza en un afio de educacién preescolar obligatoria (kinder), ocho afios de
ensefianza basica y, luego, cuatro afios de ensefianza media.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 32, n. 62, p. 825-846, dez. 2018 827



ISSN 1980-4415
BT DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v32n62a04

oportuna de los sistemas de coordenadas. En cuanto al plano cartesiano como sistema de
referencia, ambos autores lo relacionan con la ubicacién de puntos en el plano y también con
las representaciones cartograficas, planimétricas y de red de coordenadas geograficas.

Por su parte, Bautista (2013) al resignificar la funcion par e impar, se propuso como
objetivo especifico resignificar el plano cartesiano a través de las simetrias axial y puntual de
diferentes funciones en el plano. Para este proposito, presenta diversas graficas en el plano
para luego, utilizando el software Geogebra, preguntar por los ejes a traves de la observacion
de funciones y simetrias. Los estudiantes juegan con los ejes cartesianos, los manipulan, y
tales ejes y el plano se les hacen necesarios para ubicar las figuras (BAUTISTA, 2013).

En nuestra investigacion, la reflexion juega un rol clave al introducir el plano
cartesiano, pero no facilitaremos los ejes ortogonales, pues se espera que emerjan de la
necesidad de su uso Yy, con ello, la manipulacion y la caracterizacion del plano por parte de los
estudiantes.

Miranda, Radford y Guzmén (2007), nos reportan la mirada novicia de los estudiantes
sobre el Plano Cartesiano, donde interpretan sus signos de manera idiosincréatica o singular. El
profesor explica a los estudiantes la nocion de distancia para apoyar el proceso de
interpretacion de la grafica, aunque una de las estudiantes hace un intento por incorporar el
Plano Cartesiano, como un grafico que permite marcar la posicion y dar una explicacion del
movimiento, la discusion de la relatividad del movimiento se aminora con la discusion de un
movimiento descrito sin mas detalles (MIRANDA; RADFORD; GUZMAN, 2007, p. 23).

Para efectos de esta investigacion, la nocion de distancia la hemos considerado como
un elemento central para la resignificacion del plano cartesiano, en contraste a la
investigacion de Miranda, Radford y Gusman (2007), creemos que esta nocidn debe emerger
desde los sujetos en estudio y no de la explicacion de un tercero, pues si bien, la intervencién
del docente permite concienciar sobre los significados culturales, la resignificacion permite
construir significados propios permeados del contexto, la historia y la cultura.

Afos antes, Nemirosky, Tierney y Wright (1998, p.168), indagan en la descripcion
que realizan estudiantes de quinto grado sobre el movimiento de objetos, observan que las
representaciones en graficos de distancia y velocidad no son inherentes pero, crear enfoques
gréficos antes de introducir los convencionales, permite a los estudiantes tomar conciencia de
los elementos que necesitan para comunicar sus representaciones.

En nuestro caso, nos interesa pesquisar en las tareas realizadas por los estudiantes

aquellos elementos que muestren la construccion de un plano cartesiano, es decir, qué
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argumentos utilizan para comunicar sus representaciones que develen elementos claves para
su resignificacion.

En las Bases Curriculares chilenas y los textos de estudio, observamos que el plano
cartesiano se trabaja como un recurso que provee al profesor la entrada de ciertos contenidos
matematicos y a los estudiantes aprender nociones, tanto de localizacién y ubicacién de
puntos, como de comprension y lectura de gréficas en un sistema de referencia establecido y
sin previa construccion. A modo de ejemplo, la primera introduccion que se realiza del plano
cartesiano, como tal, sugerida en el texto de estudio entregado a los estudiantes de quinto
basico y bajo el objetivo de aprendizaje “ldentificar y dibujar puntos en el primer cuadrante
del plano cartesiano, dadas sus coordenadas en ntmeros naturales” (MINEDUC, 2012.
p.120), presenta lo siguiente (Figura 1):

ACTIVIDADES: UBICANDO PUNTOS EN EL PLANO CARTESIANO

Consideremos dos pares de ejes en el plano cartesiano. Estos ejes ¥
sirven para ubicar puntos en forma precisa. Generalmente al eje
dibujado en forma horizontal se le denomina eje “X” y el otro en |
forma vertical como eje “Y”. Cada punto se identifica a través de un ] | B (6,5)
par de nimeros entre paréntesis que se llaman “pares ordenados”, 1
pues el orden es muy importante. ‘ | '

Observa en la imagen el punto B, iCon cudl eje crees que tiene %7

relacién el primer niimero? Y ¢ el segundo niimero? T c;

Como ya descubriste el nimero 6, tiene corresponde al eje x y el

nimero 5 con el eje y. Figural

Observa el punto D, le corresponde (0,0) porque es la interseccion de ambos ejes en el punto cero, se le

llama origen.

Figura 1 — Introduccién del plano cartesiano en 5° béasico
Fuente: ASKEY (2014, p. 190).

Respecto al dME, evidenciamos en el texto citado la validacion de una ensefianza que
introduce los ejes cartesianos como un saber prescrito, donde la capacidad de argumentar y
construir conocimiento matematico se ve opacada por la necesidad de transmitir un contenido
normado, pero desprovisto de significado. Cordero y Flores (2007, p. 14) indican que el dME
“considera a la matematica como un conocimiento acabado y trata los conceptos matematicos
en las acciones de ensefianza como actos repetitivos o de memorizacion”.

El plano cartesiano no es construido, sino entregado a los estudiantes, con algunas de
sus caracteristicas para ubicar puntos. Se distingue un conocimiento establecido, falta de
claridad sobre la construccién de este sistema de referencia donde los nifios y nifias puedan
comprender su uso, finalmente, los estudiantes deben aprender como ubicar puntos siguiendo
reglas establecidas.

Por esta razon, postulamos a que una de las dificultades en la comprension y uso del

plano cartesiano se vislumbra en la introduccion desprovista de sentido de los ejes
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ortogonales; el dME valida dicha difusion como un saber establecido, que no requiere de una
construccion significativa por parte del estudiante.

Esta investigacion propone atender, en parte, a esta dificultad, a través de un marco de
referencia que provea al dME de otro tipo de situaciones, donde se pueda visualizar
significados, procedimientos y argumentos con el propoésito de resignificar el plano
cartesiano, invitando al estudiante a ser parte de la construccion de su conocimiento. Para tal
efecto, proponemos el disefio de una situacion en la cual emerja dicho conocimiento.

De acuerdo a nuestro enfoque socioepistemologico, consideramos elementos
historico- epistemolédgicos que nos proveen de aspectos a incorporar en el disefio. A

continuacidn, se explicita una breve descripcion al respecto.

2.1 Algunos elementos historico-epistemologicos sobre el uso del Plano Cartesiano

El interés por conocer, interpretar y predecir la realidad a través de la razon ha llevado
al ser humano a utilizar sistemas de referencias que permiten ubicar y caracterizar elementos
u objetos en el plano y el espacio. Estos sistemas de referencia emergen en ciertos escenarios,
donde son percibidos, definidos y puestos en uso con el prop6sito de resolver problemas.

Si bien es cierto, el plano cartesiano se atribuye a René Descartes, existen algunos
usos que se realizaron previos a la época del filésofo que dan cuenta de este sistema de
referencia, lo cual nos proporciona informacién valiosa a considerar para el disefio de
situacion.

Aproximadamente durante el afio 350 a.C., en los estudios del matematico griego
Menecmo, se observa el uso de ejes ortogonales para dar respuestas a ciertos problemas de
ubicacion de curvas y puntos en un sector determinado del plano y el espacio. Al cortar un
cono con un plano perpendicular a la generatriz, Menecmo observa un par de ejes v,
utilizando este sistema de coordenadas, descubre aquellas curvas asociadas a la seccion del
cono, mas adelante conocidas como elipse, parabola e hipérbola, encontrando, por ejemplo,
puntos de interseccidn entre dos parabolas que satisfacen una proporcion (BOYER, 1986)
(Figura 2).

Figura 2 — Plano perpendicular a la generatriz de la conica
Fuente: MUNOZ (2015, p. 5).
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Posteriormente, los estudios planimétricos de Apolonio sobre las secciones conicas
son un avance en el uso de los ejes, pues abandona la construccion tridimensional de aquellas
curvas para realizar el estudio de ellas en el plano. Apolonio considera un sistema de
coordenadas reconociendo dos rectas de referencia principales, al observar dos diametros

conjugados que se cortan en un punto (Figura 3).

Figura 3 — Diametros conjugados
Fuente: BARTOLOME (2015).

En el siglo XVII, la matematica de René Descartes estaba ligada a las tradiciones
anteriores, llevada a cabo por los griegos. EI método cartesiano se funda en las cadenas de
razonamiento que utilizan los gedmetras para sus demostraciones, entre ellas, “ordenar los
conocimientos, empezando siempre por los mas sencillos, elevandose por grados hasta llegar
a los mas compuestos, y suponiendo un orden en aquellos que no lo tenian por naturaleza”
(DESCARTES?, 1637, p. 17). Al enfrentar un problema, éste se descompone, se organiza y se
resuelve. Con esto, Descartes evidencia un método que los matematicos utilizan para llegar a
demostraciones cientificas y verdaderas, de lo simple a lo complejo.

Descartes toma éste razonamiento y se propone estudiar aquellas ciencias en que,
“siendo diferente su objetivo, coinciden [...]. Por este procedimiento pondria a contribucion
el analisis geométrico y el algebra y corregiria los defectos con las ventajas que su uso
reportara” (DESCARTES, 1637, p. 18). Los pensamientos que guiaron a Descartes en la
creacion de sus producciones nos pone de manifiesto el rol del algebra y de la geometria en
ellos. “Descartes propone tomar lo mejor del algebra y la geometria y corregir los defectos de
una con ayuda de la otra” (MORRIS, 1972, p. 408).

En cuanto a la utilizacién del plano y uso de coordenadas, el filésofo y matematico,
considera que “de todas las dimensiones de magnitud continua, la que mas distintamente
concebimos son la longitud y la anchura. No debemos de fijar la atencion en varias a la vez,
sino a comparar dos que difieran entre si” (DESCARTES, 1628, p. 158). Esto adquiere
significado al considerar solo dos dimensiones cuando se ubican puntos, curvas, figuras etc.,
en el plano, utilizando coordenadas rectangulares u oblicuas, siendo estas Ultimas las usadas

por Descartes.

4 Tratado escrito en latin por René Descartes y publicado luego de su muerte, en el afio 1701. Se cree que este
manuscrito es la base de cada una de sus obras. Extraviado el texto original, solamente queda una traduccion
realizada en francés y las traducciones al espafiol que de ella se desprenden.
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Fermat estudia la ecuacion lineal para enfocarse en los lugares planos de Apolonio, y
elige un sistema de referencia arbitrario para representar la ecuacion. A diferencia de la
utilizacion de coordenadas oblicuas, el uso del sistema que realiza Fermat es semejante al uso

actual, utilizando en sus estudios ejes del tipo ortogonal (BOYER, 1986, p. 439).

2.2 Consideraciones

El plano cartesiano fue usado como sistema de referencia para el estudio de curvas,
representaciones graficas de una funcion, construccion de ciertos elementos geométricos,
como puntos, o describir el movimiento de objetos. Los ejes emergieron por la necesidad de
responder a ciertos problemas matematicos de la época o retomar discusiones matematicas
para dar posibles soluciones. Desde Menecmo, se utiliz6 la nocion de distancia para describir
la posicion de cualquier elemento a partir del punto de origen de los ejes.

En relacion a Descartes, rescatamos el rol del algebra, de la geometria; y la necesidad
de que el estudiante conozca elementos basicos para construir ideas complejas. En nuestro
caso, pretendemos introducir de manera diferente el plano cartesiano en nifios de educacion
basica, donde distingan aspectos geométricos que el dME no explicita. De esta manera,
pretendemos resaltar aspectos esenciales que emerjan en los argumentos de los estudiantes vy,
desde esa vereda, tomar aquellas nociones que permitan su resignificacion.

Atendiendo el recorrido histérico, rescatamos tres elementos que consideramos
importantes para el disefio de nuestra situacién. En primer lugar, el analisis de ciertas figuras
y curvas que cambian de posicion en el mismo plano, con el propésito que los estudiantes
puedan percibir un sistema de referencia. La observacién y ubicacion de puntos para que
emerja la necesidad de construir los ejes, en funcidn de la nocion distancia. Finalmente, un
momento donde se presente a los participantes un problema a resolver, con el proposito de
que construyan un plano cartesiano, introduciendo el concepto de origen como aquel punto de
interseccion de los ejes.

Entre los aspectos tedricos para dar cuenta de la resignificacion del plano cartesiano,
ocupamos un marco de referencia reportado en investigaciones de Cordero (2003) y Cordero,
Cen y Suarez (2010).

3 Marco Tedrico
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La teoria Socioepistemoldgica de la Matemética Educativa realiza una critica al dME
(CORDERO et al., 2015), pues este valida la ensefianza de los objetos mateméticos como
conocimientos acabados y establecidos, desatendiendo por completo el significado de la
construccién social de ese conocimiento. Compartimos con Buendia (2006) que no solo los
objetos matematicos, sino también las practicas que los generan, son importantes en la
adquisicién del conocimiento matematico.

Desde la Socioepistemologia

[...] se deja de analizar exclusivamente los conceptos matematicos para empezar a
analizarlos conjuntamente con las practicas que acomparian su produccion, [esto es]
una descentracion del objeto matematico [que] no es su abandono [sino mas bien
influir en] su valor en uso (CANTORAL, 2013, p. 46).

Asi, la Socioepistemologia se centra en la funcionalidad de ese conocimiento
matematico, en el valor en uso que se pone en juego frente a una situacion especifica. Este se
logra ante un conocimiento que se construye y reconstruye en la organizacion del grupo
humano, para ello se requieren de marcos de referencia que promueva una matematica
funcional en que las situaciones especificas den cuenta de su resignificacion y construccion.

Cuando nos referimos a una matematica funcional, hablamos de una en la cual el
estudiante adquiera conocimientos, actitudes y habilidades que sean de utilidad para
comprender el mundo que lo rodea; es decir, un conocimiento incorporado organicamente al
ser humano, que transforma su realidad; en oposicién al conocimiento utilitario, carente de
significados para el estudiante (CORDERO, 2006).

La funcionalidad permite que el conocimiento matematico adquiera significados
dentro y fuera del dmbito escolar, lo que conlleva que el conocimiento matematico sea
valorado por los estudiantes y no quede al nivel de aplicaciéon de formulas que simplemente
olvida y que no es capaz de extrapolar a otras situaciones (MORALES; ROSAS, 2016, p.
250).

Al igual que Cantoral (2013, p. 27), consideramos que

Los conceptos y procesos matematicos que se ponen en funcionamiento en un acto
didéctico pueden no ser propiamente objetos matematicos en el sentido clésico [...],
tipicamente aceptado por la comunidad matematica o en el ambito de la noosfera
educativa que se expresa en el curriculum oficial, en forma explicita o téacita, sino
que se trata de acciones, actividades y practicas que participan de otros ambitos de la
actividad humana y que, sin embargo, no son reconocidas por el dME.

Por medio de la resignificacion, la Socioepistemologia se propone indagar en aquellos
elementos que permiten caracterizar las condiciones necesarias que se deben poner en juego
durante la ensefianza escolar para favorecer la construccion de conocimientos matematicos.

La bdsqueda de las condiciones necesarias estan arraigadas en la naturaleza misma del
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conocimiento que se desea estudiar (CORDERO; SUAREZ, 2008). Debido a ello,
consideramos el carécter historico-epistemologico, pues ello implica indagar en el uso que ha
tenido y la resignificacion se produce a traves de ese uso.

Por su parte, Martinez (2005, p. 200) agrega al respecto que la nocion de
resignificacion es un elemento que devela que el conocimiento tiene “significados propios,
contextos, historia e intencion”; lo que permite enriquecer el significado de los conocimientos
al interior de los grupos humanos. De aquello podemos sefialar que la resignificacion que
realice el grupo de estudiantes de un conocimiento matematico no es Unica o acabada, puede
modificarse, pues depende del uso de ese conocimiento frente a una situacion especifica; cada
grupo humano puede establecer diferentes usos segln la necesidad de ese conocimiento. Al

igual que Morales y Cordero (2014, p. 5) comprenderemos como resignificacién a

[...] la construccién del conocimiento mismo en la organizacién normado por lo
institucional; es decir, es el uso del conocimiento en una situacion especifica donde
se debate entre su funcionamiento y forma acorde con lo que organizan los
participantes. La resignificacién esta articulada con los aspectos funcionales y del
uso del conocimiento en cuestion [...].

En sintesis, resignificar un conocimiento mateméatico como un conocimiento en uso
implica que los participantes de un grupo logren construir ese conocimiento, prediciendo algo
desconocido, consigan colocarlo en funcionamiento otorgandole significados propios. De tal
manera, es necesario encontrar elementos para que la situacion favorezca la resignificacion en
aquel grupo de participantes.

Las investigaciones reportadas por Cordero (2003) y Cordero, Cen y Suarez (2010)
exhiben una Socioepistemologia del Calculo y el Analisis, la que nos provee de marcos de
referencia para atender nuestro propdsito. Estas investigaciones utilizan situaciones de
variacion, de transformacién y de aproximacién para atender temas matematicos desde otra
perspectiva, diferente a la entregada por el dME habitual.

Es por ello, que hemos considerado aspectos de una situacion de variacion y de
transformacion para poner en juego, teniendo presente, ademas, tanto los aspectos historico-
epistemoldgicos, como los antecedentes recopilados que den cuenta de la resignificacion del
plano cartesiano. De esta manera, nuestras situaciones tendran significados, procedimientos y

argumentos que emergen a partir del trabajo realizado por los mismos estudiantes.

4 Aspectos Metodologicos
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La metodologia empleada estd bajo el paradigma cualitativo (HERNANDEZ;
FERNANDEZ; BAPTISTA, 2010), pues indagamos en el proceso de construccién de un
determinado conocimiento matematico, develando en los argumentos e interacciones de los
participantes, aquellos elementos comunes que permiten resignificar el plano cartesiano.

Para la elaboracion del disefio de situacion, consideramos elementos historico-
epistemoldgicos pertinentes con el objeto matematico de estudio, como también elementos
teoricos, dado que la propuesta tiene la intencionalidad de proveer un contexto en que los
participantes generen significados, procedimientos, argumentos y nociones matematicas que
puedan develar la construccion del plano cartesiano.

Para el analisis de los resultados obtenidos consideramos la Ingenieria Didactica
(ARTIGUE, 1995), pues permite confrontar los analisis a priori y a posteriori de la situacion.
Las variables de control seran evidenciadas de acuerdo a la estructura que se presenta en el
disefio, pues cada momento esté intencionado de acuerdo a los elementos recogidos en los

antecedentes, en los aspectos historicos-epistemoldgicos y en el marco tedrico adoptado.

4.1 Contexto y recogida de datos

Considerando una de las preguntas que provoco esta investigacion — Los estudiantes
¢tienen la necesidad de construir y usar un plano cartesiano, sin previa caracterizacion? —,
hemos seleccionado sujetos de investigacién que cursan 5° basico, pues en este nivel se
presenta explicitamente desde las Bases Curriculares (MINEDUC, 2012) y por vez primera, el
contenido plano cartesiano.

La situacion se lleva a cabo en una clase experimental, con un grupo de seis
estudiantes, seleccionados de forma aleatoria. Estos participantes ain no han trabajado con el
plano cartesiano como tal, pues queremos promover un disefio de situacion que permita
construir dicho conocimiento a través del uso que realicen los estudiantes, dejando de lado la
presentacion habitual promovida y replicada por el dME.

Los estudiantes pertenecen a una escuela cuyo programa de estudio se basa en la
propuesta por las Bases Curriculares (MINEDUC, 2012), por tanto, el programa de estudio de
esta institucion escolar tiene como escenario el dME imperante en el sistema educativo actual.
Cabe resaltar que ninguna de las investigadoras conocia al grupo de estudiantes, por tanto,
esta seleccidn no considero las caracteristicas personales de cada uno, solamente que cursaran

el mismo nivel.
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Ot

La recogida de datos se obtuvo a través de la implementacion del disefio de situacion
con las respuestas de los estudiantes; también incluyo6 entrevistas semiestructuradas, es decir,
se planifico el disefio de preguntas abiertas que son claves y que deben estar presentes en la
situacion con el propoésito de provocar la prediccion, la argumentacion, la discusion y la
construccion de conocimiento de acuerdo a la interaccion generada por el grupo de
participantes.

También se pensd en la realizacion de preguntas que surgieran de manera espontanea
en el desarrollo de la situacion, con el proposito de profundizar en las respuestas y
argumentos emitidos por uno o varios de los participantes. Ademas, en cada momento, se
realizaron grabaciones para obtener el registro audiovisual de las argumentaciones de los
estudiantes, las cuales fueron previamente informadas y aceptadas, por los participantes y por

el equipo directivo de la escuela.

4.2 Disefio de Situacion

Se disefiaron dos situaciones, cada una de ellas contiene dos momentos especificos, y
un tercer momento que unifica ambas situaciones. Las situaciones 1 y 2 estan elaboradas
considerando los elementos declarados en los puntos 2 y 2.2. El momento que unifica ambas
situaciones esta pensado para que el estudiante construya y resignifique el plano cartesiano y,
con ello, aportar al redisefio del discurso matematico escolar.

En la situacion 1 participaron tres estudiantes, en la situacion 2 participaron otros tres;
en el tercer momento, los seis integrantes quedaron reunidos para discutir y finalizar la
actividad. La siguiente imagen ejemplifica la estructura del disefio; en ella se menciona lo

esencial de cada momento (Figura 4).

Ubicacién de puntos

Situacion 1 Situacion 2
M1 M1
Reconociendo los ejes Observando efes

M2 M2

Construceion de una figura

a partir de su siméfrica

situacion 1- situacion 2
(M1

Construccion del plano cartesiano

Figura 4 — Estructura del disefio con sus momentos
Fuente: Elaboracion Propia.

A continuacion, se presenta cada situacion con sus respectivos momentos en funcion

del analisis a priori realizado.
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4.2.1 Situacién 1

4.2.1.1 Momento 1: Reconociendo los ejes

Este momento tuvo por objetivo que los estudiantes percibieran los ejes del plano
cartesiano. Se mostr6 a un grupo de tres estudiantes cinco actividades en el software
Geogebra, cuya finalidad y andlisis a priori fue la prediccion, observacién, descripcion,
argumentacion y experimentacion con gréaficas y sus simétricas, las cuales varian a traves del
uso de botones con el fin de provocar el reconocimiento de los ejes.

Los tres estudiantes observaron y manipularon el software en cinco exploraciones; en
cada una de estas se presentaron figuras con sus simétricas respectivas, de modo que los
participantes, al deslizar unos botones, observaran que ambas figuras se movian de forma
horizontal o vertical, en igual direccién pero distinto sentido, como si entre ambas estuviese la

presencia de un espejo.

4.2.1.2 Momento 2: Justifico la ubicacion de puntos

Los estudiantes experimentan con material concreto (lapiz y papel). Se espera que los
participantes representen de manera grafica la presencia de un sistema de referencia.

Luego de explorar con el software, se presentd al grupo ciertas figuras con sus
respectivas simétricas. En una de esas figuras se ubica un punto y se le solicita a los
estudiantes que sefialen donde ubicarian ese punto en la figura simétrica, indicando al menos
tres argumentos de su decision. Los estudiantes discutieron y respondieron a dicha tarea.

Se solicitan al menos tres argumentos, porque uno de ellos puede surgir al doblar el
papel, otro, basarse en la visualizacion; sin embargo, esperamos que un tercer argumento sea
la nocidn de distancia para argumentar la posicion de los puntos con respecto a los ejes.

En este momento, los estudiantes pueden doblar el papel, solicitar regla para situar los
ejes y medir la distancia de los ejes con respecto al punto para ubicar el punto simétrico.

Ademas, una de las exploraciones permite que los participantes tengan la posibilidad
de percibir mas de dos ejes de referencia, pues la imagen cuenta con una figura en donde

podemos observar su reflejo en forma vertical y horizontal.

4.2.2 Situacion 2
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4.2.2.1 Momento 1: Observo ejes

En este momento, los estudiantes manipulan fichas con figuras geométricas. Se
presentd a un grupo de tres estudiantes una serie de fichas con graficas y curvas de colores
que tenian reflexion horizontal, vertical e inclinada; aqui se esperaba que los participantes
describieran cdmo se construye una figura a partir de la otra. Como primera etapa de la
construccién de las coordenadas, el objetivo de la situacion es que surja la necesidad de
argumentar con los ejes que no se encuentran explicitos en las fichas.

Las figuras y las curvas presentes en esta situacion tenian colores, puesto que es un
elemento al cual podiamos recurrir para solicitar a los estudiantes la construccion de una
figura simétrica. A través del color, los participantes pueden identificar la ubicacién de la

figura simétrica que se les solicita en el segundo momento.

4.2.2.2 Momento 2: Construccion de una figura a partir de su simétrica

Luego del primer momento y de percibir la presencia de los ejes, los estudiantes deben
dibujar las simétricas respectivas de figuras y curvas. Aqui se espera que los participantes
argumentasen utilizando el concepto de distancia. En este momento, los estudiantes proceden
a construir la simétrica de una figura utilizando la nocion de distancia con respecto al eje para
justificar la posicion. Los participantes, para trazar un eje, pueden solicitar regla y medir la
distancia de la figura con respecto al eje. Posteriormente, debian replicar la medida de esta

distancia al otro lado del eje para dibujar la figura simétrica.

4.2.3 Situacion 1 — Situacion 2

4.2.3.1 Momento 1: Construccion del plano cartesiano

Se disefid un momento que unificara ambas situaciones, reuniendo al grupo de seis
estudiantes pues, a partir de sus distintas experiencias previas, enriquecerian la discusion.
Quienes trabajaron con Geogebra, grupo 1, pueden predecir y discutir con sus comparfieros en
torno a las caracteristicas de los ejes solicitados, mientras que el grupo 2 puede aportar desde
la manipulacion con instrumentos de medicidn, la construccion que realizaron de las figuras

simétricas y el concepto de distancia para ubicar figuras y puntos en el plano.
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De esta manera, utilizando una figura situada en el centro de un disco hecho de papel,
negro por un lado y blanco por el lado de trabajo, cada uno de los estudiantes que particip6 en
las situaciones previas tuvo que construir dos figuras simétricas, utilizando ejes distintos, es
decir, cada integrante debia construir dos ejes de referencia distintos entre si y, ademas, no
debian disefiar un eje de referencia igual al de otro compafiero. Luego, en grupo,
determinarian cudl es la mejor construccion.

Con esta tarea no promovemos el uso estatico de los ejes y se espera que emerjan
varios ejes, entre ellos los ejes ortogonales que forman el plano cartesiano.

No se utilizéd una hoja rectangular, porque los lados de la hoja podrian ayudar a fijar
los ejes paralelos a los lados. En cuanto a los colores del disco de papel, postulamos que los
estudiantes doblarian el disco para ubicar tanto los ejes como la figura simétrica; si el papel es
negro por uno de los lados, evitara que los estudiantes puedan copiar la figura por medio del

reflejo del papel, contribuyendo a la busqueda de una nueva estrategia.

5 Resultados

El siguiente apartado muestra parte del analisis a posteriori, se presenta un extracto de
los resultados obtenidos e imagenes de las producciones de los participantes que evidencian el
logro del objetivo propuesto en esta investigacion. Se exponen ejemplos de cada momento,
cada uno de ellos da cuenta del proceso de resignificacion del plano cartesiano, en que
podemos identificar que los estudiantes percibieron y construyeron los ejes, utilizaron la
nocion de distancia con respecto a los ejes para argumentar la posicion de un punto o figura
en el plano, lograron establecer coordenadas rectangulares, y argumentaron la posicién del
punto de interseccion de los ejes ortogonales como el punto de origen o de partida del sistema
de referencia. Todo esto fue capturado con sus significados, procedimientos y argumentos en

cada tarea planteada.

5.1 Observacion de los ejes

En el momento 1 de ambas situaciones los estudiantes percibieron la presencia de ejes,
sefialando la existencia de un espejo; mencionaron la presencia de figuras iguales. Los

participantes demarcaron los ejes y argumentaron la presencia de aquellos (Figura 5).
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Profesor: ¢Qué observan?

Estudiante 1: Es como un espejo

Profesor: ¢ Donde ubicarian este espejo?
Estudiante 2: (muestra segln se ve en imagen
1)

Figura 5 — Situacion 1 — Momento 1 — Exploracion 2
Fuente: ARAVENA (2015).

En la Figura 6 tenemos la Situacion 2 — Momento 1:

Profesor: A partir de la figura roja ¢ Como
construirias la figura morada?

Estudiante 4: Son como espejos.
¢Construyo un espejo?

Profesor: ¢ Donde construirias ese espejo

(linea central trazada por el grupo)

Figura 6 — Situacién 2 — Momento 1
Fuente: ARAVENA (2015).

En ambos momentos de estas situaciones los participantes argumentan la existencia de
los ejes, sefialando que son como espejos. Los estudiantes discuten y sefialan la existencia del
reflejo de una figura con respecto a la otra. Sin embargo, en la exploracion 5 de la situacion 1,
los participantes logran observar que estos reflejos se pueden traslapar (Figura 7).

Profesor: ¢ Dénde ubicarian el espejo?
Estudiante 2, muestra el consenso del grupo.

Figura 7 — Situaciéon 1 — Momento 1 — Exploracion 5
Fuente: ARAVENA (2015).

Por otro lado, al deslizar los botones del software encuentran una imagen donde

argumentan que es posible poner el espejo de forma horizontal y vertical (Figura 8).

Figura 8 — Situacion 1 — Momento 1 — Exploracion 5
Fuente: ARAVENA (2015).

5.2 Construccion de los ejes y uso de distancia para ubicar puntos y figuras
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En el momento 2 de cada una de las situaciones, los participantes recurrieron a la
construccion de los ejes, y solicitaron regla para medir las distancias. Los estudiantes ubicaron
el eje y midieron con regla la distancia de los puntos al eje para justificar la construccién de

otros puntos y/o figuras (Figura 9).

Estudiante 1: La distancia de aca
arriba [mostrado con sus dedos]
hasta la linea debe ser igual que la
distancia de aca abajo hasta la linea
[utilizando nuevamente sus dedos] —
una linea: eje trazado por el grupo.

Figura 9 — Situacion 1 — Momento 2 — Exploracion 6
Fuente: ARAVENA (2015).

Con la exploracion 7, los estudiantes que participaron de la situacion 1 construyeron
ejes ortogonales y justificaron la ubicacion de los puntos segun la distancia existente con

respecto a los ejes (Figura 10).
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Figura 10 — Situacion 1 — Momento 1 — Exploracion 7
Fuente: ARAVENA (2015).

Los participantes no solo construyeron ejes ortogonales, pues con una de las
exploraciones construyeron distintos ejes, argumentando nuevamente con la distancia la

ubicacion de los puntos con respecto a los ejes (Figura 11).

Figura 11 ~ Situacién 1 — Momento 1 — Exploracion 8
Fuente: ARAVENA (2015).

En cuanto al momento 2 de la situacion 2, los participantes construyen una figura a
partir de otra. Si bien es cierto, se presenta un segmento que deben utilizar como eje, los
participantes doblan la hoja para prolongar este segmento y con la regla miden la distancia de
la figura original con respecto al eje, para luego replicar esta distancia al lado opuesto y

dibujar la figura simétrica correspondiente (Figura 12). Ademas, marcan los vértices de la
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figura original como puntos de referencia para ubicar sus simétricos, luego con aquellos

puntos simétricos dibujan la nueva figura.

\ .
Figura 12 — Situacion 2 — Momento 2 — Exploracién 7
Fuente: ARAVENA (2015).

5.3 Construccién del plano cartesiano

Se relinen ambos grupos de trabajo y se entrega la siguiente instruccion:

Profesor: cada uno de ustedes debe construir dos espejos [asi llamaron a los ejes en los
momentos previos]; sin embargo, se deben poner de acuerdo, pues estos espejos no se pueden
repetir. Dibujan el espejo y la figura correspondiente a ese espejo.

Los estudiantes discutieron y se apoyaron para construir todos los espejos. En las
producciones de los participantes se apreciaron distintos tipos de ejes; los estudiantes que
participaron de la situacion 1 mostraron a sus compafieros la construccion de una figura sobre
otra, cuando el eje se encuentra sobre la figura inicial, y los participantes de la situacion 2
enfatizaban constantemente sobre la nocion de distancia con respecto a los ejes para dibujar
correctamente la figura (Figura 13).

»

Figura 13 — Situacion 1 — Situacion 2 — Momento 1
Fuente: ARAVENA (2015).

Luego de construir distintos ejes, uno de los participantes dijo al grupo que sus espejos
formarian una cruz. Otro de los estudiantes ayuda en esa construccion. Esta produccion fue

catalogada por los mismos comparieros(as) como una de las mejores (Figura 14):

Figura 14 — Situacion 1 — Situacién 2 — Momento 3
Fuente: ARAVENA (2015).
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Si bien es cierto (que) el grupo sefialé que las distancias no estaban del todo bien,
procedieron a remarcar ciertos puntos, utilizando coordenadas rectangulares para indicar
cuéles eran los simétricos, y sefialaron que la distancia de estos puntos con respecto a los dos
ejes debian ser las mismas. Finalmente, el profesor pregunta: Si tuviesen que marcar o
construir un punto en este plano ¢Donde lo harian y por qué?

El grupo de inmediato sefialé el punto donde se intersectan los dos ejes (Figura 15), al

preguntar el por qué, el dialogo sostenido por el grupo fue el siguiente:

Estudiante 1: Punto donde se parten los espejos
Estudiante 2: Donde empiezan

Estudiante 4: Donde empiezan todos

Estudiante 6: Es como un punto de origen.
Estudiante 2: Un punto de origen donde parte todo,
los espejos, las figuras.

Estudiante 3: Las distancias [continuando la idea
del estudiante 2].

Figura 15 — Situacién 1 — Situacién 2 — Momento 3
Fuente: ARAVENA (2015).

6 Conclusiones

Al confrontar el analisis a priori y a posteriori, observamos que el uso del software
facilité que los estudiantes percibieran la presencia de los ejes en las gréficas; solicitar tres
argumentos cuando trabajaron con lapiz y papel favorecié que emergiera la nocion de
distancia con respecto a los ejes. EI momento que unifica ambas situaciones contribuyé a la
construccién de distintos ejes y develd aquellos elementos basicos a utilizar en la
resignificacion del plano cartesiano.

Con la situacion propuesta, los estudiantes lograron construir un plano cartesiano sin
previa caracterizacion; mas bien las restricciones y el como se debia realizar emergié de los
diferentes momentos basados en la discusion propia del trabajo llevado a cabo por el grupo.
Para referirse a un sistema de referencia, los estudiantes recurren a la nocién de distancia con
respecto a un eje (el referente) y utilizan coordenadas rectangulares para dicho efecto, pues
estas permiten posicionar, a través del largo y del ancho, un punto sobre el plano.

En cuanto a los elementos histérico-epistemologicos comunes a los utilizados por los
estudiantes, apreciamos que son capaces de percibir la presencia de los ejes, establecen una

relacién entre la distancia y la ubicacion de un punto o una figura en el plano con respecto a
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los ejes; al igual que Descartes, utilizan coordenadas donde visualizan dos dimensiones,
observando un largo y un ancho para situar algo sobre el plano.

Si bien, emergen distintos tipos de ejes, los estudiantes mencionan que la construccion
ortogonal es la mejor pues, de acuerdo a los argumentos de los participantes, la visualizacion
de las distancias de una figura o de puntos con respecto al eje, es facilmente observable si se
trabaja con coordenadas rectangulares. Finalmente, emerge el concepto de punto de origen,
como el punto mas importante del plano, puesto que es el punto desde donde parte todo.

Con este disefio, evidenciamos que los estudiantes de quinto grado construyen ejes de
referencia y utilizan coordenadas rectangulares para ubicar y posicionar puntos, figuras
geométricas y curvas en el plano. La diferencia de esta situacion con el actual dME fue que la
construccién de conocimiento se produce al interior del grupo de estudiantes, donde recurren
a la nocion de distancia, eje de simetria y punto de origen para argumentar parte de sus
acciones. Con esto, damos cuenta que existe la posibilidad de provocar en los estudiantes la
construccion de un conocimiento, a través de otro tipo de situaciones, distintas a las
establecidas por el actual dME.

Desde la postura tedrica adoptada, y considerando elementos histérico-
epistemoldgicos, este disefio podria ser un prélogo para la resignificacion del plano cartesiano
como sistema de referencia en diversos contextos. Una de las proyecciones a corto plazo que
se visualizan de este trabajo es observar el significado que tiene para los estudiantes las
coordenadas en el plano cartesiano y el por qué el uso de coordenadas rectangulares es
considerada una mejor opcion frente a otros tipos de coordenadas, ya sea oblicua o de otras

caracteristicas.
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