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Resumo

Este artigo enquadra-se numa experiéncia de formacao com futuras professoras e educadoras do 2° ano de uma
Licenciatura em Educacdo Bésica, desenvolvida em Portugal, em que estas produziram justificacbes de
generalizagfes num contexto de ensino exploratdrio. O estudo tem como objetivo compreender a forma como
justificam generaliza¢des sobre familias de figuras geométricas. Os dados foram recolhidos por registros de
dudio e video e das producles escritas das formandas, focando-se nos argumentos usados para justificar
generalizacdes sobre familias de figuras. Na analise, mereceu especial atencdo o tipo de argumentos, 0 seu grau
de generalidade, as dificuldades manifestadas e 0s aspectos que promoveram a aprendizagem deste processo. Os
resultados mostram que as formandas revelam algumas dificuldades em construir justificacdes, em parte pela
incompreensdo da natureza da justificacdo. Inicialmente manifestam dificuldades com o objeto de estudo (uma
familia de figuras em vez de uma figura Unica), e dificuldades na explicitacdo completa de argumentos e o seu
discurso assenta, sobretudo, em casos particulares. A associacdo da justificacdo ao investigar o porqué da
generalizagdo, bem como a natureza e o desenho cuidadoso da tarefa e a interacdo na sala de aula podem
potenciar a melhoria das justificacGes.

Palavras-chave: Geometria. Raciocinio. Justificagdo. Generaliza¢do. Formagcdo Inicial.

Abstract

This article is part of a teacher education experience implemented in Portugal with future teachers and educators
of the 2" year of a basic education degree, in which they have produced evidence of justifications of
generalizations in a context of exploratory teaching. The study aims to understand how they justify
generalizations about families of geometric figures. Data were collected by audio and video records and from the
participants’ written productions, focusing on arguments used to justify generalizations about families of figures.
In the analysis, special attention was given to the kind of arguments, its generality degree, the difficulties
expressed and the aspects that have promoted the learning of this process. The results show that the participants
had some difficulties in building justifications, in part by the lack of understanding about the justification nature.
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Initially, they expressed difficulties with the study object (a family of figures instead of a unique figure) and
difficulties in fully providing arguments and their discourse was mainly based on specific cases. The association
of justification to investigate the generalization, as well as the nature and the careful task design and classroom
interaction may promote the improvement of justifications.

Keywords: Geometry. Reasoning. Justification. Generalization. Preservcice Teachers Education.

1 Introducéo

Nas ultimas duas décadas tem havido um interesse crescente no raciocinio matematico
que pode ser observado em documentos de orientacdo curricular como os Principios e normas
da matematica escolar (NCTM, 2007), no qual se elege o raciocinio como uma das normas de
processo centrais na experiéncia matematica desde a educacdo pré-escolar. Em Portugal,
também o raciocinio mateméatico mereceu um especial destaque no Programa de Matematica
do Ensino Basico (PONTE et al., 2007, p. 8), como uma capacidade transversal que “envolve
a construcdo de cadeias argumentativas que comecam pela simples justificacdo de passos e
operacdes na resolucdo de uma tarefa e evoluem progressivamente para argumentacées mais
complexas”, devendo merecer uma grande atencdo em todos os ciclos de ensino.

Também a investigagdo em Educagdo Matematica tem acompanhado o interesse sobre
0 raciocinio, especialmente no que diz respeito a argumentacdo e demonstracdo (HANNA,
2000; STYLIANIDES, 2007). Do ponto de vista dos temas matematicos e niveis de
escolaridade, como referem Stylianides, Bieda e Morselli (2016), a geometria continua a ser o
campo mais proficuo para a investigacdo, particularmente no ensino secundario. Entre as
linhas de investigagdo identificadas na Gltima década, surgiram estudos centrados na sala de
aula e que procuram encontrar formas de apoiar 0s alunos na argumentagdo e demonstracao.
Estes autores consideram que esta area se beneficiaria com investigacdo que desenhasse
ferramentas préticas, para utilizacdo em sala de aula, baseadas em ideias tedricas. Ja na area
da formacdo de professores, consideram que o foco da investigacdo mantém a incidéncia na

natureza do conhecimento sobre argumentacao e prova sugerindo que

€ necessario mais investigacdo sobre o desenvolvimento do conhecimento
matematico dos professores sobre argumentacdo e demonstragdo, com o desenho de
intervengdes que tenham explicitamente em conta a ideia de que um ensino eficaz de
matematica requer que os professores tenham ndo apenas um bom conhecimento de
matematica, mas sejam também capazes de usar flexivelmente esse conhecimento
para apoiar a aprendizagem dos seus alunos (STYLIANIDES; BIEDA; MORSELLI,
2016, p. 342).

O trabalho aqui apresentado surge justamente da necessidade sentida pela primeira
autora, enquanto professora, em apoiar os futuros professores no seu raciocinio matematico,

particularmente no que diz respeito ao processo de justificacdo em geometria. O seu objetivo
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é compreender a forma como justificam generalizaces sobre familias de figuras geométricas,
analisando as seguintes questdes: Que tipo de argumentos usam os futuros professores para
justificar generalizacdes sobre familias de figuras geométricas? Que dificuldades manifestam?

Que atividades promovem o saber justificar e compreender a natureza da justificacido?

2 Raciocinio matematico e justificacdo

Ponte, Mata-Pereira e Henriques (2012) indicam que dois processos de raciocinio
centrais séo a generalizagdo, no qual sobressaem o0s aspectos indutivos, e a justificagdo, no
qual sobressaem os dedutivos. Numa perspectiva semelhante, Lannin, Ellis e Elliot (2011)
afirmam que o raciocinio matematico € um processo evolutivo que inclui conjecturar,
generalizar, investigar porqué, justificar e refutar. No que se refere a generalizacdo, existem
dois tipos de atividades: identificar pontos comuns em casos diferentes e estender uma
afirmacdo além do dominio em que foi originada. Investigar porqué envolve a identificacdo
de relacdes que permitem perceber por que uma afirmacdo € verdadeira ou falsa. Os autores
entendem uma justificacdo valida como uma sequéncia ldgica de afirmacgdes, cada uma
apoiando-se em conhecimento ja estabelecido, de forma a chegar a uma conclusdo. Este tipo
de justificagdo deve conter linguagem geral que demonstre que se aplica a mais do que um
caso particular, sem prejuizo de se poderem usar exemplos, mas que devem constituir
exemplos genéricos. Esta definicdo de justificacdo inclui a reducdo ao absurdo, em que uma
afirmacdo fica validada pelo fato de a sua negacdo ser falsa, que é muitas vezes a Unica razdo
que permite estabelecer que a afirmacdo é verdadeira. Contudo, em termos gerais, 0s autores
consideram que, no ambito do ensino, investigar porqué esta intrinsecamente associado ao
processo de justificar, na medida que “os alunos constroem justifica¢des para se convencerem
a si proprios e aos outros porque ¢ que uma afirmacgao particular é verdadeira” (p. 35).

Esta visdo da justificacdo inclui os papéis de validacdo e de compreensao de resultados
e uma dimensdo comunicativa que busca a legitimidade da atividade matematica—aspectos
que associamos a demonstracdo. Na verdade, os conceitos de justificacdo e demonstracdo sdo
muito préximos, o que deriva de a demonstragdo assumir varios significados, quer no ambito
da investigacdo em Educacdo Matematica (STYLIANIDES; BIEDA; MORSELLI, 2016),
quer em Matematica, ja que existem opinides diversas sobre o seu papel e 0 que a torna
aceitdvel (HANNA, 2000; HAREL; SOWDER, 2007).

Tradicionalmente, o termo demonstracdo aparece associado a um elevado grau de

formalismo e de complexidade proprios do ensino secundario ou superior, uma perspectiva
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contrariada por alguns autores que propéem um significado mais abrangente, embora nem
sempre claro, para o termo demonstragéo. Por exemplo, Harel e Sowder (2007) assumem o
carater subjetivo (italico dos autores) da sua perspectiva, segundo a qual uma demonstragéo €
aquilo que estabelece a verdade para uma pessoa ou uma comunidade, podendo permear todo
o curriculo de Matemética, comecando pelo jardim de infancia. Tendo em vista conceituar a
demonstracdo, tendo também em conta os primeiros anos de escolaridade, Stylianides (2007)
propde uma definicdo fundada na literatura sobre filosofia da Matematica e Educacdo

Matematica:

Uma demonstracdo ¢ um argumento matematico, uma sequéncia de afirmacdes
interligadas, a favor ou contra uma afirmacdo matemética, com as seguintes
caracteristicas: 1. Usa afirmacgdes aceites na comunidade da sala de aula (um
conjunto de afirmagdes aceites) que sdo verdadeiras e disponiveis sem justificacdo
adicional; 2. Emprega formas de raciocinio (modos de argumentacdo) que s&o
validas e conhecidas, ou ao alcance conceptual, da comunidade de sala de aula; e 3.
E comunicada usando formas de expressdo (modos de representacio de argumentos)
que sdo apropriadas e conhecidas, ou ao alcance conceptual, da comunidade de sala
de aula (p. 291).

Neste estudo utilizamos o termo “justificagdo” com o significado aqui atribuido por
Stylianides a “demonstracdo™?, de maneira a incluir formas de argumentacdo com diferentes

graus de formalidade e referentes a varios niveis de escolaridade.

3 Formacao de professores e o processo de justificar

Lo e McCrory (2009) defendem que os futuros professores dos primeiros anos devem
aprender a justificar e sobre justificacdo a trés niveis: a) enquanto ferramenta para mostrar ou
verificar a verdade de uma afirmacéo; b) enquanto objeto matematico que se regula por regras
e padrdes, tais como tornar os passos explicitos, basear-se em premissas e assumir
carateristicas ajustadas a respetiva comunidade; e ¢) enquanto fator de desenvolvimento dos
alunos, dependente do seu nivel de ensino, do conhecimento matematico que podem
mobilizar, do tipo de argumentos que sdo capazes de formular e das representagdes que
podem usar. Estes trés niveis correspondem ao que as autoras indicam como saber justificar,
compreender a natureza da justificacdo e adaptar a justificacdo ao nivel de desenvolvimento
dos alunos, sendo os dois primeiros associados ao conhecimento matematico e o terceiro ao
didatico. Para isso, as autoras sugerem que, na sua formacdo, os futuros professores se

envolvam na producdo de justificagdes, sendo estas discutidas focando varios aspectos, tais

1 Em lingua portuguesa, o termo “demonstragdo” esta associado a uma concepgao mais formal, pelo que optamos
pelo termo “‘justificagdo” que se aproxima mais do conceito de Stylianides (2007).
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como o0s modos de raciocinio e representacdo utilizados, bem como erros tipicos dos alunos.
Stylianides e Stylianides (2009) se referem a existéncia de varios estudos que mostram
que os futuros professores que lecionam para 0s primeiros anos tém predominantemente
ideias erradas sobre a justificacdo, particularmente sobre o papel dos argumentos empiricos,
em alguns casos, mesmo depois de terem tido formacéo sobre justificacdo. Também Lin et al.
(2012b) afirmam que para muitos professores deste nivel a sua convic¢do num resultado
assenta mais na autoridade de entidades externas (como manuais ou colegas que reconhecem
como mais competentes) do que no seu raciocinio, o que revela fraca autoconfianca na sua
capacidade. Os autores concluem que sdo em numero reduzido os estudos que procuram
desenvolver o conhecimento dos professores e futuros professores nesta area, e resumem
assim as suas orientacdes: resolver tarefas de justificacdo individualmente ou em pequenos
grupos; realizar discussdes coletivas; partilhar e criticar as justificacdes uns dos outros;

promover desafios cognitivos e o estabelecimento de convicgdo nos resultados.

4 Justificar generalizacGes em geometria: construindo um modelo de analise

Para a andlise dos dados, construimos um modelo sobre a justificacdo de
generalizagbes em geometria procurando articular as ideias sobre o processo de justificar
anteriormente revistas e o tépico matematico envolvido. Por um lado, o0 modelo deve captar
em que medida a justificacdo apresentada pelos formandos cumpre o seu papel na sala de aula
— convencer-se a si proprio e aos outros porque é verdadeira uma certa afirmacdo. Por outro
lado, deve atender a sua validade, verificando se corresponde a um argumento ou conjunto de
argumentos l6gicos baseados em ideias previamente compreendidas e se a linguagem e o
raciocinio apoiam a relacdo geral, mostrando que se aplica a todos 0s casos do dominio.

Atentando que o estudo incide sobre a justificacdo de generalizacdes para familias de
objetos geométricos, o quadro de analise atende a especificidade destes objetos e a natureza
da atividade proposta, que se insere no ambito do raciocinio geometrico. Nesse sentido,
convocamos as ideias de Battista (2009) que afirma que operar mentalmente com objetos
geométricos (por exemplo, compara-los, decomp6-los e analisa-los) requer que estes tenham
sido abstraidos a um nivel suficientemente profundo. Para isso, ha duas formas fundamentais

de abstracdo em geometria — a estruturacéo espacial e a construcdo de modelos mentais:

A estruturagdo espacial é o ato mental de organizar um objeto ou um conjunto de
objetos através da identificagdo das suas componentes e do estabelecimento de
relacbes entre elas. Os modelos mentais sdo versdes ndo verbais, versdes mentais
das situacGes que captam a estrutura das situacBes que representam (p. 94-95).
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Para o autor, o raciocinio envolve a ativacdo destes modelos mentais para que seja
possivel imaginar diferentes cenarios e solucdes para 0s problemas.

Desta forma, consideramos que a construcdo de justificagdes em geometria que
permitam compreender a razdo pela qual uma generalizagdo € verdadeira € um processo que
implica necessariamente a estruturacdo espacial dos objetos. Mais ainda, uma vez que uma
justificacdo implica a explicitacdo de argumentos, é necessario ir além da dimensdo mental a
que se refere a estruturacdo espacial, entrando assim na estruturagdo geomeétrica que
“descreve a estruturagdo espacial através de conceitos formais” (BATTISTA, 2007, p. 861).
Isto significa que, ao estruturar geometricamente um objeto ou situacdo espacial, um
individuo usa conceitos, tais como congruéncia, paralelismo, angulo ou transformacéo
geométrica para conceituar e operar sobre a situacdo. A estruturacdo geométrica assenta na
estruturacdo espacial, pois sem se apoiarem em modelos mentais que captem a estrutura da
situacdo, a estruturacdo geométrica nao tem significado para o individuo.

Assim, o0 modelo de andlise das justificacdes sobre generalizacdes (Quadro 1) foca-se,
em primeiro lugar, na natureza dos argumentos produzidos no que diz respeito a incidéncia na
estruturacdo geométrica (EG) dos objetos. Interessa-nos compreender em que medida 0s
futuros professores investigam a razdo pela qual as generalizagfes sdao validas recorrendo a
forma como os objetos estdo estruturados, ou seja, de que forma se compdem e como se
relacionam as suas componentes. Em segundo lugar, procuramos compreender se 0 raciocinio
apoia a relacdo geral mostrando que se aplica em todos os casos desse dominio (LANNIN;
ELLIS; ELLIOTT, 2011), pelo que estabelecemos indicadores que, por um lado, evidenciam a
natureza dos argumentos usados e, por outro, identificam o grau de generalizagcdo da
justificacdo. Adotamos a acepgdo de “exemplo genérico” de Balacheff (1988, p. 219) que
“envolve tornar explicitas as razGes da validade de uma afirmacdo através de operacbes ou
transformacfes de um objeto que ndo é apresentado pelo seu valor préprio, mas como um
representante caracteristico da sua classe” sendo que “esta descricdo envolve as propriedades

e estruturas caracteristicas da classe” (p. 219).

Descrigdo
Nivel | Natureza do Propriedades/procediment .
Grau de generalizacdo
argumento 0s
Usa uma linguagem genérica sobre a
Com base na correta familia de figuras
Eg3 | estruturacao . Explicita propriedades Incide sobre um exemplo genérico
geométrica da familia relevantes e estabelecidas - .
. Incide sobre uma ou mais figuras da
de figuras o .
familia sem generalizar
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Usa uma linguagem genérica sobre a
Com base numa - . familia de figuras
x Explicita propriedades
estruturacdo : . .
EG2 R relevantes e estabelecidas, Incide sobre um exemplo genérico
geométrica incompleta .
o . mas omite outras - —
da familia de figuras Incide sobre uma ou mais figuras da
familia sem generalizar
Usa uma linguagem genérica sobre a
Com base numa . . il i
cetrutUracio Explicita propriedades familia de figuras
EG1 uracao irrelevantes, inexistentes ou | Incide sobre um exemplo genérico
geométrica incorreta da N0 estabelecidas
familia de figuras Incide sobre uma ou mais figuras da
familia sem generalizar
Explicita relagBes numéricas . -
. Incide sobre uma ou mais figuras da
sem relacionar com a o
« . familia
. estruturacdo das figuras
Sem recurso a - —
x o Incide sobre uma ou mais figuras da
estruturacdo Testa a generalizacdo o
EGO . o familia
geométrica da familia
de figuras Recorre a uma fonte externa
de validacéo (por exemplo, o x .
Né&o se aplica
GeoGebra, um colega ou um
manual)

Quadro 1 — Quadro de analise dos niveis das justificaces de generalizagdes
Fonte: Elaborado pelos autores (2018).

5 Metodologia de investigacéo

Este estudo tem um propdsito interventivo, visando modificar as préticas da formagéo
inicial de professores e educadores, de forma a melhorar as suas aprendizagens e contribuir
para o conhecimento sobre a sua formacéo, partindo da compreensdo que construimos sobre a
forma como os futuros professores desenvolvem o seu raciocinio geométrico. A investigacdo
foca-se na aprendizagem em contexto, a partir da concepc¢do de estratégias e ferramentas de
ensino, pelo que optamos pela metodologia de investigacdo baseada em design, na
modalidade de experiéncia de formacdo (COBB et al., 2003; PONTE et al., 2016) em que a
professora (a primeira autora do artigo) tem também o papel de investigadora. Esta
modalidade de investigacao é referida por Stylianides, Bieda e Morselli (2016, p. 344) como
sendo uma “abordagem promissora na resposta as necessidades de desenvolvimento de
formas eficazes para abordar as dificuldades de alunos e professores relativamente a
argumentacao e demonstracao”.

Os dados que apresentamos foram recolhidos durante o segundo ciclo do estudo, no
ano letivo de 2014/15, envolvendo uma turma de 25 formandas que frequentavam a disciplina

de Geometria (2° ano da Licenciatura em Educacdo Basica?). No primeiro ciclo do estudo,

2 Em Portugal, os futuros educadores de infancia (dos 0 aos 5/6) anos e professores do 1.° ao 6.° ano (dos 6 aos
12 anos) comegam por tirar uma licenciatura de trés anos e depois um mestrado especifico das areas e dos anos
em que vdo ensinar. A disciplina tem uma duragdo de 15 semanas, implicando cerca de 67 horas em aula.
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realizado no ano anterior com outros formandos, verificamos que a justificacdo do raciocinio
era um processo em que revelavam ideias erradas, tais como usar dados com base na
percepcdo das figuras. Contudo, verificamos que as dificuldades eram particularmente
sentidas quando se tratava de justificar uma generalizacdo, o que nos levou a dedicar maior
atencdo a este aspecto.

Neste artigo, os dados dizem respeito a duas tarefas: a primeira, incidente em figuras
do plano, foi realizada em grupos de 4 ou 5 elementos, tendo cada participante feito um
registo individual que, em muitos casos, refletiu simultaneamente a discussdo do grupo e
particularidades do raciocinio da sua autora; a segunda, incidente em figuras do espaco,
integrou o teste de avaliag&o final e individual.

A primeira tarefa, aplicada na quarta semana, diz respeito a soma de angulos internos
de um poligono. Anteriormente, as formandas construiram varios poligonos no GeoGebra e
obtiveram os valores das somas das amplitudes dos angulos internos (180°, 360°, 540°...) a
partir dos quais formularam uma generalizacdo (obtendo vérias expressdes equivalentes e
corretas). A tarefa que aqui apresentamos (Figura 1) tem como objetivo formular justificacdes
para a generalizacdo encontrada, j& sem recurso ao software, correspondendo assim a uma
tarefa de transicao entre conjectura e justificacdo, de acordo com a classificagdo de Lin et al.
(2012a), pois convida os alunos a justificarem conjecturas que os proprios estabeleceram.

Na tarefa “Relagoes entre dngulos” encontraste uma generalizagdo para a soma dos angulos
internos de um poligono qualquer de n lados. Vamos procurar justifica-la. Para isso, observa
as trés figuras seguintes. Todas elas partem do mesmo hexagono, no qual se iniciou uma
estratégia possivel para chegar a justificagdo procurada. Usa uma das figuras e completa a
justificacdo recorrendo ainda a outras relagdes que ja tenhas estabelecido.

Figura 1 — Tarefa para justificacdo da soma de angulos internos de um poligono
Fonte: Elaborado pelos autores (2015).

Anteriormente, a justificacdo de afirmaces ja era solicitada, mas em situacGes em que
eram fornecidos alguns valores numéricos (por exemplo, amplitudes de angulos) e pedidos
outros valores com base em propriedades estudadas. Na primeira tarefa sem valores

especificos, realizada numa aula anterior, incidente na congruéncia entre angulos
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verticalmente opostos®, registraram-se muitas dificuldades. Desta forma, a tarefa de
justificacdo da generalizacdo sobre a soma dos angulos internos de um poligono de n lados foi
a primeira que envolveu uma familia de figuras, uma vez que o0s hexagonos apresentados sao
tanto representantes de uma infinidade de hexagonos como representantes de um qualquer
poligono de n lados.

No que diz respeito a tarefa sobre a familia de solidos (Figura 2), inserida no teste
final, pedia a generalizacdo e justificacdo de relacGes entre alguns elementos (faces e
vertices), o que as formandas ja haviam realizado anteriormente para outras familias, como
prismas, piramides, antiprismas e alguns poliedros regulares e arquimedianos. Corresponde
igualmente a uma tarefa de transicao entre conjectura e justificacéo (LIN et al., 2012a).

No tempo que decorreu entre as duas tarefas aqui discutidas, a turma resolveu varias
tarefas de justificacdo, mas, sobretudo, de transicdo entre conjectura e justificacdo que
procuraram seguir os principios de design referidos por Lin et al. (2012a). Entre esses
principios, destacamos o principio relativo as normas de sala de aula que valorizam a partilha
e discussdo de ideias e que permitem encarar com naturalidade a apresentacdo de conjecturas,
a sua aceitacdo ou rejeicdo. No que se refere estritamente as tarefas de justificacdo, foi dada
especial atencdo ao principio sobre a classificagdo de afirmacGes matemaéticas, incluindo o
papel dos contraexemplos e a inadequacgéo dos exemplos para validar uma generalizacéo.

De uma maneira geral, o trabalho desenvolvido centrou-se nas dimensdes saber
justificar e compreender a natureza da justificacdo (LO; MCCRORY, 2009) e seguiu todas as
orientacdes propostas por Lin et al. (2012b) anteriormente referidas. Além disso, o processo
de justificar ndo foi ensinado como tdpico independente, mas sim como processo de
raciocinio abrangente e transversal e como uma forma de explicar ou compreender
(STYLIANIDES; STYLIANIDES, 2009).

Na imagem estdo representados trés solidos pertencentes a uma familia de sélidos. Cada um
destes sélidos é constituido por um prisma e duas piramides assentes em cada uma das bases do
prisma. Se o prisma for triangular, as piramides também serdo triangulares e assim
sucessivamente para todos os sélidos.

"
06

3 A expressdo “verticalmente opostos” significa, no Brasil, “4ngulos opostos pelo vértice”.
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A. Encontra uma expressdo para o numero de faces do sélido, considerando que n é o nimero
de vértices da base do prisma. Justifica a expressao encontrada.
B. Encontra uma expressao para o numero de vértices do solido, considerando que n é o
numero de veértices da base do prisma. Justifica a expressao encontrada.
Figura 2 — Tarefa para generalizacao e justificacdo do nimero de faces/vértices de uma familia de poliedros
Fonte: Elaborado pelos autores (2015).

A recolha de dados foi feita a partir dos registros de audio e video das aulas (para a
primeira tarefa) e foi ainda realizada a anélise documental das producdes escritas. A analise de
dados é feita a partir do modelo de anélise apresentado no quadro 1.

6 Resultados

6.1 Justificacdo da generalizacdo para a soma das amplitudes dos angulos internos de

um poligono

Nesta tarefa, as formandas trabalharam em grupos, mas cada uma fez o seu registro
que, na maioria das vezes, correspondeu a resolucao que foi discutida no grupo.

A fase inicial de trabalho nao foi facil, pois, tal como na justificacdo da congruéncia de
angulos verticalmente opostos, nas figuras ndo constam quaisquer valores e algumas
formandas pensaram que para chegarem a soma dos angulos internos do poligono precisariam
do valor de cada angulo. Uma das formandas chegou a perguntar se ndo poderiam usar a
medida 90° para um angulo interno que parecia mesmo ser reto. A professora frisou entdo que
deveriam prosseguir as estratégias iniciadas e que, para saber a soma, ndo precisamos de
conhecer cada parcela. Progressivamente, os grupos foram avancando na atividade pretendida.

De seguida, apresentamos resolucbes que ilustram o trabalho desenvolvido pelos
grupos.

O primeiro hexagono esta dividido em 4 triangulos. Todos os vértices de cada tridngulo
cobrem todos os angulos internos do poligono. Se soubermos que a soma dos angulos internos
de um triangulo é igual a 180°, basta multiplicarmos 180 por 4 (4 triangulos) e conseguimos
obter a amplitude de todo o poligono. A expressdo que generaliza é (n-2)x180.

Se um poligono tiver 10 lados, é possivel desenhar 8 tridngulos; se tiver 6 lados, desenhamos
4 tridngulos. Se tiver n lados, desenhamos n-2 triangulos.

(Audio da resolucdo de Célia da tarefa sobre a soma dos angulos internos de um poligono,
16/03/2015).

A resposta de Célia parte da estratégia sugerida pela primeira figura. Baseia-se na
correta estruturacdo geométrica da familia de figuras, pois identifica duas propriedades
relevantes e ja estabelecidas — a soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo e a

possibilidade de decompor o poligono em n-2 triangulos cujos angulos compdem os angulos
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do poligono original. Célia usa o hexagono e ainda o decagono com a clara intengdo de os
tratar como exemplos genéricos, pois explicita propriedades que todos os elementos da classe
possuem. Desta forma, podemos considerar que a sua justificacao corresponde ao nivel EG3.
Todos os grupos usaram a primeira figura para justificar a generalizacdo, mas a
maioria resolveu seguir também as outras estratégias. A resposta seguinte (Figura 3) pertence
a Anita e é representativa do seu grupo. Note-se, porém, que a utilizacdo da terceira figura
surge a partir da discussdo no seio do grupo enquanto Teresa explica a sua ideia as colegas:

Teresa: Estes todos ddo 180° [os angulos formados por cada angulo interno juntamente com o
externo]. Entdo 6x180. Mas o0s externos nao queremos, estdo a mais. Mas 0s externos todos
juntos dao 360! Portanto, vamos ao 6x180 e tiramos 0s 360!

(Audio do dialogo no grupo de Teresa, 16/03/2015)
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Sabendo que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, conseguimos
descobrir a soma dos angulos internos do poligono. Neste caso, conseguimos dividir este
poligono em 4 triangulos, ou seja, se multiplicarmos 180 por 4 obtemos a soma dos angulos
internos do poligono.

Figura 3 — Resolucédo de Anita da tarefa sobre a soma dos angulos internos de um poligono
Fonte: Reproducdo da resolugdo pelos autores (2015).

A resposta do grupo de Anita apoia-se numa correta estruturacdo geométrica,
explicitando propriedades relevantes ja estabelecidas (soma dos angulos internos de um
triangulo, o angulo de 360° formado na segunda figura, a soma dos angulos externos de um
poligono e a relacdo entre um angulo externo e um interno), sem explicar a relacdo entre o
namero de lados do poligono e o nimero de tridngulos em que é decomposto. Fica implicito
que a composicao dos angulos dos triangulos gera todos os &ngulos do hexagono, uma relacdo
que so é abordada para a figura central, onde o angulo de 360° ndo é um angulo do hexagono.
Assim, a justificacdo apresentada explicita as propriedades mais relevantes, mas omite outras,
pelo que lhe atribuimos o nivel EG2. Quanto ao grau de generalizagdo, estas propriedades
incidem apenas no caso do hexagono que ndo é tratado como exemplo genérico (0 numero de

triangulos da decomposicao € variavel para a classe).
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Outra resposta (Figura 4) pertence a um grupo que propos a expressao 360 + 180 (n-4)
como generalizagdo. Esta expressdo ndo se relaciona diretamente com nenhuma das figuras
apresentadas, pelo que as formandas usam outras expressdes. A justificacdo de Isabel &,
sobretudo, uma interpretacdo das expressdes encontradas e ndo elabora um texto que articule
as vérias ideias. Contudo, o seu registro revela claramente que 0s seus argumentos se baseiam
na estruturacdo geométrica, pois explicita quase todas as propriedades que sdo relevantes,
omitindo a relacdo numérica entre o numero de lados do poligono e o nimero de triangulos

em que € decomposto e a sua justificacao.
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Figura 4 — Resolucdo de Isabel da tarefa sobre a soma dos angulos internos de um poligono
Fonte: Reproducéo da resolucéo pelos autores (2015).

Nesta resposta, 0 hexagono é usado como um exemplo que ilustra e explica as
expressdes utilizadas, mas ndo ha uma explicacdo no sentido de o tornar claramente num
exemplo genérico, apesar de a formanda explicitar as propriedades comuns a classe. Esse
aspecto foi abordado pela professora junto do grupo:

Prof®: Sim, mas esse caso sera para o0 hexagono. E se tivermos outros poligonos? Por
exemplo, com 10 lados?

Isabel: Fazemos... 8 tridngulos. Tiramos dois aos lados.

Prof®: E entdo?

Isabel: Exato. Entdo da (n-2) x 180!

Andreia: E para o outro [figura do meio] fazemos 6x180 e tiramos depois dois triangulos.
2x180.

Prof?. E porque é que tiras os angulos de dois triangulos?

Isabel: Pois... Isso és tu a for¢ar para dar igual...

Prof?: E isso. Tém de ver que se tiverem que tirar alguma coisa, algum valor, isso tem de fazer
sentido...

(Dialogo no grupo entre a professora e duas formandas, 16/03/2015)

Este didlogo mostra que as formandas estavam conscientes da rela¢do entre o nimero
de lados do poligono e o nimero de triangulos da decomposicdo (para o caso da primeira

figura), mas ndo o explicitaram no seu registo.
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Pelas razBes indicadas, consideramos que esta justificacdo corresponde ao nivel EG2,
com uma linguagem que incide apenas sobre uma das figuras da familia. Além disso,
salientamos que este grupo parece querer corresponder ao desafio da professora de dar sentido
as expressoes utilizadas, o que corresponde a uma visdo da justificacdo como explicacdo do
porqué. Este aspecto é perceptivel no seu registo, mas particularmente no discurso de Isabel,
quando diz que tirar dois tridngulos é “forcar para dar igual”.

6.2 Justificacdo de generalizacdes sobre relacfes entre elementos de uma familia de

poliedros

A tarefa sobre a familia de poliedros (Figura 2) integrou o teste de avaliacdo individual
da turma realizado na ultima semana de aulas. Foram propostas duas versdes, ambas
incidentes numa familia infinita de sélidos*: a versdo A incide sobre o nimero de faces e a
versdo B sobre o nimero de vértices. Ao contrério da tarefa sobre a soma de angulos internos
de poligonos, as formandas ndo conheciam a expressao geral para o numero de faces/vértices
dos solidos que era também pedida.

No caso desta tarefa, uma vez que foi realizada individualmente, apresentamos 0s
dados quantitativos relativos ao tipo de justificacbes apresentadas (Tabela 1). Estes dados
mostram que, das 25 formandas que realizaram o teste, 19 (76%) apresentaram generalizagdes
corretas, mas as suas justificaces sdo de diferente tipo.

Tabela 1 — Distribuicdo dos niveis das justificacdes de generalizacdes

Nivel EG3 EG2 EG1 EGO Generalizacéo
errada

Usa relagBes numéricas  Testa a expressao

Freq. Absol. 3 8 1 3 4 6
% 12 32 4 12 16 24
Fonte: Elaborado pelos autores (2018).

De seguida, apresentamos e analisamos justificacbes que se restringem as
generalizacGes corretas e que ilustram diferentes tipos de raciocinio. Comecamos pela
resposta de Julia (Figura 5) sobre o nimero de faces da familia (questdo A) que apresenta uma
justificacdo que consideramos completamente correta. Esta formanda estrutura cada sélido
como a juncdo de trés sélidos que j& conhece e explicita propriedades relevantes e

estabelecidas anteriormente, como o numero de faces laterais ser 0 mesmo que o nimero de

4 Esta familia de solidos foi adaptada das bipiramides alongadas, uma subclasse dos sélidos de Jonhson com trés
solidos apenas. Para estes solidos retiramos a restricdo de que todas as faces sejam poligonos regulares.
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vertices da base, quer nas pirdmides, quer nos prismas. Julia é das poucas participantes que

explicita que as faces destes solidos correspondem apenas as faces laterais dos prismas e das
pirdmides que os compdem, por via da juncdo das suas bases. Note-se ainda que o seu
discurso ndo € especifico de casos particulares da familia, aplicando-se a todos os sélidos.
Desta forma, consideramos que Julia apresenta uma justificacdo de nivel EG3, usando uma
linguagem genérica sobre a familia de sélidos.
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Figura 5 — Resolucéo de Julia da tarefa sobre o nimero de faces da familia de solidos
Fonte: Reproducéo da resolucéo pelos autores (2015).

Analisemos agora a resolucdo de Ldcia (Figura 6) sobre o nimero de vértices desta
familia (questdo B). A formanda faz uma correspondéncia dos vértices do solido aos vertices
das piramides, 0 que estd correto, pois todos os vértices destas sdo Vvértices do solido.
Contudo, deveria explicitar a razdo pela qual os vértices dos prismas ja foram contemplados
por esta contagem, ou seja, explicita propriedades relevantes, mas omite outras. Assim,
consideramos que LUcia apresenta uma resposta de nivel EG2 e, tal como Julia, o seu discurso

é genérico relativamente a familia de s6lidos.
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Figura 6 — Resolucéo de Ldcia da tarefa sobre o nimero de vértices da familia de s6lidos
Fonte: Reproducéo da resolucdo pelos autores (2015).

Teresa apresenta uma generaliza¢do sobre o nimero de faces das bipiramides (questdo

A) composta por duas partes: a primeira, ao indicar a expressdo com uma justificacdo dos
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seus parametros e, em particular, da razao pela qual surge o valor 3 (porque é constituido por
3 solidos sobrepostos); a segunda, ao testar a expressao para dois casos, assumindo que a

segunda figura tem uma base quadrangular e a terceira hexagonal (Figura 7).
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Figura 7 — Resolucéo de Teresa da tarefa sobre o nimero de faces da familia de s6lidos
Fonte: Reproducéo da resolucéo pelos autores (2015).

A resposta de Teresa parece indicar que estrutura espacialmente as bipiramides como a
juncdo de trés soélidos, o que esta correto. No entanto, esta propriedade € irrelevante se nao
tivermos em consideracdo que o nimero de faces que contamos em cada um dos trés sélidos é
0 mesmo. Teresa testa ainda a sua expressdo, possivelmente para Ihe atribuir uma maior
fiabilidade. Desta forma, atribuimos dois niveis a justificagdo que apresenta: o nivel EG2,
correspondente a uma justificacdo baseada numa estruturacdo geométrica incompleta e onde
usa uma linguagem genérica sobre a familia de figuras, e o nivel EGO, por via da justificacdo
com base em testes. Esta duplicacdo dos niveis significa que a formanda parece ter uma ideia
gue a sua justificacdo deve integrar a forma como o solido se encontra estruturado, mas
considera a sua argumentacao insuficiente e reforga-a com testes a generalizagéo.

A estratégia de realizar testes a conjectura foi utilizada por outras formandas, como Iva
(Figura 8). A formanda justifica a sua generalizacao aplicando-a a primeira figura apresentada
na tarefa e explicando que, por contagem, se verifica que o valor obtido (9) coincide com o
resultado da expressdo. Refere ainda que o nimero de faces para os outros sélidos cumpre a

expressdo. Desta forma, a formanda ndo faz referéncia as propriedades dos sélidos, apenas

justifica a sua conjectura com um teste, pelo que atribuimos o nivel EGO a sua justificacao.

A == e aks sl R el R T P T )
LS \'J(t . | do ‘/L&\w\( ol \(_FL ,zx\“(,\l'u/ | '\LL(’H\L\,)L Sy i\\g\uu‘_

2 sk [ \ocm,gg,,,{{mm-a A .A@L\(c.mb o @,\w ,A(Lmz‘:/j

3%y = LQ ! L‘.‘é‘*ﬁi“&gc s ﬁPA‘f x*?‘ TN 4105 eWdo o
‘Q‘\ x\\:‘aﬁj } Q\‘ K&\‘) J\-\. C]\M o)), ;;{ OOGRIM | & ,qf Co(
N olice 2 g &m&c : ;Tz,,: e | diikice 1Ol

| f\,s C’\«)&s \.,L{Jd(, i ! i | !

Figura 8 — Resolucéo de lva da tarefa sobre o nimero de faces da familia de sélidos
Fonte: Reproducéo da resolucdo pelos autores (2015).
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Finalmente, consideremos a resolucdo de Cristina (Figura 9). Ao contrario das
respostas anteriores, a formanda apresenta a generalizacdo apenas no fim da sua resposta.
Aparentemente, a sua justificacdo acaba por corresponder ao processo pelo qual a formanda
chega a generalizacdo — a partir das relacbes numéricas que identifica entre o numero de
vértices e 0 nimero de faces em trés sélidos da familia, sem qualquer referéncia a
propriedades geométricas. Desta forma, Cristina apresenta uma justificacdo a qual atribuimos
o nivel EGO.
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Figura 9 — Resolucéo de Cristina da tarefa sobre o nimero de faces da familia de solidos
Fonte: Reproducéo da resolucéo pelos autores (2015).

Sintetizando, as respostas desta tarefa individual mostram que apenas cerca de 40%
das formandas deram uma justificacdo completa ou quase completa recorrendo a estruturacao
geométrica (ndo consideramos neste grupo a resposta de Teresa que sO apresenta uma
propriedade). Os casos em que atribuimos o nivel EG2 correspondem a respostas em que 0
modelo mental da familia de figuras é claramente correto, mas as formandas acabam por
omitir alguma(s) propriedade(s) que até podem ter tido em conta, mas ndo as explicitam, o
que torna a justificacdo incompleta. Um aspecto curioso diz respeito as justificacdes que se
apoiam nas regularidades numéricas e que sdo todas referentes a questdo sobre o nimero de
faces, cuja expressdo € 3n, e ndo sobre o nUmero de vértices, cuja expressdo é 2n+2. Embora
0 numero de respostas ndo seja muito expressivo, podemos conjecturar que as generalizacdes
que correspondem a regularidades numéricas mais facilmente reconheciveis (como € o caso
dos mudltiplos de 3) sugerem uma abordagem a justificagdo com base nessa regularidade,

talvez por ser mais acessivel ou por ser a forma como as formandas chegaram a expressao.

7 Discussao

Os resultados obtidos na tarefa sobre a soma dos angulos internos de um poligono
mostram que as formandas estavam ainda no inicio da aprendizagem sobre a justificacdo de
generalizacOes, 0 que se manifestou sobretudo em dois momentos: no momento inicial, em

que revelaram dificuldades por ndo serem apresentados quaisquer valores; no momento do
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registro, em que mostraram dificuldades ou resisténcia em construir um discurso
argumentativo, baseado nas propriedades das figuras. Além disto, é ainda de sublinhar a
tendéncia para referir apenas o caso do hexagono que apenas algumas resolugdes tratam como
exemplo genérico. Assim, esta tarefa revelou dificuldades relacionadas com dois fatores: a
natureza da afirmacdo a justificar — uma generalizacdo — que se apoia numa representacéo
genérica (referente a uma familia de figuras em vez de uma figura Unica) em que ndo surgem
quaisquer valores; os principios de uma justificacdo, nomeadamente a necessidade de
explicitar adequadamente os argumentos, usando uma linguagem geral que se aplica a mais
do que um caso particular (LANNIN; ELLIS; ELLIOTT, 2011). Isto significa que as
formandas revelaram dificuldades quer sobre saber justificar, quer sobre compreender a
natureza da justificacdo (LO; MCCRORY, 2009).

Contudo, esta tarefa revelou também aspectos positivos. O seu enunciado permite
investigar o porqué através do confronto e mobilizacdo de diferentes representacfes e
propriedades, o que conduziu a discussdes sobre o significado das generalizacfes. Ndo houve
qualquer sinal de que a resolucdo da tarefa estabelecesse a validade das generalizaces que as
formandas nunca colocaram em causa, pelo que a justificacdo ficou claramente associada a
compreensdo da razdo da sua validade. Outro aspecto positivo a assinalar é que todas as
resolucbes envolvem uma correta estruturacdo geométrica da familia de figuras, pelo que as
justificacbes sdo validas ou contém argumentos validos e pertinentes, mesmo que
incompletas.

A tarefa sobre as relagbes entre elementos da familia de poliedros revelou alguns
aspectos comuns, mas outros significativamente diferentes. No que diz respeito as
dificuldades, a excecdo das trés participantes que nao resolveram a tarefa (por motivos que
desconhecemos), as resolucdes ndo se fixam tanto na andlise de um exemplo particular,
havendo varias respostas que usam uma linguagem genérica sobre a familia de figuras.
Contudo, 28% das participantes ndo recorrem a estruturagdo geométrica, usando como
argumentos o teste da expressao numérica ou a identificacdo de regularidades numéricas. De
novo, estes problemas dizem respeito & dimensdo compreender a natureza da justificacdo
(LO; MCCRORY, 2009), mas de uma forma diferente. Quanto a dimensdo saber justificar,
algumas formandas conseguem mostrar a validade da generalizacdo, através da construcéo de
uma argumentacdo completa ou quase completa, baseada em propriedades relevantes e
estabelecidas.

Assim, no que diz respeito ao tipo de argumentos usados pelas participantes para

justificar generalizacdes, ha uma diferenca entre as duas tarefas. Na tarefa sobre os poligonos,
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todas as resolucdes recorrem a estruturacdo geométrica das figuras através de propriedades
relevantes e estabelecidas, embora o grau de generalizacdo seja tendencialmente reduzido. Na
tarefa dos poliedros, ha uma parte consideravel de formandas que ndo recorre a estruturagdo
geomeétrica, realizando antes testes ou explicitando uma regularidade numérica, o que pode ter
sido favorecido pela simplicidade e familiaridade com a sequéncia (os multiplos de trés).

A comparagdo dos desempenhos nas duas tarefas apresentadas leva-nos a considerar
também a diferenca entre a sua formulacdo e o contexto em que foram resolvidas. Por um
lado, o fato de todas as justificacbes da tarefa dos poligonos recorrerem a estruturacédo
geométrica pode ter sido promovido pelas estratégias ja iniciadas no prdprio enunciado, algo
que ndo aconteceu com a tarefa dos poliedros. Também o fato de ter sido resolvida em
pequenos grupos gerou interacdo entre as formandas e entre estas e a professora que, como
percebemos pelos didlogos, podem conduzir a um questionamento que favorece a
compreensdo do porqué de a afirmacdo ser valida. Por outro lado, na tarefa dos poliedros
existem trés representacdes de elementos da familia, ao contrario do Unico hexagono presente
na primeira tarefa, o que pode ter promovido um raciocinio mais abrangente, em vez de se
focar num Unico caso. Finalmente, o fato de ser a Ultima tarefa e ser realizada num contexto
avaliativo pode ter favorecido uma construcdo da justificacdo mais cuidada, com atencdo a

melhor explicitacdo dos argumentos.

8 Concluséao

No que diz respeito a natureza dos argumentos usados, a perspectiva de justificar para
compreender o porqué da validade de uma afirmacdo pareceu bem integrada pelas
participantes que, na maioria dos casos, se basearam em propriedades relevantes e ja
estabelecidas, envolvendo uma correta estruturacdo geométrica, que resultaram em
justificacBes validas ou contendo argumentos validos e pertinentes. Quanto a dificuldades,
identificamos 0s seguintes fatores: a natureza da afirmacéo a justificar que se apoia numa
representacdo generica; os principios de uma justificacdo, nomeadamente a explicitacdo dos
argumentos; tendéncia para argumentar com base em regularidades numéricas, ou seja, sem
recurso a estruturagdo geométrica, nos casos em que a generalizacdo esta associada a uma
sequéncia simples.

No que diz respeito as atividades que promovem o saber justificar e compreender a
natureza da justificacdo, o fato de o enunciado sugerir a justificacdo recorrendo a raciocinios

diferentes, parece apoiar a utilizacdo de argumentos com base na estruturacdo geométrica. Por
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outro lado, a representacdo no enunciado de varios elementos da familia de figuras, pode
promover uma linguagem mais geral, em vez de se focar em casos particulares. Finalmente, a
valorizacdo da partilha e discussdo de ideias, conduz a um questionamento que favorece a
compreensdo do porqué de a afirmacao ser valida.

Podemos assim afirmar que a experiéncia realizada mostra a necessidade de reforcar o
trabalho quer na dimensé@o saber justificar, quer na dimensdo compreender a natureza da
justificacdo (LO; MCCRORY, 2009). Em particular, é necessario vencer a resisténcia em
construir um discurso argumentativo, que observamos em resolucGes que se reduzem a
interpretacdo esquematica de expressdes ou representacdes visuais, de forma a valorizar a
dimensdo comunicativa deste processo (YACKEL; HANNA, 2003).

E também importante elevar o grau de generalidade do discurso que, em alguns casos,
é demasiadamente apoiado em exemplos particulares e ndo evidencia que a generalizacdo se
aplica a todo o dominio de figuras, um requisito da justificagdo (LANNIN; ELLIS; ELLIOTT,
2011). Na verdade, existe uma linha pouco definida entre apresentar um exemplo genérico
que seja representativo do dominio — uma estratégia apropriada para justificar — e apoiar a
justificacdo em exemplos que valem apenas por si proprios — 0 que corresponde a um erro
associado a uma concepcao errada comum sobre o papel dos resultados empiricos na validade
de uma justificacdo (STYLIANIDES; STYLIANIDES, 2009).

Consideramos ainda importante insistir no papel da justificacdo enquanto ferramenta
que permite compreender o porqué (HAREL; SOWDER, 2007; LANNIN; ELLIS; ELLIOTT,
2011; STYLIANIDES; BIEDA; MORSELLI, 2016) e, consequentemente, perceber que a
realizacdo de testes ou outros processos que nao se baseiem nas propriedades das figuras ndo
estabelecem a validade nem cumprem tal papel. Finalmente, este estudo sugere ainda que 0
desenho de tarefas que promovam a producdo e confronto de diferentes justificacbes e
representacdes, num ambiente de interacdo entre pares, € um elemento determinante no

desenvolvimento da capacidade de justificar.
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