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Resumen

En este trabajo describimos resultados de la gestion de un dispositivo didactico realizada por un estudiante del
profesorado en matematica. El estudiante participd de un curso disefiado para la formacién didactico-
matematica, en el cual se aboga por un paradigma emergente basado en la investigacion. Este adopta una
concepcion epistemolégica de la matematica, que intenta poner en evidencia su utilidad y la vinculacion con
otras disciplinas. El estudiante llevé a cabo su implementacién en un curso de quinto afio de la escuela
secundaria, en Argentina. La propuesta didactica gestionada por el estudiante de profesorado posibilité la
realizacién de algunos gestos propios del paradigma de la investigacion en las condiciones actuales de la escuela
secundaria.

Palabras clave: Formacién de profesores. Matematica. Teoria Antropoldgica de lo Didactico. Ensefianza por
investigacion. Escuela secundaria.

Abstract

This work is set in the problematic of mathematics trainees. We describe the result of the didactic device
management by a mathematics trainee. The student did a course that we designed to the didactic mathematic
formation, which adopts a didactic non-traditional model based in research and the link with other disciplines.
This student carried out his implementation in a fifth year of an Argentine high school. The didactic device
enables the management of some gesture typical of the research and world questions paradigm, in the current
condition of the high school.

Keywords: Teacher Training. Mathematics. Anthropological Theory of the Didactical. High School.
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1 Introduccion

La formacion de profesores constituye una problematica abierta para la investigacion
en did4ctica de la matematica. Las investigaciones, principalmente, se ubican en cuestionar el
conocimiento matematico y didactico que debe poseer el profesor para ejercer su profesion.
Diversos investigadores acuerdan que la formacion de profesores requiere de saber
matematica con amplio domino del campo, y de una formacion didactica acorde a las
exigencias institucionales y a la formacion de los estudiantes como ciudadanos de hoy
(ARTAUD; CIRADE; JULLIEN, 2011; BALL, 2000; CARDENOSO; FLORES;
AZCARATE, 2001; GIMENEZ-RODRIGUEZ et al., 2009; PARADA; PLUVINAGE, 2014;
ROBERT; POUYANNE, 2005; SHULMAN, 1987).

Aungue a lo largo de los afios aument6 el numero de investigaciones vinculadas a la
tematica, no hay acuerdo en la literatura cientifica acerca de cuéles son las competencias,
disposiciones, etcétera, que deberia conocer el profesor para favorecer el aprendizaje de sus
estudiantes (GODINO, 2009).

En particular, Ruiz et al. (2014) indican que no es posible resolver, de manera acabada,
el problema del equipamiento praxeoldgico que requieren los estudiantes de profesorado en
matematica. Las cuestiones a las que este equipamiento debe aportar respuesta varian, y a
partir de la investigacion didactica y del desarrollo de la propia practica docente, surgen
nuevos recursos, nuevas conocimientos, nuevos desafios y la necesidad de modificar y
renovar las antiguas praxis.

Este trabajo forma parte una investigacion mas amplia donde estudiamos como la
formacion puede incidir sobre la relacion del profesor de matematica con las nociones que
tiene que ensefiar. De esta manera, cambia el problema de caracterizar el conocimiento
didactico-matematico del profesor y la incidencia de éstos sobre las practicas docentes y sobre
el aprendizaje matematico de los alumnos, por el problema mucho mas amplio.

Se trata de estudiar la ecologia institucional de las organizaciones didacticas y
matematicas, es decir, las condiciones que posibilitan su génesis y desarrollo institucional. En
esta perspectiva, disefiamos e implementamos un curso destinado a estudiantes de profesorado
en matematica (CORICA; OTERO, 2015, 2016a, 2016b, 2016c, 2017). El curso se propone,
entre otros objetivos, que los estudiantes del profesorado en Matematica (EPM) puedan
involucrarse en un paradigma emergente basado en la investigacion.

En este trabajo reportamos resultados vinculados a la gestion de un dispositivo
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didactico (DD) por parte de un EPM que experimentd nuestro curso, y cuyo dispositivo
permite realizar gestos propios de la pedagogia de la investigacion. Ademas, nos proponemos
responder las siguientes preguntas de investigacion: ¢Qué condiciones y restricciones tiene
que afrontar el EPM para gestionar el DD? ;Qué gestos de la pedagogia de la investigacion
puede realizar la comunidad que el EPM dirige?

2 Marco Tebrico

La Teoria Antropoldgica de lo Didéctico (CHEVALLARD, 1999, 2007, 2013a, 2017)
propone introducir en los sistemas de ensefianza encuentros con el saber motivado por las
necesidades del estudio. Se procura el analisis de preguntas fundamentales (en general, no
matematicas), que crean el curriculum, y este se desarrolla mediante el estudio de las mismas,
que a su vez producen nuevas preguntas y exterioriza las obras a emplear. En este paradigma
prima el liderazgo de las cuestiones (y las respuestas que les corresponden), atenuando el
liderazgo de las obras que la pedagogia tradicional suele asignarles. Esta propuesta se
materializa en un DD denominado Recorrido de Estudio e Investigacion (REI).

Un sistema didactico S(X,Y,Q), propio del paradigma de la investigacion que
involucra una ensefianza por REI, se caracteriza por un conjunto de alumnos X, que estudia
una pregunta Q, con la ayuda de un profesor o un conjunto de profesores Y, con el propésito
de aportar una posible respuesta R a Q. La produccién de R requiere que el sistema didactico
S disponga de instrumentos, recursos, obras.

Segun la gestion que se realice de un REI, este puede ser: cerrado, si el profesor
impone determinados recorridos que conduce a la comunidad de estudio a encontrarse con
nociones matematicas elegidas por el profesor; semi-abierto, si el profesor elige la cuestién
por indagar de manera que el recorrido pase por cierta obra matematica; abierto, si el rol del
profesor se ubica en imponer, de vez en cuando, la decisién de no ir a encontrar determinada
obra, que le parece estar aun fuera del alcance de los estudiantes (CHEVALLARD, 2017).

Llevar adelante la metodologia propia de una ensefianza por REI, requiere incorporar
gestos didacticos, que implican modificaciones radicales con respecto a la ensefianza
tradicional (CHEVALLARD, 2007, 2013b, 2013c). A continuacioén, describimos cuatro gestos

que consideramos esenciales en la gestion de un REI:
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— La dialéctica del estudio y de la investigacién. Una investigacién supone la
combinacion del estudio de preguntas y respuestas: no es posible investigar sin
estudiar y, a su vez, un estudio genuino es productor de preguntas a ser investigadas.

— La dialéctica del individuo y el colectivo. Los estudiantes con su director de estudio
acuerdan el conjunto de tareas a realizar y negociar las responsabilidades que debe
asumir cada uno.

— La dialéctica de entrar y salir de tema. Si la pregunta es amplia y generativa, es
necesario habilitar la posibilidad de salir del tema, incluso hasta puede ser necesario
salir de la disciplina de referencia, y reingresar posteriormente.

— La dialéctica de las cajas negras y las cajas claras. Se refiere a la necesidad de
establecer si una obra merece ser estudiada, aclarada, analizada etc., o si ciertos
saberes se dejaran en un nivel de gris. Quedarian en gris saberes que no son esenciales

para responder la cuestidn generatriz o sus cuestiones derivadas.

3 Metodologia

Proponemos una metodologia de investigacion cualitativa de corte exploratoria,
descriptiva e interpretativa (HERNANDEZ; FERNANDEZ; BAPTISTA, 2010). El estudio se
desarrollé en un curso de quinto afio de la escuela secundaria argentina, dirigido por un EPM.
Este gestiond el estudio de un DD que permite realizar algunos gestos propios de la pedagogia
de la investigacion.

El DD se inicia con el andlisis de una situacion que se ubica en comparar planes de
telefonia celular, analizando el estado real de los planes que ofrecen diferentes compafiias
(RODRIGUEZ; HIDALGO; SIERRA, 2013; CORICA, 2016). La implementacion del DD
requiri6 de once sesiones (dieciséis horas). Para cada sesion de la implementacion, el
investigador registrd el audio general, realizd notas de campo y recogio las producciones
escritas de los estudiantes.

Para el analisis de la gestion del DD se elaboro un Modelo Praxeoldgico de Referencia
(MPR). Pues, para interpretar el proceso de estudio es necesario disponer de un punto de vista
epistemoldgico (CHEVALLARD, 2013c). EI MPR constituye una manera de interpretar las
praxeologias por estudiar; se trata de una propuesta provisional a contrastar

experimentalmente y, por lo tanto, susceptible de ser modificado y revisado.
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3.1 Caracteristicas del estudiante de profesorado

El EPM era un estudiante de cuarto afio de una carrera de profesorado en matematica
de una Universidad Nacional Argentina, que experimenté nuestro curso para la formacion
didactico-matematica (CORICA; OTERO, 2016a, 2016b, 2017). El objetivo del curso es que
los estudiantes del profesorado adopten un modelo didactico basado en la investigacion y en
la vinculacion de la matematica con otras disciplinas. Se trata de un EPM que carece de
experiencia docente, y conoce la escuela secundaria por su vivencia como alumno de la

institucion, y por lo estudiado en su proceso formativo.

3.2 Caracteristicas del curso en el que se desarrollé la investigacion

La implementacion se desarroll6 en un curso de quinto afio, en una escuela secundaria
publica de gestion privada en Argentina. En el curso se destinan tres horas semanales para
estudiar matematica, segmentadas en un encuentro de dos horas y un encuentro de una hora.
El curso estaba compuesto por N = 35 estudiantes cuyas edades oscilaban entre 15 y 16 afios.

El grupo estaba habituado a una ensefianza tradicional de la matematica y en las demas
disciplinas, pero los estudiantes mostraron interés en participar y explicar sus propuestas, mas
alla de que las técnicas empleadas fueran adecuadas o no. EI EPM particip6 como ayudante
del profesor del curso durante dos meses antes de implementar su DD. Esto le permiti
conocer al grupo, la forma en que estudiaban y contribuyé a que los estudiantes interactuaran

con quien en poco tiempo seria su profesor.

4 Modelo praxeologico de referencia

A continuacién, presentamos las caracteristicas esenciales de un MPR en torno al
estudio de la cuestion Q,: En el mercado existen diversas compafias de telefonia celular y
gueremos contratar una, ¢Por cuél optar? ¢Por qué?

En la Figura 1 hay un esquema donde se propone una arborescencia de posibles
cuestiones que se derivan de Q,. Se pueden profundizar detalles de esta construccion en
CORICA (2016).
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@ Enel mercado existen diversas compadiias de telefonia celular v queremos confratar una,
Por cual optar? ;Por que?

—— | @4 (Cual es el uso que realizamos de Q. :;Qué planes ofrecen cada una de
muestro celular? 1as compafiias de telefonia celular?
/ Qs:
W / 7| {Cuil esla disponibilidad de internet
@4:{Qué otras formas de | Q3yQué datos hay que tener para los planes de cada compadiia?
comunicacion pedemos ~ 3| en ruenta para comparar (
establecer con el celular? tarifas de telefonia celular? - Qe
— 4 (Cual es el costo para comunicarse
mediante el envio de SMS?
2 ¥ - i Y Qr
@107 Como calcular es el costo de las llamadas — | Cudl esel crédito disponible para
registradas en el teléfono celular personal? Q5 Como calcular el todo consuma?

costo de una llamada?

e

/ .
P . o

, s SN = (Cudl es el costo para el

@.,: {Qué conviene mas hablar t segundos L g N acceso a paquetes de

=) TR
en una llamada o en varias? ;Por que? musica y video?

Q.o @15 ¢Qué reladion existe
iCudl esel costodeun | —>| entreladuraciondela
segundo? llamada vy ¢l costo medio
de la llamada?

@ ,:Dadas dos compariias de telefonia celular que offecen
diferentes tarifas para el establecimiento de la
comunicacion v el costo por segundo luego de transcurrido
t: segundos del establedmiento de 1a misma. ;Cual esla
mads econdmica v para qué tiempo de duracion de la
llamada?

@ .5 ¢Como calcular 1a diferencia de costo de
———| lallamada entre dos compafiias? ;Y entre los
planes de una misma compafiia?

Figura 1 — Modelo praxeolégico de Referencia
Fuente: Elaboracion propia

En el MPR pueden tratarse, entre otras, las quince cuestiones siguientes. Q,: ¢Cual es
el uso que realizamos de nuestro celular? y Q,: ¢ Qué otras formas de comunicacion podemos
establecer con el celular? tienen como propésito indagar acerca del empleo de la compafiia de
telefonia celular que realiza cada cliente y definir cuales son sus necesidades. Esto resulta ser
de vital importancia al momento de decidir qué compafiia de telefonia contratar.

Por otro lado, Q,: ¢Qué planes ofrecen cada una de las compafiias de telefonia
celular? tiene como objetivo indagar acerca de las caracteristicas de los diferentes planes que
ofrece cada compafiia. Esta exploracion deriva en el estudio de las siguientes cuestiones: Qs:
¢ Qué datos hay que tener en cuenta para comparar planes de telefonia celular? Esto Gltimo
nos introduce a preguntarnos: jdonde queda la question 4 Q4 COMPROBAR se la numeracién
esta correcta! Qs: ¢ Cudl es la disponibilidad de internet para los planes de cada compafiia?,
Qe: ¢Cual es el costo para comunicarse mediante el envio de SMS?, Q,: ¢Cual es el crédito
disponible para todo consumo?, Qg: ¢ Cudl es el costo para el acceso de paquetes de musica y
video?, Qq: ¢COmo calcular el costo de una Illamada?

Las preguntas Qs, Q; Y Qg, SON preguntas que se pueden responder rapidamente,
revisando la informacion brindada por cada compaiiia. Sin embargo, las preguntas Qg y Qq
son las que requieren mayor profundizacion en relacion a la respuesta que se obtenga de Q-,

tornando problematica la situacion inicial. La duracion de las comunicaciones mediante
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Ilamadas y la cantidad de SMS que se pueden enviar dependen de los minutos y SMS libres
indicados por las compaiiias y al crédito disponible para todo consumo.

En particular, del estudio de Q,, se derivan las cuestiones: Q,: ¢Como calcular el
costo de las llamadas registradas en el teléfono celular personal?, Q,,: ¢Qué conviene mas:
hablar t segundos en una llamada o en varias? ¢Por qué?, Q,,: ¢Cual es el costo de un
segundo?, Q;3: ¢Qué relacion existe entre la duracion de la llamada y el costo medio de la
llamada?, Q,,: Dadas dos compafias de telefonia celular que ofrecen diferentes tarifas para
el establecimiento de la comunicacion y el costo por segundo luego de transcurrido t
segundos del establecimiento de la misma. ¢Cual es la mas econdémica y para qué tiempo de
duracion de la llamada?, Q,5: ¢Cémo calcular la diferencia de costo de la [lamada entre dos
compafiias? ¢Y entre los planes de una misma compafia?

Las posibles respuestas a las cuestiones derivadas de @Q,, requieren recorrer
praxeologias matematicas que, en el disefio curricular de la escuela secundaria, aparecen poco
articuladas o se encuentran ausentes. Estas praxelogias son: estadistica descriptiva, funcion
constante, funcién lineal, funcion racional, funcion definida a trozos, funcién techo, funcion
piso, funcion maodulo, estimacién por redondeo y truncamiento, ecuaciones e inecuaciones
lineales, sistema de ecuaciones lineales, dominio continuo y discreto, funcién continua y
discontinua, limite de funciones en el infinito. El estudio de Q, permite reencontrar la utilidad

de las distintas praxeologias matematicas y vincularlas para estudiar una situacion actual.

5 Analisis la gestion del dispositivo didactico dirigido por el EPM

En este apartado describimos las caracteristicas esenciales del estudio realizado por la
comunidad en torno a la cuestion Q,: En el mercado existen diversas compafiias de telefonia
celular y queremos contratar una, ¢Por cual optar? ¢Por qué? Describimos las situaciones
gue se estudiaron en las sucesivas sesiones, enfatizando el analisis en el tipo de preguntas que
realiza el EPM vy los estudiantes. Pues, uno de los gestos fundamentales en una ensefianza por
investigacion es la dialéctica del estudio e investigacion, y la formulacion de preguntas es
esencial para que sea transitada durante el estudio.

El dispositivo didactico que dirigié el EPM se inicié con la pregunta: g0: ¢De qué
compafiia de telefonia celular son usuarios? ¢Por qué la eligieron? Esto dio origen a que los
estudiantes aportaron respuestas inmediatas, caracterizadas por indicar la compafiia de la que

son usuarios. Se obtuvieron respuestas como las siguientes:
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Au: Papa tiene Claro.

A: Tengo el plan que toda la familia tiene. Hablo gratis con todos.

As: Claro es més barato.

A Antes tenia Claro, pero donde vivo no tiene sefial entonces tengo Personal.
As: CLARO. Con CLARO puedo llamar gratis.

(Diélogo entre profesor y estudiantes, 2016).

Las respuestas ponen en evidencia que los estudiantes no se encuentran informados
acerca de los planes de las compafiias de las que son usuarios. La eleccion de la compafiia es
atribuida a una herencia familiar, o a decisiones poco fundamentadas. Solo A4 indica por qué
cambio de compafia. En cambio, As pone en evidencia su poca informacion acerca de los
planes que ofrecen otras compafiias de la que no es usuario. Ante esta respuesta, el EPM
intervino indicando que las compafiia Movistar y Personal también ofrecen la posibilidad de
comunicarse mediante Ilamadas sin costo, a usuarios que comparten la misma compafia.

Como la discusion no avanzaba y se obtenian respuestas inmediatas, no tornandose
problematica la situacion inicial, el EPM propuso las siguientes preguntas: q,: Para lo que
usan el plan, ¢les sirve? g,: ¢Qué empresa nos conviene contratar si las tres tienen similar
promocion?

La pregunta g, no fue explorada, solo se obtuvieron respuestas afirmativas por parte
de los estudiantes. No se procedid a registrar y analizar datos del empleo que realiza cada
usuario de los planes que son clientes. Esto hizo que no se recorrieran las preguntas Q; y Q.,
que se proponen en el MPR. Estas se refieren a explorar en profundidad el empleo que realiza
cada usuario del teléfono celular y las posibilidades de uso que tendria segun el plan
contratado. Esto permitiria recurrir a praxeologias de estadistica para poder aportar respuesta.
Estas nociones no forman parte del disefio curricular de quinto afio y el EPM no contaba con
la disposicién temporal necesaria para incidir en que el estudio prosiga en este sentido.

Para continuar con el andlisis de g,, el EPM proporcioné a los alumnos informacion
disponible al momento de realizar el estudio, sobre los diferentes planes de abono, de las tres
compafiias de telefonia celular que tienen a los estudiantes como usuarios. Esta informacion
fue una ayuda al estudio necesaria para que los alumnos ingresen a la problematica de la
situacion inicial.

Hubiera sido deseable que los estudiantes buscaran esta informacion en internet,
explorandolas y la organizandolas, pues esto les permitiria ingresar a una de las tareas basicas
de la estadistica que es organizar, sintetizar y presentar informacién, pero por restricciones
temporales esto no fue posible. En general, los planes de las compafiias de telefonia celular,

contienen una amplia informacion acerca de costo de abonos, y para cada uno de ellos: megas
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disponibles para el uso de internet, nimeros telefonicos para hablar de manera ilimitada,
crédito disponible para todo consumo, SMS incluidos en el abono, costo para re-compra de
internet, forma y costo de la tasacion para llamada local y de larga distancia, forma y costo de
la tasacion para llamada local y de larga distancia, luego de agotar el crédito disponible,
acceso a paquetes de masica y video, minutos disponibles para hablar incluidos en el abono.

Los estudiantes se dispusieron a analizar la informacion de los planes, en grupos
compuestos por dos o tres integrantes. Cada grupo discutié la informacion y formul6 nuevas
preguntas para dar respuesta a q,. Las cuestiones fueron compartidas y discutidas por toda la
comunidad. De este modo, se acordd estudiar las siguientes preguntas redactadas por los
alumnos y que identificamos con la nomenclatura p,:

p1:¢Cudnto estoy dispuesto a gastar?

p,:¢,Cudl es el crédito maximo?

p3: ¢Cuénto cuesta el segundo para cada empresa?
p4:¢Qué beneficios tenemos depende el plan en cada una de las empresas?
ps:¢Qué compafiia garantiza la mejor sefial de internet?
Pe:¢,CUél te da mas crédito si te quedas sin saldo?
p-:¢,Cuanto puedo hablar?

pg:¢Cuanta sefial me brinda?

po:¢ Todas las empresas tienen llamadas gratis?
P10:¢,Qué beneficios te da la empresa?

p11:¢Cuanto internet necesito en el mes?

(Preguntas propuestas por los estudiantes, 2016).

Estas preguntas integraron el medio didactico inicial en el que se fundamentd el
estudio y cuya constitucion fue de los estudiantes. Esta primera tarea de acordar qué preguntas
estudiar, generd la revision de la propuesta de cada grupo y la manera de formular las
preguntas, dando origen, también, a nuevas preguntas. De esta manera, los estudiantes
comenzaron a transitar un aspecto esencial de la pedagogia de la investigacién que es la
formulacién de preguntas.

También, la dialéctica del individuo y el colectivo ocup6 un lugar central para poder
definir el medio didactico. Si bien, el rol del profesor fue fundamental para tornar
problematica la situacion, el estudio de la informacidn de los planes de las compaiiias y las
preguntas generadas por los alumnos hizo que se definiera un medio didactico rico en el
conjunto de preguntas a estudiar. Asi también, durante el estudio surgieron nuevas preguntas
por parte de los estudiantes (en ocasiones implicitas en su hacer, que destacamos por su

relevancia (py,,)) y por parte del profesor que surgen como ayudas necesarias al estudio para

posibilitar la continuidad del analisis (estas preguntas las identificamos como gq,).

A continuacion, los estudiantes y el profesor analizaron qué preguntas admitian
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respuesta inmediata y cuales no serian estudiadas. Pues, uno de los aspectos que sefialan los
alumnos por qué elegir una compariia de telefonia celular es la calidad de la sefial (ps Yy pg).
Se acordo que las preguntas ps y pg no serian estudiadas, porque la comunidad de estudio no
contaba con suficientes herramientas para poder hacerlo. Abordar estas preguntas involucra,
también, alejarse del foco central del EPM, que es estudiar la utilidad de la Matematica para
responder g,. Sin embargo, mediante el empleo de Internet es posible conocer el &rea de
cobertura de las compariias a partir del andalisis de un mapa interactivo (por ejemplo en:
www.claro.com.ar/empresas/institucional/cobertura/).

Las preguntas p; Y p;; resultan ser personales. La respuesta depende de las decisiones
y uso que establezca realizar el usuario. Las preguntas p,, ps, P9 Y P1o admiten respuesta
inmediata al analizar el plan que ofrece cada compafia. Finalmente, el grupo acordd
profundizar el estudio en p,, p; Y p,. Si bien, p, pareceria ser una pregunta que admite
respuesta inmediata a partir del analisis del crédito disponible para todo consumo que ofrecen
los planes, su analisis se torna problematico al ser estudiada en conjunto con p; Yy p,.

A continuacion, el EPM propuso que cada grupo se ocupara de estudiar los planes de
una compafiia, atendiendo a que toda la comunidad aborde las tres compafiias consideradas.
En principio, los estudiantes acordaron estudiar las siguientes preguntas de manera conjunta,
pues establecer cuanto puedo hablar (p;) depende del crédito disponible que contempla el
plan contratado (p,): p,: ¢ Cudl es el crédito maximo? p,:¢Cuénto puedo hablar?

Elaborar una respuesta a estas preguntas requiere comprender de qué manera las
compafiias de telefonia celular tasan las comunicaciones mediante llamadas. Al revisar los
términos y condiciones legales que propone cada compafiia, se concluye en lo siguiente: el
primer bloque de treinta segundos tiene un costo fijo, y luego de este periodo se comienza a
tasar un costo por cada segundo que dure la comunicacion. Por otro lado, la duracion de las
llamadas que se pueden efectuar se encuentra vinculada con el crédito disponible para todo
consumo. Para maximizar el empleo de este crédito, es necesario establecer la comunicacion y
dejar que se agote el mismo. Si no sucede esto, cortar y volver a establecer la comunicacion
siempre se encuentra afectado por el costo del establecimiento de la Ilamada.

Los estudiantes analizaron para cada compafiia, segun el crédito disponible, el méximo
de segundos que se puede establecer una comunicacion. Las primeras técnicas de los alumnos
fueron aritméticas. Por ejemplo, en la Figura 2 se puede observar los calculos propuestos por
los estudiantes del Grupo 2, sobre el plan de la compaiiia Claro.

Estos restaron al crédito disponible, el costo de una Ilamada de treinta segundos, y
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luego calcularon para ese resultado, el tiempo de duracion de una llamada. Inferimos que los
estudiantes consideran el costo de una llamada sin interrupcion. Es decir, una llamada ideal en
la que se inicia la comunicacion y se continla hasta que se agota el crédito.

Por otro lado, se observa la deficiencia de los estudiantes en los calculos propuestos.
De manera arbitraria, reducen el costo de las llamadas en los primeros treinta segundos a dos
decimales ($1,30), siendo que la empresa factura $1,3050. Proceden del mismo modo para el
costo por segundo luego de transcurrido treinta segundos de iniciada la comunicacion: los
alumnos consideran un costo de $ 0,04 el segundo, siendo que la compafiia establece un costo
de $0,0435. Esto hace que al calcular la méxima duracién de la comunicacion con el crédito
disponible, tenga una diferencia alrededor de 108 segundos con relacién a lo calculado por los
estudiantes.

Por otro lado, el célculo del tiempo méaximo en el que se podria mantener la
comunicacion es indicado mediante decimales. No se identifica que la forma de tasacion de la
compafiia es por segundo, es decir, la fraccion de segundo es perdida por el usuario. Esto fue
habitual en las resoluciones de los estudiantes y requirio de intervenciones del EPM para que

estos interpreten los resultados obtenidos en el contexto de la situacion (Figura 2).

Figura 2 — Resolucion del Grupo 2
Fuente: Protocolo del Grupo 2

Los estudiantes del Grupo 11 calcularon el costo de una llamada que consume todo el
crédito disponible sin interrupcion (Figura 3). Los calculos se efectuaron para los tres planes
que ofrece una misma compafiia. Este grupo realiz6 una adecuada interpretacion de resultados

considerando solo la parte entera de sus célculos.

Figura 3 — Resolucion del Grupo 11
Fuente: Protocolo del Grupo 11
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En la Figura 4 se indica el protocolo del Grupo 6. Se observa una inadecuada
interpretacion de como calcular el tiempo méaximo de duracion de una llamada. Los
estudiantes calcularon el costo de una llamada de un minuto y luego calcularon cuantas
Ilamadas de un minuto se pueden realizar con el crédito disponible. Las técnicas empleadas
permiten concluir que se pueden realizar veinte Ilamadas de un minuto con el credito
disponible. Este resultado que responde a la pregunta implicita en el seno del grupo: p, :
¢ Cuéntas llamadas de t minutos se pueden realizar? Esta se aleja del foco central del estudio

conjunto de p, y p, Y no permite maximizar el empleo del crédito disponible.

Figura 4 — Resolucion del Grupo 6
Fuente: Protocolo del Grupo 6

En la Figura 5 se indica la produccién de los estudiantes del Grupo 8. Los alumnos
calculan el costo de una llamada de once minutos. Como el caso del Grupo 6, los estudiantes
se alejan del foco central de p, y p,, respondiendo con su hacer a la pregunta implicita en el

seno del grupo p, ,: ¢Cual es el costo de una llamada de t minutos de duracion?
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Figura 5 — Resolucion del Grupo 8
Fuente: Protocolo del Grupo 8

A partir de las respuestas acordadas por los diferentes grupos para p,, se concluyo en
la tabla que se indica a continuacion. Esta fue confeccionada en el pizarrén por el EPM (Tabla
1).

Tabla 1 — Tiempo méximo de llamadas segun la compaiiia

Claro Movistar Personal
$55 1260,54 seg $50 732,04seg  $75 1250 seg
1248

Fuente: Respuesta de los estudiantes
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En la Tabla 1, se indica el crédito disponible para todo consumo que establece cada
compafiia para el plan mas econémico, y los segundos como maximo que puede durar una
Ilamada que se inicia y continua hasta que se agota el crédito disponible para todo consumo.
En particular, los estudiantes necesitaron de las ayudas de estudio ofrecidas por el EPM para
poder comprender los resultados que fueron obteniendo durante sus célculos y poder
interpretar qué preguntas estaban respondiendo y qué respuestas se corresponden con p,. Asi
por ejemplo, con el propdsito de comprender la forma de tasacion de llamadas que realizan las
compafiias de telefonia celular e indagar a cerca de los valores obtenidos en la Tabla 1, el
EPM realiz6 la siguiente pregunta:

EPM: ¢Cual es el crédito de Movistar? ¢Se puede hablar hasta 732, 46 segundos?

As: Cuando llegas a 732 se te corta el plan. Si tenés liberado te cobra en el otro mes, sino se

te corta.

(Dialogo entre profesor y estudiantes, 2016).

De esta manera, se revisaron las respuestas recogidas en la Tabla 1. Por otro lado, para
profundizar en la forma de tasacion de llamadas, el EPM indico: Si ustedes realizan una
Ilamada, ¢como cobra el sistema? [g3]. Como no se registraron respuestas de los estudiantes,
el EPM propuso discutir las siguientes situaciones:

EPM: Hablaron 3,8 segundos, ¢cuél es el costo de esta llamada?

As: Hasta 30 segundos te cobran ese precio establecido. Te cobran 30 segundos [...]
EPM: [...] si hablo 40,1 segundos...

Av: Te cobran 41 segundos.

(Dialogo entre profesor y estudiantes, 2016).

Esta conversacion, que se estableci6 entre el EPM y todo el grupo, dio lugar a que el
profesor introdujera al medio la definicién de funcion techo y funcién piso, como entorno
tecnoldgico que justifica las técnicas empleadas.

El EPM propuso salir del tema para poder profundizar en tareas referidas a funcién
techo y funcidn piso. Estas indagan las técnicas necesarias para dar respuesta a p,. Son tareas
matematicas puntuales que no habian sido estudiadas por los alumnos en otras oportunidades.
A continuacion, se indican los tipos de tarea al que refieren: T;: Calcular la funcion piso en
un punto, T,: Calcular la funcién techo en un punto.

Finalizado este estudio, el EPM propuso a los alumnos que realizaran el anélisis de p:
¢ Cuanto puedo hablar? Esto demandé acordar la necesidad de establecer una expresion que
permita calcular el tiempo que se puede hablar segun el crédito disponible, y que sea utilizada
para cualquier compafiia. Los estudiantes propusieron expresiones como la siguiente (Figura
6):
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Figura 6 — Resolucién del Grupo 9
Fuente: Protocolo del Grupo 9

Las férmulas de los estudiantes se encontraban compuestas por diferente
nomenclatura, segun sus propias decisiones. Para unificar criterio, la comunidad de estudio
acordo utilizar la siguiente nomenclatura: Crédito (c), Precio por segundo (Ps), Primer blogque

p . P —-PB
(PB). De esta manera, las formulas propuestas por los diferentes grupos, resulté ser: =

+

30. En esta expresion, no se considera la situacion real estudiada con anterioridad. Esto
requirié que el EPM indagara a los estudiantes acerca de qué ocurre si al realizar los calculos

resulta un numero con decimales. Los estudiantes recuperaron el entorno tecnoldgico
. . . C 1z, . . ., —-PB
introducido al medio didactico por el EPM y propusieron la siguiente expresion: [C? + 30J.

A continuacion, el EPM solicito retomar el estudio de p,,: ¢Cual es el costo de una
Ilamada de t minutos de duracion?, que surgio en el hacer de algunos de los grupos.

Los estudiantes propusieron expresiones como las siguientes (Figuras 7 y 8):

e T'“ ;:-ﬁ - Uokow 4 (Ml x|, Tieonbo \
ke M~-P=25.P5+P= 3 | M min= 33,6 | S I =0 = .=-:--'\: I
) L ! e i
1er fREce flara . -,
Broave X seque Figura 8 — Produccion del Grupo 8
Figura 7 — Produccién del Grupo 7 Fuente: Protocolo del Grupo 8

Fuente: Protocolo del Grupo 7

Estas expresiones fueron registradas en el pizarron y discutidas con todo el grupo, para
poder establecer cual de ellas modela la situacion. Se acordé que la expresion que
corresponde es la propuesta por el Grupo 2. Esta expresion resulta incompleta porque no
considera la forma de tasacion de las llamadas. Esto hizo que el EPM interviniera, solicitando
el costo de llamadas cuyo tiempo de duracién es menor a treinta segundos y estudiando si esta
situacion se ajusta al modelo propuesto. Asi también, el estudio requirié de intervenciones del
EPM para poder definir el domino de validez de la expresion indicada. Finalmente, la
comunidad de estudio concluy6 en la expresion que se indica en el protocolo del Grupo 7
(Figura 9).

B = frimeres 3o sefunges
(P B 4SSN X
.-PB

LPe 4 (25 (T-30) 30T < LS5 Funcion A Thozos

Figura 9 — Produccién del Grupo 7
Fuente: Protocolo del Grupo 7
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En particular, para p,, se cuestiona el costo de la [lamada para t en minutos. Aqui se
acordd considerar t en segundos, por la forma de tasacion de las llamadas de las compaifiias.

A continuacion, el profesor propuso introducir la definicion de funcion definida a
trozos, siendo que no habia sido estudiada con anterioridad por los alumnos. También propuso
tareas que involucran la nocion de continuidad de funciones, pues esta emerge del hacer de
tareas vinculadas con funcion definida a trozos.

Las tareas propuestas se sintetizan en los siguientes tipos de tarea: Ts: Establecer el
dominio de validez de expresiones definidas a trozos; T4: Establecer la imagen de funciones
definidas a trozos; Ts: Hallar puntos de interseccion de funciones definidas a trozos con los
ejes de coordenadas; Te: Representar graficamente funciones definidas a trozos; T:
Establecer intervalos de positividad y negatividad de funciones definidas a trozos; Ts: Hallar
la expresion de funciones definidas a trozos representadas graficamente; To: Establecer
funciones continuas y discontinuas.

A continuacién, el profesor propuso representar, de manera grafica, las funciones
propuestas para cada compafia de telefonia celular. En particular, el estudio matemético de
las funciones a trozos consideradas se centro en el analisis de funciones definidas a trozos
discontinuas en uno o dos puntos, pero en cada intervalo que define la rama de las funciones
el dominio es continuo.

Sin embargo, la funcién costo tiene dominio discreto para cada intervalo del dominio
que definen sus ramas. De esta manera, la comunidad de estudio se sumergié en la
problemética de como trazar la gréafica de c(t) [q4]. Los estudiantes decidieron qué técnicas
emplear para representar la funcién. Por ejemplo, el Grupo 2 realizé la grafica mediante el

empleo de GeoGebra® y mediante técnicas de lapiz y papel (Figura 10).
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Figura 10 — Produccion del Grupo 2
Fuente: Protocolo del Grupo 2
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Los estudiantes propusieron dos gréficas (Figura 10). El gréfico de la izquierda es
copia de lo realizado con GeoGebra®, y por la escala empleada se puede interpretar que la
gréfica c(t) es una recta paralela al eje de abscisas. Mientras que el grafico de la derecha fue
realizado con lapiz y papel. En este caso, los estudiantes dan indicios de interpretar el dominio
que corresponde a la situacion e indican puntos en vez de una funcion continua.

Algunos estudiantes no evidenciaron comprender el dominio de la funcion. Por
ejemplo, en el protocolo del Grupo 3 (Figura 11), los estudiantes construyeron la grafica de la
funcién costo para la compafiia Claro. La técnica empleada para construir la gréafica se basa en
la representacion de la funcidn en una tabla. Esta es construida de manera adecuada, siendo
que se consideran valores de tiempo naturales, pero al trazar la grafica, la representacion

resulta ser una funcién continua.

A’ T

.f)fr 41 7_],‘_ ,ir’\ ":J By he
Figura 11 — Produccién del Grupo 3
Fuente: Protocolo del Grupo 3

El EMP propuso discutir la propuesta de cada grupo y el estudio prosiguié a que los
alumnos realicen la gréfica para los planes de las tres compafiias y analicen los resultados
obtenidos en estudios anteriores durante la construccion del modelo. Esta tarea resulto ser
relevante, pues permitio que los estudiantes comprendan el comportamiento de funciones con
dominio discreto, y de qué manera las compafiias tasan las comunicaciones.

A continuacion, se retomd el estudio de la cuestion: p5: ¢Cuénto cuesta el segundo
para cada empresa? La comunidad de estudio aportd las siguientes respuestas:

Ag: Depende del plan.

Aq: Un segundo es igual a 0,0435.

EPM: ¢Pero si hablo 10 segundos?

Aqo: Lo que sale 30 segundos.

EPM: Pero me dicen lo que sale la llamada, ¢pero cuénto el segundo?
¢Cuanto 10 segundos?

Aus: Tenés que hacer 1,305 dividido 10 igual a 0,1305
Aus: Si lo multiplicés por 30 no te da.

EPM: ¢Te sale mas caro o barato?

Ai7: Cuanto mas hablas, te sale menos caro el segundo.
(Diélogo entre profesor y estudiantes, 2016).
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En principio, los estudiantes consideraban que el costo del segundo es el indicado por
las compafiias en la seccion de términos y condiciones, haciendo de p; una pregunta que
admite respuesta inmediata. Los estudiantes no lograban ingresar en la problematica de ps,
por lo que las intervenciones del EPM resultaron ser necesarias ayudas al estudio, para que
estos comprendieran cual es el costo del segundo y de qué manera depende segun el tiempo
de duracion de la comunicacién. Con el objetivo de profundizar el estudio, el EPM solicité a
los estudiantes que determinen una expresion que permita calcular el costo del segundo segun

la duracion de la Ilamada. Los alumnos obtuvieron expresiones como la siguiente (Figura 12)
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Figura 12 — Produccion del Grupo 14
Fuente: Protocolo del Grupo 14

Siendo que las ramas de la funcion costo medio se compone de funciones racionales,
el EPM definio este tipo de funcion porque no habia sido estudiado por los alumnos.

Con el proposito de continuar analizando la funcion relacionada al costo medio, el
EPM pregunt6: ¢Qué ocurre cuando aumenta el tiempo? [gs] Los estudiantes analizaron la
expresion de la funcion, pudiendo concluir que cuando aumenta la duracion de la llamada, el

costo del segundo disminuye. Como las respuestas obtenidas resultaban incompletas, el EPM
propuso estudiar el comportamiento de la funcién f(x) = 017350 que corresponde a la primera

rama de la funcion costo medio de la compafiia Claro.

En primer lugar, el EPM propuso analizar, de manera descontextualizada, la funcién,
realizando la grafica de la misma mediante el estudio de tablas de valores. Algunos
estudiantes realizaron la gréafica mediante Geogebra® y otros mediante lapiz y papel. Este
estudio descontextualizado permitio que los alumnos comprendan el comportamiento de la
funcion para luego retomar el analisis de la funcion costo medio.

Finalmente, el EPM propuso estudiar tareas vinculadas al analisis de funciones
racionales. Estas hacen referencia a los siguientes tipos de tarea: T1o: Establecer el dominio de

validez de expresiones racionales; Tii: Establecer la imagen de funciones racionales; Ti2:
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Hallar puntos de interseccién de funciones racionales con los ejes de coordenadas; Tia:
Representar graficamente funciones racionales; Ti4: Establecer intervalos de positividad y
negatividad de funciones racionales; Tis: Hallar la expresion de funciones racionales
representadas graficamente.

El estudio se concluyé con el analisis de la funcién racional involucrada en la funcion
costo medio. Si se profundiza en el andlisis, el estudio comprenderia nociones de limite de
funciones, como indicamos en el MPR. Estas nociones se proponen estudiar en sexto afio de
la escuela secundaria argentina. Por estas restricciones, el EPM concluyo el andlisis de la
funcién costo medio en esta instancia.

Durante el desarrollo de diez sesiones el EPM gestion6 el estudio de g, y las
cuestiones derivadas. En varias oportunidades el EPM tuvo la necesidad de distanciar el
estudio del eje central de q,, y profundizar en el analisis de nociones matematica, para aportar
respuesta a las preguntas: p,, pz Y p; Yy a sus derivadas (p, 1, P22, 43, 94, 9s). Por esta razon,
se decidié que en la Gltima sesion los estudiantes aborden una situacion que recupere el
estudio de g, y aporten respuesta habiendo emprendido una vasta exploracion de los planes

que ofrecen las tres compafiias. A continuacion indicamos la situacion final (Figura 13).

Un cliente quiere contratar una compaiiia de telefonia celular. Realiza un informe que

le permita al cliente tomar decisiones teniendo en cuenta sus posibles necesidades.

Para redactar el informe tener en cuenta las preguntas que surgieron a partir de la
cuestion, ;Qué compariia de telefonia mévil nos conviene contratar segin nuestras
necesidades? Por ejemplo: ;Cudl es el crédifo mdxime? ;Cudnto estoy dispuesto a
pagar? ;Utiliza mds los mensajes de textos que las llamadas? ;Qué beneficios tiene
cada empresa? Entre otras. Justificar, en lo posible, a partir de los conceptos

matemdticos estudiados.

Figura 13 — Situacién final
Fuente: Elaboracion del investigador

Esta ultima tarea generd que la comunidad de estudio realizara conjeturas de posibles
clientes y formulara posibles decisiones a tomar. La propuesta de los alumnos recuperé lo
realizado desde el inicio del estudio, profundizando en la utilidad de la matematica para el

analisis de la situacion.

6 Conclusiones

El trabajo describe resultados de la implementacion de un DD por un EPM en clases

habituales de matematica, de una escuela secundaria en Argentina. EI DD tiene la
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particularidad de permitir realizar gestos propios de la pedagogia de la investigacion. El

propdsito de la investigacion es responder las siguientes preguntas: ¢Qué condiciones y
restricciones tiene que afrontar el EPM para gestionar el DD? ¢ Qué gestos de la pedagogia de
la investigacion puede realizar la comunidad que el EPM dirige?

La situacion inicial q, generd gran interés en el grupo de estudiantes. Lo atribuimos a
que remite a una situacion actual y de interés social. El estudio fue rico en el conjunto de
preguntas derivadas, transitando de esta manera uno de los gestos fundamentales de la
pedagogia de la investigacion: la dialéctica del estudio e investigacion.,

La formulacion de preguntas es de vital importancia en este tipo de estudio y el EPM
logré que el grupo formulara y estudiara las propias. Las ayudas al estudio ofrecidas por el
EPM fueron fundamentales para avanzar y sostener la problematizacion de la situacion inicial.
Los estudiantes de la escuela secundaria que participaron de la investigacion estan habituados
a una ensefianza tradicional e instantanea de la matematica, donde las tareas tienen respuestas
Unicas e inmediatas. Esta es una de las condiciones y restricciones fundamentales que tuvo
que afrontar el EPM para gestionar el estudio.

A pesar de que el analisis de las preguntas derivadas de g, fue regulado por el EMP,
los alumnos asumieron la responsabilidad de bulsqueda de respuesta, proponiendo y
estudiando situaciones concretas. Las respuestas fueron validadas por la propia experiencia y
conocimientos de los estudiantes y por la constatacion entre los grupos de trabajo y el EPM.
Esto ultimo se corresponde con uno de los gestos propios de la pedagogia de la investigacion:
la dialéctica del colectivo y el individuo. Esta fue transitada de manera parcial, porque el
medio de estudio si bien fue gestado a partir de la propuesta de cada pequefio grupo, los
estudiantes compartieron las mismas respuestas, recorriendo las mismas praxeologias.

Durante el estudio dirigido por el EPM, la matematica surgié como una necesidad para
dar respuesta a la situacion inicial y condujo a reencontrar la funcionalidad de algunas
praxeologias estudiadas por los alumnos en afios anteriores tales como: funcién constante,
funcion lineal, estimacion por redondeo y truncamiento, ecuaciones e inecuaciones lineales,
dominio continuo. El estudio también exigio que los alumnos recorrieran nuevas praxeologias
para ellos, relativas a: funcion racional, funcion definida a trozos, funcién techo, funcion piso,
dominio discreto, funcién continua y discontinua. En particular, las nociones: funcion definida
a trozos, funcion techo y funcién piso, no son propuestas para ser estudiadas en el disefio
curricular de la escuela secundaria.

Las praxeologias matematicas recorridas durante el estudio no cubren totalmente las
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praxeologias que proyectamos recorrer en el MPR. Por restricciones institucionales, tales
como el disefio curricular vigente y el espacio temporal cedido, el EPM no pudo ampliar el
estudio de praxeologias necesarias para profundizar en el andlisis. Estas praxeologias se
refieren a estadistica descriptiva y limite de funciones en el infinito.

Durante la direccion del estudio, se alternaron instancias mas liberales y otras mas
arbitrarias. Las instancias liberales corresponden a los momentos de formulacion de preguntas
derivadas de q,. Esto incluso cuando el EPM indic6 como profundizar en el analisis de g, y
las cuestiones derivadas, aportando nuevas preguntas para profundizar en la exploracion del
estudio. Aqui, las decisiones tomadas fueron fruto de la deliberacion colectiva, bajo la
supervision del profesor.

Mientras que el estudio se tornd de caracter arbitrario en las instancias donde el EPM
requirié el estudio de tareas matematicas puntuales. Fue quien decidié qué tareas puramente
matematicas estudiar sobre: funcion techo, funcién piso, funcion definida a trozos y funcion
racional. Asi también, con qué nivel de profundizacion de acuerdo a la formacion previa de
los estudiantes. Esto hizo que la dialéctica de entrar y salir del tema y la dialéctica de las cajas
claras y negras fueran dirigidas totalmente por el EMP. Atribuimos esto a la inexperiencia
docente del EMP, la restriccion temporal, la necesidad de cumplir con un disefio curricular, las
tareas proyectadas para el estudio propuestas por el profesor que cedié el espacio y el sistema
evaluativo imperante en la institucién, que exigié contar con una evaluacion tradicional para
acreditar a los estudiantes.

Nuestros trabajos contintan enfocandose en formar EPM en el estudio y gestion de
dispositivos didacticos en los que la matematica recupere su funcionalidad. Si bien, el DD
gestionado en este trabajo no es un REI abierto, permite transitar algunos de los gestos
propios que involucra una ensefianza por investigacion por EPM (quienes no son expertos en

la TAD), en las condiciones actuales de la escuela secundaria Argentina.
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