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Resumo

Neste artigo analisamos, com base num quadro tedrico sobre a comparacdo multiplicativa, a evolugdo conceitual
de Bruno, aluno do 6.° ano (11 anos), focando-nos na articulacdo adaptativa e flexivel de conceitos, estratégias,
relagcGes numéricas, propriedades das operaces e representacfes. O modo como explora as cinco tarefas propostas
no &mbito de uma experiéncia de ensino indica-nos que a construgdo conceitual da comparacdo multiplicativa de
Bruno se situa na ligagdo entre fator multiplicativo e raz8o escalar. O seu conhecimento sobre 0s nimeros e as
suas relacbes permite-lhe usar diferentes representagdes dos racionais na traducéo das estratégias que implementa.
Estas variam entre aditivas e multiplicativas e, nas dltimas, predomina a utilizagdo da linha numérica dupla com
apenas dois pontos. A andlise da evolugdo de Bruno valida e amplia o quadro conceitual tedrico adotado
inicialmente.

Palavras-chave: Comparacdo multiplicativa. Estratégias de resolucdo. Representacdes. Flexibilidade.

Abstract

In this article we analyze, based on a theoretical framework on multiplicative comparison, Bruno’s conceptual
evolution, a student of the 6th grade (11 years), focusing on the adaptive and flexible articulation of concepts,
strategies, numerical relations, properties of operations and representations. The way he explores the five tasks
proposed in a teaching experiment indicates that the conceptual construction of Bruno's multiplicative comparison
lies in the connection between the multiplicative factor and the scalar ratio. His knowledge of humbers and their
relationships allows him to use different representations of rational ones in translating the strategies he implements.
These vary between additive and multiplicative, and in the latter, the use of the double number line with only two
points predominates. The analysis of Bruno's evolution validates and expands the theoretical conceptual
framework adopted initially.

Keywords: Multiplicative comparison. Resolution strategies. Representations. Flexibility.
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1 Introducao

A proporcionalidade engloba, sob o ponto de vista do ensino e da aprendizagem, muitas
vertentes suscetiveis de serem aprofundadas. Uma delas diz respeito a compreensao da
evolucdo conceitual da comparagao multiplicativa.

A comparacao multiplicativa ¢ considerada um aspecto relevante da proporcionalidade
e surge alicer¢ada na construgdo dos conceitos de fator multiplicativo, razao e proporcao. As
conexoes entre compreensao de conceitos, especificamente de comparagdo multiplicativa, e
estratégias de resolucdo e representacdes, suportadas nos nimeros envolvidos e suas relagdes e
nas operagoes e suas propriedades, foram, até o momento, pouco estudadas e assumem neste
trabalho um papel relevante.

O objetivo deste artigo ¢ caracterizar o modo como Bruno evolui na comparagdo
multiplicativa, entendida como uma articulagdo adaptativa e flexivel de conceitos, estratégias,

relagcdes numéricas, propriedades das operagdes e representacdes.

2 Comparacio multiplicativa

As estruturas multiplicativas surgem como uma etapa posterior das estruturas aditivas e
da necessidade de resolver problemas a que estas nao dao resposta. Sdo entendidas, além da
opera¢ao multiplicagdo, como aquelas que incluem a divisdo por numeros diferentes de zero.
As relagdes entre estas duas operacdes permitem, segundo Long, Dunne e Craig (2010),
relacionar os conceitos de fragdo, razdo, proporcao, rate (taxa), decimal e percentagem. A
multiplicidade de conceitos e as suas relagdes justificam, em parte, a complexidade do tema
proporcionalidade no qual a comparagdo multiplicativa € considerada como um aspecto
relevante da sua consolidacao.

Ao referirmo-nos a fator multiplicativo, fazemo-lo na acepcdo de niimero racional
(inteiro ou ndo inteiro) considerado como um operador que altera ou transforma um outro
nimero ou quantidade, aumentando-o/a ou diminuindo-o/a (FREUDENTHAL, 2002; NCTM,
2010).

O conceito de razdo ¢ definido como uma relacdo de comparagdo multiplicativa entre
duas grandezas ou dois sistemas de medida (KILPATRICK; SWAFFORD; FINDELL, 2001) ou
como o resultado de comparar multiplicativamente duas quantidades (THOMPSON, 1994).

A razdo classifica-se em: (i) interna ou escalar, ou razdo “em”, se as grandezas

(magnitudes, no original) que a constituem partilham o mesmo espago ou sistema de medida;
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(i1) externa ou funcional, ou razdo “entre”, quando ¢ composta por grandezas de diferentes
espacos de medida. No entanto, a razao pode ir além desta classificacdo e ser interpretada, num
contexto fenomenoldgico, como um quociente em que a razdo interna € um numero
(comparagao multiplicativa) e a razdo externa ¢ uma grandeza diferente das iniciais (unidade
composta) (FREUDENTHAL, 2002; NCTM, 2010).

A evidéncia de formacao de uma unidade composta surge com frequéncia na acao de
repeti-la ou de dividi-la em partes iguais e, se pensarmos em situagdes ligadas a vida real,
surgem varios tipos de unidades compostas: a velocidade (razao entre as medidas das grandezas
distancia e tempo); o declive de uma rampa (razio entre as medidas de altura e comprimento
da base da rampa); o sabor do refresco (razdo entre as medidas de grandeza de concentrado de
sumo e de agua, por exemplo).

Considerar um determinado valor como uma razdo evidencia, como defendem
Thompson e Saldanha (2003), a a¢do de medir, uma vez que a medi¢do de grandezas ¢ ecla
propria um processo de comparagao e, por isso, “a ideia de razao esta no coracdo da medi¢ao”
(p. 15).

A partir do conceito de razdo surge o de proporc¢ao, considerada uma igualdade entre
duas razdes, ou seja, uma relacdo entre relagdes multiplicativas. Compreender que “quando
duas quantidades se relacionam proporcionalmente, a razdo de uma relativamente a outra ¢
numericamente invariante quando ambas as quantidades mudam através de um mesmo fator”
(NCTM, 2010, p.11) permite efetuar conexdes entre razao, propor¢ao e raciocinio proporcional.

No desenvolvimento do raciocinio proporcional podemos considerar, entre outros, trés
importantes aspectos (KILPATRICK et al., 2001; LAMON, 2007; NCTM, 2010): a consciéncia
de que existe uma comparacdo relativa e ndo absoluta, ou seja, temos uma comparagao
multiplicativa e ndo aditiva; a ideia de que numa proporcao os valores indicados nas razdes
podem ser alterados, mas a relacdo multiplicativa entre eles mantém-se; a construgdo de
unidades compostas, expressas atraveés de tantos destes para tantos daqueles, ou unidades de
unidades, em que a partir dai € possivel gerar um numero infinito de razdes iguais, basta para
tal considerar as respectivas sequéncias de multiplos das duas quantidades envolvidas.

Os aspectos conceituais do raciocinio proporcional, mesmo numa fase embrionaria da
aprendizagem, evidenciam-se também, de acordo com Cramer e Post (1993), Kilpatrick et al.
(2001) e Lamon (2007), pelo tipo de problemas a resolver: problemas de comparagdao numérica
(dadas duas razdes averiguar qual delas ¢ maior ou menor); problemas de valor omisso (sdo
dados trés dos valores de uma propor¢do e procura-se o outro) e problemas de comparagao

qualitativa (avaliar numa razdo o efeito de uma mudanga qualitativa em uma ou ambas as
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quantidades que a integram).

Os problemas devem surgir em contextos diversificados, com auxilio de representagdes
fisicas ou esquematicas e fazer apelo a uma traducao simbodlica em linguagem matematica.
Seguindo estas ideias, Galen, Feijs, Figueiredo, Gravemeijer, Herpen e Keijzer (2008) propdem
uma trajetéria de ensino e aprendizagem das proporgdes alicercada, entre outros, na exploragao
de tabelas de razdes e de comparagdo proporcional, abordagem que adotamos, em parte, para
este trabalho.

Na evolugao conceitual da comparagao multiplicativa comeca-se por considerar apenas
um campo de medida (razdo interna ou escalar). Posteriormente, tem-se em conta dois campos
de medida (razio externa ou funcional) e, por tltimo, considera-se a comparagdo como uma
funcao linear (Figura 1). Em simultdneo, o conceito de fator multiplicativo evolui para
coeficiente de proporcionalidade que, na sua interpretagdo grafica, representa o declive de uma

reta.

Comparagdo funcional
(fungdo linear)

1

Comparagdo multiplicativa
em dois campos de medida

1

Comparagdo multiplicativa
num campo de medida

Figura 1 — Evolugao conceitual da comparacdo multiplicativa
Fonte: Autoria propria (2018).

3 Flexibilidade: do uso a construcio de estratégias

O modo como se entende flexibilidade ndo ¢ undnime em varias investigacoes ja
efetuadas, principalmente no que se refere a flexibilidade de estratégias de resolucao. Alguns
autores distinguem flexibilidade de adaptabilidade, outros consideram-nas sinénimos. Em
muitas das investigacdes, flexibilidade surge ligada a 4reas relacionadas com calculo aritmético
ou algébrico e, em particular, com o calculo mental. O corpo de conhecimento sobre as
caracteristicas da flexibilidade na utilizagcdo de estratégias baseia-se em estudos que analisam
situacdes de calculo desprovidas de contexto e que permitem, por isso, evidenciar o que se faz
com os numeros € como se pensam os numeros nas relacdes entre si e no seu papel operativo.

A flexibilidade na utilizacdo de estratégias relaciona-se com multiplicidade (multiplos
procedimentos na resolugdo de um conjunto de problemas) (BERK; TABER; GOROWARA;
POETZL, 2009; RITTLE-JOHNSON; STAR, 2007; SELTER, 2009; SOWDER, 1992),
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versatilidade (utilizar multiplos processos de resolu¢do de um dado problema) (BERK et al.
2009) e eficiéncia (escolher um, de entre varios métodos, com base na competéncia relativa)
(BLOTE etal., 2001 in BERK et al., 2009; ROBINSON; LEFEVRE, 2012; STAR; NEWTON,
2009)

Para esta coexisténcia entre multiplicidade e versatilidade, Verschaffel, Luwel, Torbeyns
e Van Dooren (2009) defendem que ¢é preciso considerar dois tipos de pericia bastante
diferentes. Por um lado, possuir uma pericia de rotina (routine expertise, no original) permite
resolver problemas rotineiros de forma rapida e eficiente, utilizando procedimentos que se
automatizaram; por outro lado, ser detentor de uma pericia adaptativa (adaptive expertise, no
original) permite compreender como e porque funcionam os procedimentos e ser capaz de
modifica-los e adapta-los, a medida que as condi¢gdes do problema se alteram. Possuir pericia
adaptativa significa, por isso, ndo estar limitado a regras ou procedimentos e ter acesso a muitas
formas de encontrar com sucesso uma solugao.

Relativamente a flexibilidade de estratégias de resolucdo, mais especificamente de
estratégias de calculo mental, Threlfall (2009) discorda que elas sejam utilizadas e defende que
sejam construidas, no sentido que ndo sdo selecionadas de uma colegdo e depois aplicadas, mas
sdo sim de natureza emergente. Os numeros do problema nao sdo considerados para influenciar
a estratégia, mas sim para decidir o que fazer a seguir e, como ele refere, “a estratégia de calculo
nao foi selecionada e aplicada, foi aparecendo” (p. 548), ou seja, o processo cognitivo de calculo
mental na flexibilidade de estratégias ndo considera os nlimeros do problema para decidir sobre
a estratégia de calculo a aplicar, pelo contrario, considera os nimeros do problema e chega a
uma estratégia de calculo.

A estratégia ndo ¢ o que foi feito considerado como um todo, embora possa ser
reconstruida como tal, mas antes uma construcdo passo a passo. A este processo, Threlfall
(2009) designa como “zeroing-in” e define-o através do perceber aspectos dos nlimeros e das
relagdes entre eles, de um modo de descoberta, quase ndo consciente. Esta caracterizagdao
permite afirmar que, quanto maior for o conhecimento dos nimeros, das suas propriedades e
relacdes (como os podemos decompor, aproximar, combinar, substituir, etc.), € do seu papel a
nivel operativo, mais op¢des dominamos e mais facilmente construimos a nossa estratégia.

A flexibilidade de célculo mental, considerada como uma agio apropriada de agir
perante um problema, Rathgeb-Schnierer ¢ Green (2013) acrescentam a ideia de que apenas
uma combina¢do dindmica entre meios estratégicos (composi¢do e decomposi¢do de nimeros,
uso de analogias entre as diferentes ordens na representacao dos numeros, ...), caracteristicas

dos problemas, padrdes numéricos e suas relagdes a permite evidenciar. Neste trabalho aliamos
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as ultimas propostas destes autores com as de Threlfall (2009) para considerarmos que o uso
flexivel de estratégias (entendidas como procedimentos de célculo) € visto como um processo
dinamico que vai progressivamente se definindo.

A discussdo em torno da flexibilidade na construgdo de estratégias desenvolve-se ainda
na relagdo entre conhecimento conceitual (compreender porque fazer) e de procedimentos
(saber como fazer), na influéncia que cada um determina no outro € no quanto ambos sdo
imprescindiveis para a compreensao matematica.

Sfard (1991) defende que, na constru¢do do conhecimento matematico, os termos
estrutural (conceito) e operacional (processo) apresentam-se inseparaveis e sao, como ela
propria afirma, “facetas de uma mesma coisa” (p. 9). Alega que devemos lidar com esta
dualidade e Gray e Tall (1994) reforcam-na e sugerem “pensamento proceptual” caracterizado
como “a capacidade de manipular o simbolismo de forma flexivel ou como processo ou como

conceito, alternando livremente diferentes simbolos para o mesmo objeto” (p. 7).

4 Representacoes na comparacao multiplicativa

Na aprendizagem e no ensino da Matematica as representagdes tém vindo a adquirir um
papel de relevo e sdo tidas como elementos essenciais na compreensdo de conceitos, de
procedimentos e de relagdes entre ambos (NCTM, 2007).

A um nivel macro, Bruner (1964) classifica as representacdes como: ativas, iconicas e
simbolicas. Igualmente a este nivel, Thomas, Mulligan e Goldin (2002) consideram que existem
trés tipos fundamentais de sinais ou caracteres que surgem como componentes nas
representacdes produzidas pelos alunos na resolugdo de tarefas: pictéricos, icOnicos e
simbolicos. Para estes investigadores, representagdes pictoricas sdo definidas como desenhos
de objetos que podem, ou ndo, ser acompanhados por uma descricdo oral. Representacdes
iconicas sdao definidas de forma a englobarem registros de marcas, quadrados, circulos ou
pontos numa traducdo menos realista que as anteriores. Representacdes simbolicas sao
evidenciadas pelo uso predominante de numerais e outros simbolos matematicos e podem surgir
na reta numérica, numa matriz, numa régua ou numa coluna vertical.

Tendo em conta o foco deste trabalho, estas classificagdes globais nao sdo, no entanto,
suficientemente finas. Por exemplo, a representagdo simbolica tanto pode incluir a adi¢ao de
parcelas iguais como a multiplicacdo, aspectos que revelam diferentes niveis de compreensao
relativamente a evolucdo conceitual da comparacdo multiplicativa. Optamos, por isso, por

adaptar as representacdes propostas por Greer (1992), focando-nos nas que dizem respeito a
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compara¢do multiplicativa (adi¢do de parcelas iguais, tabela de razdes/linha numérica dupla

(relagdes escalar e funcional) e grafico).

5 Metodologia de investigacao

Este artigo incide sobre parte de um estudo mais amplo, conduzido pela primeira autora,
cujo objetivo ¢ compreender o modo como alunos do 6.° ano desenvolvem a comparagdo
multiplicativa, relacionando as representagdes ¢ os procedimentos que utilizam com as
caracteristicas dos niumeros envolvidos e com as propriedades das operagdes. O estudo insere-
se numa metodologia de investigacdo baseada em design (GRAVEMEIJER; COBB, 2006), na
modalidade de experiéncia de ensino e aprendizagem na sala de aula (COBB; CONFREY;
DISESSA; LEHRER; SCHAUBLE, 2003).

A preparagdo, primeira das trés fases da experiéncia de ensino e aprendizagem, engloba
a clarificacdo do que se pretende estudar e operacionaliza uma teoria local de ensino e
aprendizagem (GRAVEMEIJER; COBB, 2006) que engloba a planificacdo de um conjunto de
tarefas, organizadas numa sequéncia a explorar na sala de aula e uma hipotética antecipacao no
modo como os alunos poderdo raciocinar e que conceitos e procedimentos poderdo utilizar. No
caso em questdo, as tarefas podem ser genericamente consideradas fechadas, tipo problema
(PONTE, 2005), e foram propostas numa sequéncia pensada a partir de uma evolugdo dos
conceitos / procedimentos de comparagdo multiplicativa, surgindo como introdugdo ao
conteudo curricular Proporcionalidade direta.

A segunda fase da experiéncia de ensino e aprendizagem decorreu em dois ciclos de
experimentacdo, no inicio dos anos letivos 2015/16 e 2016/17, em duas turmas de duas escolas
basicas, situadas em dois distritos do continente portugués. Por questdes de natureza ética, as
escolas nao sdo identificadas e, quer as professoras, quer os alunos surgem com nomes ficticios,
tendo em vista manter o seu anonimato e privacidade.

Este artigo reporta-se a uma parte da terceira fase, realizagdo de andlise retrospectiva do
segundo ciclo de experimentacao, que envolveu sete aulas de 90 min, nas quais as tarefas foram
desenvolvidas de uma forma intercalada com a tematica que estava a ser lecionada, uma vez
que a professora entendeu ndo alterar a planificagdo anual do departamento para ndo criar muito
desfasamento entre os alunos, tendo em atencdo a op¢ao pedagodgica em vigor na propria escola.

Os dados foram recolhidos a partir das produgdes escritas dos alunos (entregues no final
de cada aula e digitalizadas) e das transcri¢des integrais das gravagdes video das aulas. Nao

houve da parte das autoras do artigo qualquer participacao a nivel da exploragdo das tarefas na

Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 64, p. 568-590, ago. 2019 574



ISSN 1980-4415
Er DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n64a06

sala de aula.

Neste artigo focamo-nos em um aluno, Bruno (11 anos), que participou no segundo ciclo
de experimentacgdo. Este aluno mostrou empenho, revelou-se o impulsionador do trabalho no
grupo a que pertencia e as suas muitas intervencoes orais, quando da discussdo em grande
grupo, permitem complementar os seus registros escritos da resolucao das tarefas propostas.

A andlise de dados incide na descri¢do pormenorizada dos registros escritos de Bruno e
nas suas intervencoes orais, identificadas nas transcrigdes das gravagdes em video das aulas em
que foram propostas as cinco tarefas da experiéncia de ensino e aprendizagem. Na analise da
evolucdo conceitual de Bruno ao nivel da comparagao multiplicativa, usamos um conjunto de
categorias, baseadas na literatura ¢ numa primeira analise de dados, no qual articulamos
(Quadro 1) as suas ideias de comparar multiplicativamente com: (i) estratégias de resolucao;
(i1) relagdes numéricas e propriedades das operagdes; (iii) representagoes.

A adaptabilidade/flexibilidade ¢ assinalada pelas relagdes horizontais entre as colunas
(1), (i) e (iii), de sentido duplo, e pelas articulacdes verticais, de sentido de baixo para cima,

que simbolizam o desenvolvimento conceitual de um nivel a outro.

EVOLUCAO (i) ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO (ii) RELACOES NUMERICAS E (iii) REPRESENTACOES
CONCEPTUAL PROPRIEDADES DAS
OPERACOES
Comparagio
funcional Interpretagio do coeficiente de proporcionalidade como declive de uma reta, Relagdes entre niimeros negativos e Gréfico
(fungdo linear) | | positivos | |

Uso da razfio entre as quantidade de dois campos de medida como o fator de * Relagdes numéricas multiplicativas Tabela de razdes / linha
proporcionalidade (coeficiente de proporcionalidade) (entre diferentes representagdes de numérica dupla
nimeros racionais) (relagdes funcionais)

Comparagio
multiplicativa
(em dois campos
de medida)

i

Comparagio
multiplicativa
(em um campo
de medida)

* Propriedades da multiplicagio

* Relagdo inversa entre a Tabela de razdes / linha
Uso de niimeros racionais (inteiros e nfio inteiros) como fator para r ou Itiplicagdo e a divisdo numérica dupla
diminuir quantidades (raciocinio escalar) (relagdes escalares)

Uso de duas sequéncias de adigdes de parcelas iguais tendo em conta as relagdes Contagem usando 0 mesmo nimero Duas adigdes de parcelas
proporcionais entre as duas quantidade (raciocinio escalar) nidades compostas iguais articuladas

Quadro 1 — Estratégias de resolucao, relagdes numéricas, propriedades das operacgdes e representacdes
associadas a evolugdo conceitual da comparacao multiplicativa
Fonte: Autoria propria (2018).

6 Comparacao multiplicativa: as resolucoes de Bruno

6.1 Tarefa 1: Misturas de chocolate’

Nesta tarefa (Figura 2), Bruno escolhe para a sua mistura 30 pastilhas de chocolate

! Concecdo da tarefa: Jean Marie Kraemer, 2015 (Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspectos
criticos).
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branco e 25 de chocolate de leite (Figura 3). Quando identifica o frasco de tamanho S, parece
fazé-lo no pressuposto de que deve esgotar as pastilhas da sua mistura e de que todos os frascos
devem ter a mesma quantidade. Como ambos os numeros (30 e 25) sdo multiplos de 5, Bruno
apresenta cinco frascos de tamanho S cuja composi¢ao €, pois, 6 pastilhas de chocolate branco

e 5 de leite.

Imagina que vais abrir uma loja de chocolates. Um dos produtos da loja serd pastilhas de
chocolate vendidas em frascos de diferentes tamanhos.
Ha trés tipos de pastilhas de chocolate: branco, de leite e preto.

o i

Escolhe dois tipos de pastilhas de chocolate e faz uma mistura a teu gosto. Regista-a de tal forma
que o teu colega a consiga interpretar.

As pastilhas podem ser vendidas em frascos de quatro tamanhos diferentes — Small (S),
Medium (M), Large (L) e Extra Large (XL).

~ 2P
] [wm} i

Com a tua mistura, inventa a quantidade de cada tipo de pastilhas de chocolate que deverias
colocar num frasco de tamanho S. Regista a tua resposta e discute-a com o teu colega.

Escolhe outros dois frascos de tamanhos diferentes e determina a quantidade de cada tipo de
pastilhas de chocolate em cada um. Regista as tuas respostas e discute-as com o teu colega.

Figura 2 — Tarefa 1: Misturas de chocolate
Fonte: Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspectos criticos (ndo publicado).

Opera em dois campos de medida (pastilhas de chocolate branco e de leite) e as
representacdes usadas sdo do tipo icOnico (tragos simples que representam frascos, pouco
realistas) e simbolico (duas adigdes de parcelas iguais, registradas horizontalmente). As duas
igualdades traduzem, por isso, o total de pastilhas de chocolate de cada tipo que foi escolhido
30:5=6

para a sua mistura (Figura 3). No verso da folha, Bruno escreve S e confirma, mais uma

vez de uma outra forma, as quantidades escolhidas para cada frasco.

Frasco de tamanho S

UIRSIRYNY,

6 QAM” C B @’\cl{/\/\( o ~ o 4 (2)/\."'“"( o ,() ; ’CL,‘\L‘(M‘ (3
9 &;—b -\"‘ . L)&-‘«&«L ) Q’z,xu s‘ 0. .i S - Mm /XF;'
6+G8 + 64+ 6 r6=2%0
4 525+0 +5=23§

Figura 3 — O frasco de tamanho S de Bruno (T1-P2)
Fonte: Dados da investigacdo, ndo publicados (2016).
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Relativamente ao frasco de tamanho L (Figura 4), Bruno retne todas as pastilhas num
frasco, que assume como representando este tamanho, e indica ao lado a quantidade de cada

tipo de pastilhas, separando-as por um trago.

Frasco de tamanho_|_

3o \
S
25

Figura 4 — O frasco de tamanho L de Bruno (T1-P3)
Fonte: Dados da investigag@o, ndo publicados (2016).

Embora esta representagdo esteja formalmente associada a simbologia de fracao ou de
razao, ndo parece ser entendida com tal. De fato, Bruno usa uma representacao que resume os
resultados das duas adigdes anteriores, sem evidéncia de comparar as componentes do frasco
de tamanho L em termos de uma razdo 30 pastilhas de chocolate branco para 25 pastilhas de
chocolate de leite. Para obter a quantidade de pastilhas do frasco de tamanho XL, Bruno aplica
o procedimento X2 a ambos 0s nimeros anteriores € expressa o conceito o dobro de, ja do seu
conhecimento. Esta interpretagdo ¢ confirmada pela representacao da Figura 5, em que para ele,

0s objetos a relacionar sdo apenas os numeros inteiros 30 e 60 (30 X 2 =60) e 25 ¢ 50 (25 x 2

30
=50), e ndo a razao E . Ndo sente, por isso, necessidade de escrever @ = @

50

Lo

L
O
X

U]
!

25 KA = ‘5&

Figura 5 — A estratégia de Bruno para obter o frasco de tamanho XL (T1-P3)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2016).

A tabela de razdes ¢ introduzida pela professora, como sumula da discussao da resolugao
da tarefa 1, e Bruno constroi a sua corretamente, registrando as suas escolhas anteriores (Figura
6). Completa-a com arcos, ndo direcionados, de ligacdo da primeira coluna (a mistura que
escolheu) com as restantes. Legenda dois deles com os procedimentos relativos apenas a
quantidade de pastilhas de chocolate de um tipo, embora os valores referentes a quantidade do
outro tipo de pastilhas estejam também corretos. Utiliza, como fatores multiplicativos, os

nimeros inteiros 5 e 2, no primeiro caso divide por 5 (:5) e, no segundo, multiplica por 2 (x2).
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6
)

O
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Figura 6 — A tabela de razdes de Bruno (T1)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2016).

Em sintese, inicialmente Bruno apresenta um raciocinio do tipo: se retirarmos
repetidamente, o mesmo numero de vezes, um certo numero de pastilhas de chocolate branco e
um certo numero de pastilhas de chocolate de leite, vamos manter a mistura. Depois, esta
maneira de raciocinar ¢ substituida por: se multiplicarmos (ou dividirmos) a quantidade de cada
tipo de pastilhas de chocolate por um mesmo numero, obtemos um frasco com uma quantidade

maior (ou menor) e mantemos a mistura (Autoria propria, 2018).

6.2 Tarefa 2: Redimensionar?

Actarefa 2 ¢ explorada no contexto de um universo continuo (desenho da Rita) que incide
no uso do coeficiente de proporcionalidade que ¢ a razdo de semelhanca de duas figuras. Na
questdo 1 pede-se para comparar o desenho ORIGINAL (O) com as reprodugdes A, B, C e D
feitas por Rita® (Figura 7).

Figura 7 — Tarefa 2: Redimensionar (quatro imagens do mesmo desenho)
Fonte: Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspectos criticos (ndo publicado).

2 Concecdo da tarefa: Jean Marie Kraemer, 2015 (Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspectos
criticos).
% Cada grupo tinha a sua disposicio uma colegdo de imagens identificadas por ORIGINAL, A, B, Ce D.
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Bruno nao percebeu que deve analisar simultaneamente dois aspectos: (i) se o original
¢ deformado, ou ndo (razdo interna); (ii) se aumenta ou diminui (fator de ampliagdo ou de
redugdo). Comeca por tentar descobrir quantas vezes O cabe em B, preenchendo a figura B com
a unidade O:

Bruno — Aqui na original e na B eu acho que ... que a ... a [pega em O] ... aqui na original, cabe
trés vezes a original [coloca-a em cima da figura B] para fazer a B. Fazemos uma aqui [coloca
O em cima de B, de forma a coincidirem os lados a esquerda e as bases, respetivamente], depois,
a segunda aqui [desliza O para a direita] e, depois eu pensei assim, dividimos isto ao meio
[figura O] e pomos uma metade aqui [indica na figura B a parte que sobra por cima da O] e a
outra metade aqui [indica na figura B a parte que sobra, ao lado do anterior].

(Diélogo 1 entre a professora e Bruno, 2016).

Alertado pela professora, Bruno foca-se depois na comparagdo dos elementos
constituintes de cada imagem e na sua forma, que umas vezes se mantém e outras ndo. Justifica
esta situagdo com o efetuar, ou ndo, um procedimento no programa Paint que identifica como
“aumentar ou diminuir na diagonal ”. Nas suas palavras, colocar o cursor num dos vértices da

’

imagem e movimentd-lo permite que ela fique “foda direitinha” ou, caso contrario,
“desformatada”, ou seja, respectivamente, semelhante a O ou ndo.

Nesta parte da tarefa, na janela do programa Paint, Bruno associa “redimensionar 150%
na horizontal e na vertical, mantendo a propor¢do”, com “ampliar uma vez e meia” e usa 15

como fator.
Na ultima parte da tarefa (Figura 8) Bruno indica corretamente, na sua folha de resposta,
que a maior ampliacao possivel do desenho da Rita, na folha de papel A4, ¢ um quadrado (para

“manter a forma’’) com a medida de lado igual a 21 cm.

Como |4 sabes, as dimensdes do desenho original da Rita s30 6 cm x & cm.
1. Determina as dimensdes da maior reproducio do desenho da Rita (imagem semelhante)
gue pode ser impressa numa folha de papel fotografico de tamanho Ad.

2. Compara as dimensdes que indicaste relativamente as dimenstes do desenhoda Rita.

Regista a seguir a tua maneira de raciecinar e os calculos que fizeste.

Figura 8 — Comparar dimensoes (T2)
Fonte: Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspectos criticos (ndo publicado).

Usa o lado de O como unidade de comprimento para medir o lado do quadrado
(6+6+6+3 (metade de 6)) e traduz aditivamente esta medigdo usando um misto de

representacdo iconica e simbodlica (Figura 9).
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Figura 9 — Decomposicdo aditiva de 21 (T2-P4)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2016).

Em sintese, Bruno compreende que redimensionar uma figura ndo envolve, como
pensou inicialmente, comparar dreas. Passa a trabalhar focando-se nas dimensoes das figuras,
percebendo que para obter uma figura ndo deformada deve multiplicar a largura e o
comprimento de O por um mesmo numero (Autoria propria, 2018) e usa fatores escritos sob a
forma de numeral misto, decimal ou percentagem. Numa situa¢dao que envolve perceber como

pode obter 21 a partir de 6, Bruno usa a adi¢do e ndo a multiplicagdo.

6.3 Tarefa 3: Calculos e mais calculos...*

12 % l]— =
2

12x1,5=

12 %

[

1
12x 3 x — =
2

Figura 10 — Tarefa 3: Calculos e mais calculos (parte 1)
Fonte: Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspectos criticos (ndo publicado).

1 ) e
Na tarefa 3 (Figura 10), Bruno transforma > em 0,5, traduzindo a ideia de que ambos

representam metade de, e utiliza este fator multiplicativo mentalmente. Transforma
corretamente um numeral misto num decimal e decompde-no aditivamente nas suas partes,
inteira e decimal, usando novamente procedimentos multiplicativos baseados no conceito

metade de. Utiliza a propriedade distributiva da multiplicagdo em relacdo a adicdo, bem como

4 Concecdo da tarefa: Jean Marie Kraemer, 2015 (Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspectos
criticos).
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mais a frente, a propriedade comutativa da multiplicagdo (Figura 11).

-of
=i C cafaz g

| A= 01618
1 - () voss b 1“01;05);1;1*({3'{0@\

-0 3:=1%
12x3x%= 11*‘5*3~¢*3

Figura 11 — Utilizacdo de propriedades da multiplicagdo (T3-P1)
Fonte: Dados da investigag@o, ndo publicados (2016).

Numa outra colecdo de expressdes numéricas, Bruno utiliza preferencialmente o
algoritmo para multiplicar fragdes, sem se preocupar em encontrar, de imediato, valores mais

acessiveis. E disso exemplo o caso em que triplica 20 para depois dividir por quatro ou encontrar

. : . 3
um quarto de 60 (Figura 12). Repete este procedimento também quando substitui 0,75 por r

=k~ cLR 5
sox3. doxdths Coza=?
4

ZOXO,TS:QO‘A% - 6o -5

[

Figura 12 — Resolugdo apresentada por Bruno (T3-P1)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2016).

Na relag@o proporcional entre os termos de uma multiplicagdo, as expressoes numeéricas
registradas por Bruno estdo todas corretas, como se pode observar na Figura 13. Bruno indica
o produto de dois fatores, inteiros ou nao, e de seguida cada um dos fatores escrito a custa do

produto e do inverso do outro fator, como interpretacdo do esquema respectivo.

qx7=23% x3. x3=4b
4 —t 28 15 )7 >( &5 ﬁ’_ﬁ us
i T — (531 =
b :f’(g? b 2. 3
3=1 <45
?_i— i xh. X156 £
7 = % 28 3 T ( 45
. £ .
. 115
tox 15215 b5 > 3<2,52 %S 3*711%?,6‘
s = 10 ) X¥L 15 3 225 343 o 2
@ ST as s 321 x3,6P*S-7.5
= 2,5 )
s < S 5= 1 5 =
I L W O i i 25 43—'<”:’ 22« %85
15 ) —*( 25 Je=—==w (T2 5
: 3 >-§L %35
) e o 33 )
?x;:"» p x; .
A —
A5 x §
= =
a3 xW i
i) =B B
< ———

Figura 13 — As relagdes proporcionais indicadas por Bruno (T3-P2)
Fonte: Dados da investigacdo, ndo publicados (2017).

Em sintese, Bruno relaciona sem dificuldade nimeros escritos sob a forma de numeral
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misto, decimal e fracdo (1% el5; %e 0,75), mas ao efetuar os calculos, comeca por se basear

nas regras algoritmicas que ja conhece, sem mostrar preocupagdes em encontrar nimeros mais
acessiveis. Em alguns casos utiliza corretamente a propriedade distributiva da multiplicagdo em
relacdo a adi¢do e também a propriedade comutativa da multiplicagdo. Parece compreender as
relagdes proporcionais entre os termos de uma multiplicacao de dois fatores e assinala o inverso

de um numero a, mesmo que a ndo seja um numero inteiro positivo, mas sim um racional
. . . , N . ~
positivo escrito sob a forma decimal, através da expressdo —. Nao duvida que essa expressao
a

representa também um niimero e afirma que “é sempre a mesma coisa” (Autoria propria, 2018),

ao contrario de outros alunos da turma que nao consideram, por exemplo, correta a expressao

— . O conhecimento conceitual de inverso de um nimero estd em construgido e prevalece

2

ligado a agoes ilustradas com os operadores multiplicativos “o dobro de; o triplo de; ...” por
oposicdo “a metade de; a ter¢a parte de; ...”. Bruno revela compreender a relagdo entre

multiplicagdo e divisdo, como operagdes inversas, mas nao relaciona multiplicativamente a e

1 (a=0).
a

6.4 Tarefa 4 — Fazer limonadas®

Na tarefa 4, problema 1 (Figura 14), Bruno compara as duas limonadas de modo aditivo,
ou seja, pensa que se adicionar a mesma quantidade a cada um dos ingredientes iniciais (1
chavena de concentrado de limao e 1 litro de 4gua), as limonadas tém o mesmo sabor e, por
1ss0, ao contrario do que se diz na histdria, para ele o sabor das limonadas, ¢ igual na sexta-feira

e no sabado (Figura 15).

Quando o Jodo e os amigos se juntam para brincar, a made dele faz limonada para todos,
misturando concentrado de sumo de limdo e dgua fresca.

Na sexta-feira, a mde do Jodo fez limonada e misturou 3 chavenas de )
concentrado de sumo de limdo e 4 litros de dgua. v 4
No sabado, nafesta de anos do Jodo, a mde fez limonada e misturou 4 chavenas P

de concentrado de sumo de limdo e 5 litros de agua.

1. Alguns amigos do Jodo disseram que a limonada de sexta-feira tinha um sabor a liméo
diferente da de sabado. Concordas com eles? Explica como pensaste e apresenta todos os
célculos que efetuaste.

Figura 14 — Tarefa 4: Fazer limonadas (problema 1)

Fonte: Using Proportional Reasoning in Mathematics Assessment Project (2015).

> Adaptado de Using Proportional Reasoning in Mathematics Assessment Project (2015). University of
Nottingham & UC Berkeley.
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Figura 15 — A resposta de Bruno a comparag@o do sabor de duas limonadas (T4-P1)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2017).

Na tarefa 4, problema 2 (Figura 16), Bruno altera a sua forma de pensar e ndo apresenta
dificuldades em dividir pelo mesmo nimero, ambos os termos de uma dada razdo. Auxilia-se
da representacdo da linha numérica dupla com apenas dois pontos, na qual relaciona o nimero
de chavenas de concentrado de limdo com o niimero de litros de 4gua, e na qual a resposta ao
problema surge evidenciada pela linha que circunda o ponto correspondente a “/ chavena para

1,25 litros”, como se pode observar na Figura 17.

2. Uns dias depois, a mde do Jodo pretendeu fazer limonada com o mesmo sabor a limdo
dagquela que tinha feito no sabado, mas so tinha 1 chdvena de concentrado de limdo. Que
guantidade de agua devia ter utilizado? Explica como pensaste e apresenta todos os
calculos que efetuaste.

Figura 16 — Tarefa 4: Fazer limonadas (problema 2)
Fonte: Using Proportional Reasoning in Mathematics Assessment Project (2015).

Figura 17 — Linha numérica dupla, com apenas dois pontos (T4-P2)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2017).

No problema 3 (Figura 18), Bruno repete a estratégia de resolu¢do que utilizou antes e
cria uma linha numérica dupla com dois pontos para resolve-lo. No entanto, ndo trabalha com
os dados iniciais da tarefa, mas utiliza os valores obtidos no problema anterior “/ chdvena de
concentrado de limdo para 1,25 litros de agua” (Autoria propria, 2018), porque, como ele diz

quando interpelado pela professora no quadro, “... era o mais facil” (Autoria propria, 2018).

3. Quando foram a excursao, a mae do Jodo voltou a fazer limonada com o mesmo saborda
gue tinha feito no sébado e, nesse momento, misturou 9 chavenas de concentrado de
sumo de limdo com dgua. Es capaz de dizer quantos litros de dgua utilizou? Explica como
pensaste e apresenta todos os calculos gue efetuaste.

Figura 18 — Tarefa 4: Fazer limonadas (problema 3)
Fonte: Using Proportional Reasoning in Mathematics Assessment Project (2015).
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Professora — Partiu de onde?

Bruno [com o indicador direito, aponta na linha numérica dupla o 1 e depois 0 1,25] — De ... do
resultado que nos tinha dado no exercicio anterior.

Professora — Muito bem! Por qué? Porque é que foste pegar nesse?

Bruno — Entéo, porgue eu achei que era o mais facil. Pensei logo mentalmente um vezes nove
era nove. [Com o indicador direito contorna o arco do 1 até ao 9.] E anossa ... aqui no problema
pedia ahm ... nove chavenas ... que ela tinha que juntar nove chavenas.

(Diélogo 2 entre a professora e Bruno, 2017).

Bruno representa (Figura 19) dois arcos orientados da esquerda para a direita,
legendados com x9, para indicar que cada termo da razao considerada, razdo unitaria, foi
multiplicado por 9, mas ndo se sabe como os calculos foram feitos. Adapta, portanto, o seu
raciocinio/procedimento anterior as condi¢des do novo problema, de maneira a facilitar o
calculo, e circunda o ponto correspondente a 9 chavenas para 11,25 litros para assinalar a sua

resposta.

Figura 19 — A estratégia de Bruno baseada na razdo unitaria (T4-P3)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2017).

Mantendo-se fiel a linha numérica dupla com apenas dois pontos, Bruno resolve o

ultimo problema da tarefa 4 através de duas linhas numéricas duplas (Figura 20).

4. Se a mée doJodo utilizar 18 litros de agua, quantas chavenas de concentrado de sumo de
limdo deve misturar para que alimonada tenha o mesmo sabor que a de sexta-feira? Explica
como pensaste e apresenta todos os calculos que efetuaste.

(Qnﬁzd'?r-\w\ )
q
1,9 - —
)’1 -)-i’ ﬁ
(o ¥ A CQ‘QMQ\ 15 13,5
L) 2 ‘_________%g____ —
bl
Gl :_q}

Figura 20 — As linhas numéricas duplas de Bruno (T4-P4)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2017).

A escolha dos numeros surge, mais uma vez, influenciada pela percep¢ao que Bruno

tem das relagcdes numéricas, como se pode observar na sua justificagdo oral (didlogo 3).

Bruno [estica os dois bragos no ar, prepara-se para falar e volta-se meio de lado para o quadro,
com a resolucéo a sua direita] — Entao, eu fui pegar neste nimero aqui [com o indicador direito

aponta 4 na linha numérica dupla onde surgem os pontos correspondentes as razoes % e %]
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e fui dividir por dois porque eu pensei logo de cabeca que dois vezes nove era dezoito [aponta
rapidamente para a linha numérica de baixo, onde surgem o0s pontos correspondentes as razoes
15 135 ~ . s s .

> e E] e entdo fui achar uma equivaléncia para ser mais facil para os meus céalculos. E
depois, deu-me ... eu fiz o trés a dividir por dois deu-me um virgula cinco e o quatro a dividir
por dois deu-me dois. Depois...

Professora — Vamos parar! Vamos parar ai! Vamos parar ai! [Bruno afasta-se um pouco para a
esquerda, de frente para a turma.] O que o Bruno fez foi ... na cabeca dele ... ele comegou a
pensar: Ora bem, eu tenho dezoito, ali tenho um quatro, quatro vezes ndo sei qué, nada da
dezoito, assim de repente ... sei la! N6s ja vimos que da.

Bruno — Sim. Sim, mas de repente...

Professora — E aquela coisa de pensarmos nos nimeros inteiros, ndo é? Ok! Ent&o ele pensou:
Eh pa, mas o dois dava-me jeito. Entdo, o que é que ele fez? Foi encontrar ali uma quantidade...
em termos de quantidade... de sumo total era menor, ele ali s6 juntava dois litros de agua para
um e meio de ... concentrado ... de chavenas.

Bruno — Sim.

Professora — Mas 0 sabor era 0 mesmo ou ndo era 0 mesmo?

Bruno — Era.

Professora — Era o mesmo. Eu mantenho sempre ... proporcionalmente € 0 mesmo ... com 0
mesmo sabor. E agora ele pegava entdo nesse valor, um e meio ... uma chavena e meia para
duas de agua e depois...

Bruno — Multiplicava por nove.

(Dialogo 3 entre a professora e Bruno, 2017).

Em sintese, Bruno comega a resolu¢do desta tarefa partindo do principio que se
adicionarmos o mesmo valor a quantidade de ambos os ingredientes da limonada, o seu sabor
ndo se altera, mas evolui para outro, baseado na ideia de que se multiplicarmos ou dividirmos
a quantidade de ambos os ingredientes da limonada pelo mesmo valor, o seu sabor ndo se altera
(Autoria propria, 2018), ou seja, Bruno passou de um raciocinio aditivo para um multiplicativo,
em que os fatores utilizados sdo sempre numeros inteiros. Baseia-se nos seus conhecimentos de
multiplos e divisores de um niimero natural. Sabe, por exemplo, que 4 ndo € divisor de 18, mas
que 18 ¢ multiplo de 2 e, por isso, escolhe-o para construir a sua resolugdo, cujos procedimentos
intermediarios de calculo sdo, no seu entender, mais acessiveis. Bruno utiliza também os
resultados de problemas anteriores (razao unitaria) como uma via mais acessivel para encontrar

a solucao.
6.5 Tarefa 5: Qual devo comprar?!°
A tarefa 5 (Figura 21) ¢ um problema de contextualizacdo da vida real em que se

pretende que o aluno seja critico perante a situacao e, na duvida sobre que opgao tomar, perceba

que escolher o mais barato pode ter diferentes interpretagdes.

® Adaptado de van Galen et al. (2008). Fractions, Percentages, Decimals and Proportions. Rotterdam: Sense
Publishers.
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Quando vamos ao supermercado temos muitas vezes que escolher entre dois produtos, por
exemplo, entre o doce da marca da casa e a compota de uma
marca especifica.

Na prateleira das conservas estdo expostos, para venda, doce e
compota de morango em frascos de tamanhos diferentes e com
precos também diferentes, como estd ilustrado ao lado.

1. Sefosses ao supermercado, qual dos frascos comprarias? 400 g 300g
Porqué? 1,96 € 1,80 €

Figura 21 — Tarefa 5: Qual devo comprar?!
Fonte: van Galen et al. (2008).

Bruno opta pela comparagao relativa que nao permite uma resposta imediata, mas a qual
chega através de relagdes numéricas suas conhecidas e de estratégias de resolucao
multiplicativas. Opera em dois campos de medida (produto dos frascos e preco), as
representacdes que utiliza sdo todas simbolicas (numerais € outros simbolos) e justifica a sua

escolha pela comparagdo do preco para a mesma quantidade dos dois produtos (doce e

compota).
7
Y 300 1deo
i e 350 NI Grprenfa , doa.
126 5,8% f(g{:\j
:3_'; =4

Figura 22 — Os registros de Bruno na resolugdo e na resposta (T5-P1)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2017).

Bruno escreve os nimeros relacionados com a compota € com o doce tal como surgem
na ilustracdo do enunciado (Figura 22). Depois, para descobrir um multiplo comum a 400 e a
300 relaciona, sem explicitar, 400 com 4 e 300 com 3, e o seu registro /2 = 1200 g permite
comprovar esta ideia. Considera os primeiros multiplos naturais de 4 e de 3 e representa-os,
incorretamente, sob a forma de dois conjuntos finitos (Figura 23), no qual o ultimo elemento

sublinhado em cada um ¢ o minimo multiplo comum entre 4 e 3.

Hy - {'—: S;Qr}
M=t 3 € <43 T

Figura 23 — Conjuntos de multiplos indicados por Bruno (T5-P1)
Fonte: Dados da investigagdo, ndo publicados (2017).

Para obter 1200 g de cada um dos produtos multiplica as quantidades iniciais por 3 e 4,
respectivamente e, em simultaneo, o preco que estava indicado (1,96 € e 1,80 €). Representa o
seu procedimento simbolicamente, com auxilio de arcos direcionados e legendados com x3 e

x4. Desta forma, os precos obtidos referem-se a mesma quantidade dos dois produtos e, uma
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analise direta, permite a Bruno concluir qual é mais barato, tendo em conta a mesma quantidade
e o pressuposto de que a qualidade ¢ semelhante.

Em sintese, Bruno percebe que para escolher o mais barato, mesmo que sejam de
qualidade semelhante, ndo basta comparar diretamente os precos indicados, uma vez que as
quantidades dos dois produtos sdo diferentes. Para ultrapassar esta situacao considera uma
mesma quantidade dos dois produtos e compara os respectivos pregos (Autoria propria, 2018).
Utiliza relagdes numéricas que ja conhece, como ¢ o caso dos multiplos de 3 e 4, que liga com

os multiplos de 300 e 400, respectivamente.

7 Conclusao

A sequéncia de tarefas apresentada permitiu uma primeira abordagem dos alunos,
concretamente de Bruno, a comparagdo multiplicativa através dos conceitos de razao e de
proporcao. Consideradas como um recurso do processo de ensino e aprendizagem, as tarefas
surgiram em contextos diversificados (grandezas discretas/continuas; situacdes da vida real e
situagdes meramente de calculo) e proporcionaram a exploragdo de diversos tipos de
representacdes: ativas (tiras de cartolina utilizadas como unidades, ndo padronizadas, de medida
de comprimento), iconicas e simbolicas (tabelas de razdes, linhas numéricas duplas, razdes sob
a forma de fracdo ou de quociente).

A andlise das resolucdes escritas e dos didlogos com a professora; evidencia que, ao
longo das cinco tarefas propostas, Bruno altera o seu raciocinio, de aditivo para multiplicativo,
e, como tal, as suas estratégias de resolugdo aditivas, baseadas na adicao de parcelas iguais, sdo
substituidas por estratégias multiplicativas, em que a ideia chave ¢ utilizar as operagdes
multiplica¢@o ou a divisdo de nimeros maioritariamente inteiros.

No final, para Bruno as relagdes de comparacao multiplicativa entre quantidades de dois
campos de medida (ou grandezas) mantém-se quando ambas sao multiplicadas ou divididas por
um mesmo fator (preferencialmente um nimero inteiro positivo), evidenciando uma fase
referida por Freudenthal (2002). Para além da aplicagdo algoritmica das operagdes (no inicio),
Bruno evidencia conhecimento de relagdes numéricas bésicas e o olhar de uma certa forma
para os numeros, permite-lhe ir construindo e adaptando as suas estratégias de céalculo, aspecto
mencionado por Threlfall (2009).

Decompde niimeros ndo inteiros, representados sob a forma decimal, na sua parte inteira
e decimal; relaciona nimeros com os seus multiplos e divisores; aplica propriedades das

operagdes: comutativa da multiplicagdo e distributiva da multiplicagdo em relagdao a adigao.
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Bruno evidencia, deste modo, flexibilidade de calculo tal como Rathgeb-Schnierer e Green
(2013) especificam para o calculo mental. As representagdes utilizadas por Bruno sdo
maioritariamente simbolicas e a linha numérica dupla com apenas dois pontos, vai-se tornando
dominante como um recurso para a interpretacao dos procedimentos. Este tipo de representacao
esta de acordo com o que Greer (1992) indica como caracteristica da comparacao multiplicativa.
Bruno escolhe a representacdo de um numero racional (sob a forma de fra¢do, de numeral

decimal ou numeral misto) que, na sua opinido, mais se adapta ao calculo a efetuar.

EVOLUCAO (i) ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO (ii) RELACOES NUMERICAS E (i) REPRESENTACOES
CONCEPTUAL PROPRIEDADES DAS
OPERACOES
Comparagio
funcional
(fungdo linear)
* Relagdes numéricas multiplicativas |
. (entre diferentes representagdes dg Tabela de razdes / linha

Uso de miimeros racionais (inteiros e ndo inteiros) como fator para aumentar ou imeros racionais) numérica dupla
Comparagio diminuir quantidades (raciocinio escalar) pHmMEroD MEloals N erica dupis
multiplicativa + Propriedades da multiplicagio (relagdes escalares)

+ Relagao inversa entre a

(em dois campos
de medida) “ t multiplicagio e a divisio t

Uso de duas sequéncias de adigdes de parcelas iguais tendo em conta as relagdes || Contagem usando o mesmo nimero Duas adicdes de parcelas
proporcionais entre as duas quantidade (raciocinio escalar) unidades compostas iguais articuladas

Comparagio
multiplicativa
(em um campo
de medida)

Quadro 2 — Evolugao conceptual da comparagao multiplicativa, evidenciada por Bruno
Fonte: Autoria propria (2018).

O quadro 2 resume a evolug¢do conceitual de Bruno na exploragdo de tarefas que
envolvem a comparacdo multiplicativa, colocando-o, nesta etapa do seu percurso de
aprendizagem, na ligacdo entre fator multiplicativo e razdo escalar. Evidencia a validac¢do do
quadro conceitual teérico adotado inicialmente, ampliando e/ou concretizando algumas
relagdes de adaptabilidade/flexibilidade, ilustradas pelas setas verticais e horizontais

(assinaladas com 1 no quadro anterior).
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