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Resumen

Se presenta un estudio de evaluacidn de los conocimientos de un grupo de futuros profesores espafioles de
Educacién Secundaria y Bachillerato, en relacién a los errores de sus estudiantes en la inferencia estadistica.
Dicho conocimiento forma parte de la faceta cognitiva del conocimiento-didactico matematico del profesor. Para
llevar a cabo la evaluacion se pidid a setenta estudiantes, que se preparaban como futuros profesores, describir
los errores previsibles de sus estudiantes al realizar un contraste de hipétesis y un intervalo de confianza, después
de haber resuelto ellos mismos un problema de cada uno de estos tipos. Las respuestas obtenidas se clasifican en
relacion con diferentes etapas de los procedimientos (seleccién del procedimiento, planteamiento, errores
conceptuales, procedimentales e interpretacion) y las categorias en cada una de estas etapas se determinan
teniendo en cuenta los errores descritos en la investigacion sobre comprension de la inferencia estadistica. Los
resultados muestran cierto conocimiento de los errores frecuentes por parte de los futuros profesores, aunque, en
general, falta precision y hay poca consciencia de los errores relacionados con el nivel de significacién y p-valor.

Palabras clave: Inferencia estadistica. Conocimiento didactico-matematico. Futuros profesores.

Abstract

The aim of this work was to assess the knowledge of students’ errors in statistical inference in a group of Spanish
prospective High and Secondary School teachers. This knowledge is part of the cognitive facet of teachers’
didactic-mathematical knowledge. A sample of seventy prospective teachers was asked to describe their students’
most likely error in carrying out a statistical test and a confidence interval, after having solved themselves a
problem of each type. The responses are classified in agreement with the different steps in the procedures
(selecting a procedure, problem setting, conceptual, procedural, and interpretative errors). The categories in each
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of these stages are determined by considering the errors described in research on understanding statistical
inference. The results suggest a medium knowledge of the most frequent errors by prospective teachers;
however, there is a general lack of precision and little awareness of errors linked to the significance level and p-
value.

Keywords: Statistical inference. Didactic-mathematical knowledge. Prospective teachers.

1 Introduccion

La inferencia estadistica es ampliamente utilizada en la investigacioén y se ha incluido
en Espafia en Bachillerato (MEC, 2007; MECD, 2015) y en las pruebas de acceso a la
universidad (LOPEZ-MARTIN; BATANERO; DIAZ-BATANERO; GEA, 2016).). Algunos
autores como McLean (2002) consideran que unos conocimientos basicos de inferencia son
parte de la cultura estadistica de un ciudadano bien formado. Transmitir estos conocimientos a
los estudiantes no es sencillo, pues diferentes revisiones de la literatura describen numerosos
errores de comprension y aplicacion de estas técnicas (HARRADINE; BATANERO;
ROSSMAN, 2011; MAKAR; RUBIN, 2018).

Es claro que una ensefianza efectiva de cualquier contenido requiere un conocimiento
suficiente del mismo por parte del profesor y por ello, actualmente, encontramos una amplia
investigacion centrada en describir los componentes necesarios en el conocimiento del
profesor de matematicas (véase, por ejemplo, DAWSON; JAWORSKI; WOOD, 2013;
KRAINER, 2014; LLINARES, 2018).

El presente trabajo se centra en evaluar la componente cognitiva del conocimiento del
profesor, siguiendo el modelo de conocimiento didactico-matemdatico (CDM) (GODINO,
2009; GODINO; BATANERO; FONT; GIACOMONE, 2016; PINO-FAN; GODINO, 2015).
El modelo CDM considera que el conocimiento del profesor estd formado por tres
componentes principales: conocimiento matematico, conocimiento did4ctico y conocimiento
meta-matematico. La componente cognitiva es parte del conocimiento didéactico y se refiere al
conocimiento que tiene el profesor de como los estudiantes aprenden, razonan y entienden las
matematicas, de sus estrategias de resolucion de problemas y de los errores que cometen en el
proceso de aprendizaje (PINO-FAN, GODINO, 2015).

El objetivo de este trabajo es evaluar una parte de esta componente; concretamente, el
conocimiento que tienen los futuros profesores sobre los previsibles errores de sus estudiantes
en dos procedimientos inferenciales: el contraste de hipdtesis y el intervalo de confianza. A

continuacion, se describen los antecedentes, métodos y resultados del presente trabajo.
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2 Antecedentes

Nos basamos en dos tipos de investigaciones previas; en primer lugar, las que se
centran en el conocimiento de inferencia del profesor y, en segundo lugar, las que describen
errores en estudiantes universitarios o de bachillerato, que compararemos con los previstos

por los futuros profesores.

2.1 Conocimiento del profesor sobre inferencia

La escasa investigacion previa sobre el conocimiento del profesor en inferencia se ha
centrado, generalmente, en el conocimiento matematico (HARRADINE et al., 2011). Entre
ellas encontramos la llevada a cabo por Haller y Krauss (2002), en la que se describen errores
de profesores de cursos de metodologia al interpretar el p-valor (probabilidad de encontrar un
valor del estadistico muestral igual o mas extremo que el observado, suponiendo la hipdtesis
nula cierta).

Por su parte, Liu y Thompson (2009) analizan las dificultades de ocho futuros
profesores de matematicas sobre inferencia, encontrando en ellos una concepcion determinista
del contraste de hipotesis y falta de comprension de la 16gica del mismo. Inzunsa y Jiménez
(2013) caracterizan en cinco niveles el razonamiento de once futuros profesores de
matematicas sobre diversos conceptos ligados al contraste de hipotesis.

Los autores (INZUNSA; JIMENEZ, 2013) encontraron un alto porcentaje de
estudiantes situados en el nivel mas bajo de comprension del nivel de significacion, p-valor,
relacion con el tamafo de muestra, significado de una prueba de hipdtesis e interpretacion de
resultados de una prueba de hipdtesis. Asimismo, sefialan que son pocos los estudiantes
ubicados en los niveles superiores. El mejor desempefio se encontré en la formulacion de
hipotesis y en relacionar el p-valor con la significacion estadistica.

Estas dificultades no desaparecen con las nuevas propuestas de ensefnanza de la
inferencia con métodos informales basados en la formulacion, pues en la experiencia de
Biehler, Frischemeier y Podworny (2015) los profesores participantes contintian teniendo
mucha dificultad con la formulacion de hipdtesis e interpretacion del p-valor. No hemos
encontrado antecedentes que describan el conocimiento matematico sobre el intervalo de
confianza y el Unico que trata del conocimiento didactico de los futuros profesores sobre el
contraste de hipdtesis es una version preliminar y mds limitada del trabajo que ahora

presentamos (LOPEZ-MARTIN; BATANERO; GEA, 2018).
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2.2 Dificultades de los estudiantes con la inferencia

El principal error en el contraste de hipotesis consiste en intercambiar los términos de
la probabilidad condicional en la definicion del nivel de significacion, interpretindolo como
probabilidad de que la hipotesis nula sea cierta, una vez que se ha rechazado
(VALLECILLOS, 1999).

Badenes-Ribera et al. (2015) y Caperos y Pardo (2013) encontraron el mismo error en
la interpretacion del p-valor. Otros errores ocurren cuando, por ejemplo, los estudiantes no
identifican el tipo de contraste bilateral o unilateral (ESPINEL; RAMOS; RAMOS, 2007). Es
también frecuente confundir la hipotesis nula con la alternativa, plantear hipdtesis no
complementarias o que no cubren el espacio paramétrico (VALLECILLOS, 1999; VERA;
DIAZ; BATANERO, 201 1). Igualmente, se ha observado el uso de los estadisticos muestrales,
en vez de los parametros poblacionales en el establecimiento de las hipotesis (ESPINEL;
RAMOS; RAMOS, 2007; HARRADINE et al., 2011; RAMOS; ESPINEL; RAMOS, 2009;
VALLECILLOS, 1999; VERA et al., 2011).

Respecto al intervalo de confianza, Fidler y Cumming (2005) mostraron que los
intervalos de confianza eran considerados como estadisticos descriptivos, ignorando su
naturaleza inferencial. Otros estudios sefialan la dificultad en percibir la relacién entre
amplitud del intervalo, tamafio de la muestra y coeficiente de confianza (BEHAR, 2001;
CUMMING; WILLIAMS; FIDLER, 2004).

En un trabajo con estudiantes universitarios, de master y futuros investigadores
(HOEKSTRA et al., 2014), se observo en todos los grupos una alta proporcion de sujetos que
suponen que el nivel de confianza es la probabilidad de que la media muestral pertenezca al
intervalo, o el porcentaje de muestras diferentes en que el intervalo coincidiria al repetir su
calculo.

Otros estudiantes confunden estadistico y parametro o no recuerdan la expresion de la
distribucion muestral (BATANERO, 2000). A todo ello se ha de afiadir la tipificacion o uso
incorrecto de la tabla de probabilidades de la distribucion Normal e interpretar errbneamente
los resultados (ESPINEL; RAMOS; RAMOS, 2007).

El estudio sistematico y clasificacién de estos errores nos ha permitido elaborar una
pauta para analizar el conocimiento de los futuros profesores de Educacion Secundaria y
Bachillerato sobre las dificultades a las que, previsiblemente, se enfrentaran sus estudiantes al
trabajar con la inferencia. A continuacion, presentamos el método, resultados y discusion de

nuestra investigacion.
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Una version piloto del mismo (LOPEZ-MARTfN; BATANERO; GEA, 2018) sirvio
para realizar una identificacion previa de las categorias utilizadas respecto al contraste de
hipotesis. En el trabajo actual se revisan y extienden estas categorias, se completan con las
correspondientes al intervalo de confianza y se desarrolla y extiende la comparacion con las

investigaciones previas.

3Método

La muestra estuvo formada por setenta estudiantes del Master de Formacion del
Profesorado de Educacién Secundaria y Bachillerato, especialidad de matematicas, que es
obligatorio para aquellos que desean optar a una plaza de profesor. El 56% de los
participantes eran licenciados en Matematicas o Estadistica, mientras que el resto eran
ingenieros, arquitectos o cientificos. Todos ellos habian estudiado la inferencia estadistica y
mas de la mitad (57%) indicaron tener experiencia de ensenanza de las matematicas.

La recogida de datos se realiz6 en un taller de inferencia dirigido a la formacion
matematica y didéctica de los futuros profesores, al que se dedicaron dos sesiones de dos
horas de duracién cada una. En la primera sesion, los participantes resolvieron dos problemas
sobre inferencia estadistica semejantes a los propuestos en afios anteriores en las pruebas de

acceso a la universidad (PAU) y que se presentan en el Cuadro 1.

Problema 1. La esperanza media de vida en un estudio desarrollado por las Naciones Unidas
es de 69,2 afios y su desviacion tipica 10. Se ha tomado una muestra de 16 paises europeos y
se ha obtenido una esperanza de vida media de 78 afios. Suponiendo que la variable esperanza
de vida sigue la distribucion normal, plantee un contraste de hipétesis, con un nivel de
significacion del 5%, para analizar si la esperanza media de vida en Europa es mayor que la
esperanza media de vida en el conjunto de paises. Explique a un estudiante con detalle los
pasos que ha seguido en este contraste de hip6tesis: hip6tesis planteadas, contraste elegido y
su desarrollo e interpretacion del resultado.

Problema 2. Determine un intervalo de confianza del 95% para la esperanza media de vida en
los paises europeos, explicando con detalle todos los pasos seguidos, ¢(Cémo explicaria a un
estudiante el significado de un intervalo de confianza y alguna de sus propiedades?
Cuadro 1 — Problemas resueltos por los participantes
Fuente: Elaborada por las autoras.

En el primer problema (contraste de hipotesis) se les pidid que planteasen las
hipotesis, eligieran el contraste adecuado y lo desarrollaran, tomasen una decision sobre el
rechazo de la hipdtesis nula e interpretasen los resultados en el contexto del problema. En el
segundo problema (intervalo de confianza) se les pidid6 que determinasen un intervalo de
confianza, solicitandoles, posteriormente, la interpretacion y descripcion de los factores de los

cuales depende la amplitud del intervalo. Para concluir la sesion se procedio6 a la correccion
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de los problemas.

En la segunda sesion, los futuros profesores desarrollaron individualmente las tareas
que analizamos en el presente trabajo, dirigidas a evaluar la faceta cognitiva de su
conocimiento didactico-matematico. Dichas tareas consistieron en responder por escrito, con
el mayor detalle posible, a las siguientes preguntas:

Tarea 1. ;jPodrias indicar los errores que podrian cometer los estudiantes al realizar un
contraste de hipotesis?
Tarea 2. ;jPodrias indicar los errores que podrian cometer los estudiantes al realizar un
intervalo de confianza?

Se realiz6 un analisis de contenido a las respuestas proporcionadas por los futuros
profesores. Este método, propio de la investigacion cualitativa, permite el estudio sistematico
y la realizacion de inferencias sobre el contenido de documentos escritos (NEUENDOREF,
2016).

Mediante un procedimiento ciclico e iterativo se clasificaron los errores descritos por
los estudiantes en los siguientes apartados: a) errores en la seleccion o planteamiento; b)
errores conceptuales; c) errores procedimentales; y d) errores de interpretacion del resultado
de los calculos matematicos. En la primera tarea también se consideraron los errores citados
respecto al planteamiento de las hipdtesis. Dentro de cada uno de los apartados, se
clasificaron las respuestas, teniendo en cuenta los errores tipicos descritos en la investigacion

previa.

4Resultados y discusion

Se analizaron un total de 491 errores descritos por los setenta futuros profesores (en
promedio, 7,01 errores por cada uno). La Tabla 1 resume la frecuencia y porcentaje de errores
citados en cada apartado del andlisis y, la Tabla 2 muestra el nimero y porcentaje de
estudiantes que citan al menos un error en cada apartado. Se observa un buen desempefio en
los futuros profesores y un mayor numero de errores citados respecto al contraste de hipotesis,
procedimiento mas laborioso y que involucrar mayor nimero de conceptos.

Los errores mas citados en ambas tareas son los procedimentales, seguidos por los de
interpretacion de resultados. En el contraste de hipdtesis se citan a continuacion el
planteamiento de las hipdtesis y conceptuales y, en el intervalo los errores de tipo conceptual.

Hay poca consciencia de los errores de planteamiento del procedimiento en ambas tareas.
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Tabla 1 - Numero de errores citados y porcentaje (respecto al total de errores)

Contraste Intervalo
Categorias N.errores % N.errores %

Planteamiento de las hipétesis 55 18,6

Planteamiento del procedimiento 28 9,5 11 5,6
Errores conceptuales 53 17,9 28 14,4
Errores procedimentales 90 30,4 95 48,7
Interpretacion de resultados 70 23,6 61 31,3
Total 296 100 195 100

Fuente: elaborado por el autor.

Tabla 2 - Numero de futuros profesores que citan algin error en cada categoria y
porcentaje (respecto al total de futuros profesores)

Contraste Intervalo
Categorias N. profesores %  N. profesores %
Planteamiento de las hipotesis 46 65,7
Planteamiento del procedimiento 24 34,3 9 12,9
Errores conceptuales 38 54,3 26 37,1
Errores procedimentales 51 72,9 51 72,9
Interpretacion de resultados 50 71,4 49 70,0

Fuente: elaborado por el autor.

Seguidamente, clasificamos los errores citados, teniendo en cuenta los identificados en
las investigaciones previas, mostrando ejemplos de las respuestas de los futuros profesores.
Puesto que algunos participantes citan mas de un error en el mismo apartado, se ha realizado

el calculo de los porcentajes en funcion al numero total de participantes.

4.1 Errores en el planteamiento de las hipdtesis

Los 55 errores que se citaron en esta categoria, exclusiva del contraste de hipotesis, se
han clasificado tal y como se muestra a continuacion:

Confunde hipotesis nula y alternativa. Este error, descrito por Vallecillos (1999) y
Vera et al. (2011), conlleva realizar incorrectamente el resto del procedimiento,
intercambiando las regiones criticas y de aceptacion y, concluyendo con una decision erronea:

Tomar la hipotesis a estudiar como hipotesis nula y no como alternativa, ya que la hipotesis
nula no se acepta, si no que se rechaza o no se rechaza (Respuesta de LAP).

Plantea hipotesis que no complementarias. Este error, recogido en investigaciones
realizadas con estudiantes (ESPINEL; RAMOS; RAMOS, 2007; VALLECILLOS, 1999)
implica que las hipotesis del contraste no cubririan en su totalidad los valores posibles del

espacio paramétrico, por lo que el resultado podria no ser concluyente.

Poner la hipotesis nula y alternativa de manera que no sean complementarias (Respuesta de
ILG).

Respuesta imprecisa. Algunos estudiantes dan respuestas imprecisas, como la

Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 64, p. 672-693, ago. 2019 678



ISSN 1980-4415
Er DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n64all

mostrada en el siguiente ejemplo en el que no se indica en qué consiste el error.
No saber identificar el contraste, por ejemplo, dar una hipotesis nula o alternativa erronea
(Respuesta de MLC)
En la Tabla 3 se desglosan los 55 errores asociados al planteamiento de la hipotesis, la
mayor parte de los cuales se relacionan con la confusion entre la hipotesis nula y alternativa.

Tabla 3 - Numero de errores citados en el planteamiento de las hip6tesis y porcentaje
(respecto al total de estudiantes)

Categorias N. Errores Porcentaje
Confunde hipotesis nula y alternativa 35 50,0
Plantea hipotesis no complementarias 6 8,6
Respuesta imprecisa 14 20,0

Fuente: elaborado por el autor.

Es menos frecuente reconocer que las hipdtesis podrian no ser complementarias y un
quinto de los futuros profesores son imprecisos al citar errores sobre el planteamiento de las
hipotesis. No se describen los errores consistentes en hacer uso de los estadisticos muestrales
en el planteamiento de las hipotesis, confundir una hipoétesis unilateral con otra bilateral, o uso
de una notacion no adecuada, descritos en diferentes investigaciones (ESPINEL; RAMOS;
RAMOS, 2007, HARRADINE et al, 2011; RAMOS; ESPINEL; RAMOS, 2009;
VALLECILLOS, 1999; VERA et al., 2011).

4.2 Errores en la seleccion o planteamiento del contraste o del intervalo

En segundo lugar, clasificamos los errores descritos en referencia a la correcta
seleccion de un contraste de hipotesis o un intervalo de confianza adecuado.

Error al identificar la distribucion muestral. La seleccion de la distribucion muestral
adecuada es fundamental tanto en la realizacién de un contraste como en el célculo de un
intervalo de confianza, debido a que los calculos posteriores, por ejemplo, el p-valor, o la
amplitud del intervalo de confianza, se basan en ella. El error en la eleccion de la distribucion
muestral (por ejemplo, utilizar la distribucion ¢ en lugar de la normal o tomar unos parametros
erroneos para la distribucion normal) es sefialado por algunos estudiantes, como ACG, que
indica que se puede confundir la distribucion muestral, al expresar el intervalo en funcion de
la distribucion normal N(0,1).

Una vez tipificado, el alumno puede olvidar deshacer el cambio y presentar el resultado final
con la variable tipificada (Respuesta de ACG).

Error al identificar el tipo de contraste o de intervalo. Una eleccion incorrecta del tipo

de contraste o intervalo (unilateral o bilateral) implica errores posteriores. Recordemos que, si
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el contraste es bilateral, se establecen dos regiones con probabilidades a/2 respectivamente,
mientras que si este es unilateral, nicamente se cuenta con una regiéon de rechazo con
probabilidad a. El mismo problema se presenta entre intervalo de confianza unilateral o
bilateral. Este error fue descrito por Espinel, Ramos y Ramos (2007).

No entender qué tipo de contraste deben hacer, si bilateral, unilateral por la izquierda o por
la derecha (Respuesta de ALM).

De la informacion recogida en la Tabla 4 se observa que pocos participantes han
sefialado posibles errores en la eleccion del contraste o intervalo adecuado, y la mayoria de
los que los citan en el contraste de hipotesis son imprecisos, lo que indica que los

participantes en el estudio son poco conscientes de que sus alumnos podrian cometer estos

errores.
Tabla 4 - Numero de errores citados en el planteamiento y porcentaje
(respecto al total de estudiantes)
Contraste Intervalo
Categorias N. Errores % N. Errores %
Error al identificar la distribucion muestral 8 11,4 5 7,1
Error al identificar el tipo de contraste (bilateral o unilateral) 8 11,4 4 5,7
Respuesta imprecisa 12 17,1 2 2.9

Fuente: elaborado por el autor.

4.3 Errores conceptuales

Son muchos los conceptos que intervienen tanto en el contraste de hipotesis como en
el intervalo de confianza. Respecto a los conceptos comunes a ambos procedimientos, los
participantes en el estudio citaron los siguientes errores:

Confunde estadistico y parametro. En esta categoria se han considerado aquellas
respuestas en las que los estudiantes confunden los parametros poblacionales (resumenes
desconocidos y constantes de una poblacion) con los estadisticos (valores conocidos y que
varian de una muestra a otra) (VALLECILLOS, 1999; VERA et al., 2011). Este error esta
relacionado con la falta de discriminacion de los tres tipos de distribucidon que intervienen en
inferencia: distribucion de los datos de la muestra, distribucion de la variable en la poblacion
y distribucion muestral (HARRADINE et al., 2011). En el siguiente ejemplo, un participante
en el estudio cita este error:

Para empezar, podrian confundir media muestral y media de la distribucion, o en el caso de
los contrastes en variables que siguen distribuciones binomiales, la proporcion muestral con
la probabilidad de éxito de la distribucion (Respuesta de DCC).

Comprension incorrecta del Teorema Central del Limite. Este teorema asegura que la
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suma de variables aleatorias independientes, con varianza finita, tiende a distribuirse
normalmente cuando aumenta el tamafio muestral. Puesto que la media muestral se calcula
como suma de variables aleatorias, permite al aplicarlo, identificar la distribucién muestral, si
el tamafio de la muestra es adecuado y el muestreo es aleatorio. Ademas, se deben asignar
unos valores correctos a la media y desviacion tipica de la distribucion normal resultante, lo
que es resaltado por algunos futuros profesores. Aunque son varios los estudiantes que citan
este error, las respuestas son algo ambiguas ya que unicamente se indica la no correcta
aplicacion del mismo o el desconocimiento de su uso.

No saber como utilizar el Teorema Central del Limite (Respuesta de MCM)

Interpreta incorrectamente el nivel de significacion o el nivel de confianza. Algunos
futuros profesores sugieren errores de comprension del nivel de significacion, aunque no
suelen ser precisos para describir si el error consiste en el cambio entre los dos términos de la
probabilidad condicionada o en la creencia de que el nivel de significacion es la probabilidad
de error al rechazar la hipdtesis nula, u otro de los errores asociados a dicho concepto (FALK,
1986, VALLECILLOS, 1999). Por tanto, no queda claro si realmente los participantes
conocen los errores tipicos asociados a este concepto.

Igual ocurre con los estudiantes que indican errores en la interpretacion del nivel de
confianza. Mostramos a continuacién la respuesta, muy imprecisa, dada por MHB, que
sugiere un error no citado en las investigaciones previas, consistente en confundir el nivel de

significacion con su complementario (nivel de confianza).

Confundir el nivel de significacion con el nivel de confianza (Respuesta de MHB)

Confunde otros conceptos: se considera aquellos casos en los que se sugiere la
confusion entre conceptos propios de estadistica descriptiva (como confundir desviacion
tipica y varianza) o relacionados con la estimacion puntual; por ejemplo, confundir el
estimador de la proporcion con su complementario.

Confundir la varianza y la desviacion tipica. (Respuesta de MGG).

En el problema: “Tomada, al azar, una muestra de 120 estudiantes de una Universidad, se

encontro que 66 de ellos no hablaban inglés, ... ", el alumno suele tomar p = 66/120 en lugar

dep = 140/120 (Respuesta de MVC).

Adicionalmente, se citaron los siguientes errores especificos del contraste de hipotesis.

Interpreta incorrectamente el p-valor. El p-valor se define como la probabilidad de
obtener el valor observado del estadistico u otro mas extremo, supuesta cierta la hipotesis

nula. Dicho concepto es interpretado por algunos estudiantes como la probabilidad de que la

hipotesis sea cierta si se obtuvo el valor observado del estadistico, como la probabilidad de
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que el valor obtenido del estadistico se deba al azar o como la probabilidad de que la hipdtesis
nula sea cierta (CASTRO-SOTOS et al., 2007). Ninguno de estos errores fue citado por los
futuros profesores, pues s6lo MSM sugiere la confusion entre el p-valor y el nivel de
significacion. Esta confusion es importante, pues mientras que el nivel de significacion es
constante y, lo fija el investigador antes de realizar el contraste, el p-valor es variable y se
calcula como consecuencia del mismo.

Confusion del nivel de significacion y el p-valor (Respuesta de MSM).

Confunde los errores Tipo I y Tipo II. Una vez tomada la decision sobre la hipotesis
nula, existe la posibilidad de cometer errores dependiendo de la decision tomada. Mientras
que el error Tipo I consiste en rechazar la hipotesis nula siendo cierta, el Error Tipo II reside
en no rechazar la hipodtesis nula cuando es falsa. La importancia de diferenciarlos se debe a
que la probabilidad asociada al primer error (nivel de significacion) queda determinada antes
del contraste, y la probabilidad asociada al segundo es variable y dependiente de diversos
factores. Un ejemplo de cita de este error se reproduce a continuacion:

Confundir el error Tipo I con el error Tipo I (Repuesta de JGM).

La Tabla 5 recoge los errores conceptuales citados por los futuros profesores.

Tabla 5 — Numero de errores conceptuales citados y porcentaje
(respecto al total de futuros profesores)

Contraste Intervalo
Categorias N. Errores % N.Errores %
Confunde estadistico y parametro 30 429 20 28,6
Comprension incorrecta del Teorema Central del Limite 4 5,7
Interpreta incorrectamente nivel de significacion o de confianza 6 8,6 4 5,7
Confunde otros conceptos 1 1,4 4 5,7
Interpreta incorrectamente el p-valor 2 2,9
Confunde los errores Tipo | 'y Tipo Il 10 14,3

Fuente: elaborado por el autor.

La Tabla 5 muestra que, en ambas tareas, fue frecuente citar el error asociado a la
confusion entre parametro y estadistico, en especial, en el contraste de hipotesis, donde los
participantes lo ven mas previsible que en la construccion de un intervalo de confianza. El
segundo error conceptual més citado es el relacionado con los tipos de errores en un contraste
de hipdtesis; de hecho, este es un error no evitable; es consustancial al contraste de hipotesis,
mientras que el resto se debe a un aprendizaje deficiente del procedimiento y pueden
corregirse.

El resto de errores conceptuales son citados con poca frecuencia. Asimismo,

observamos que los errores asociados a la aplicacion del Teorema Central del Limite no son
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considerados en la construccion del intervalo de confianza. Por ltimo, resaltar que el numero
de citas de errores conceptuales asociados al contraste de hipdtesis casi duplica a los
relacionados con los intervalos de confianza, lo que sugiere que los participantes encuentran
conceptualmente mas dificil el primer procedimiento y le asocian mas conceptos diferentes.
Destacamos que apenas se ha aludido a los errores de interpretacion del nivel de
significacion y del p-valor, lo que nos hace sospechar que los participantes pudieran no ser
conscientes de los errores relacionados con la interpretacion de estos conceptos, que, de
acuerdo a Badenes-Ribera et al. (2015), Batanero (2000) y Caperos y Pardo (2013), estdn muy

extendidos.

4.4. Errores procedimentales

Una vez seleccionado el contraste o intervalo de confianza adecuado se requiere una
serie de pasos para completarlo, en los cuales pueden producirse diferentes errores. Los
citados en el presente trabajo se analizan a continuacion:

Error en la identificacion de los datos. El primer paso del procedimiento, citado por
algunos futuros profesores, consiste en identificar los diferentes datos del enunciado, por
ejemplo, tamafio de la muestra, valor de la media muestral o tipo de distribucién en la
poblacién.

Interpretar los datos que nos da el problema. (Respuesta de LCM).

Determinacion del estadistico de contraste. La realizacion de un contraste, o la
construccion de un intervalo, requiere la eleccion de un estadistico muestral en relacion al
parametro que se desea estimar o contrastar. Por ejemplo, el intervalo de confianza de la
media poblacional se fundamenta en el uso de la media muestral, estimador insesgado de la
misma. Un error sefialado por algunos participantes es la eleccion inadecuada del estadistico.

Confundir el estadistico que hay que calcular para comprobar con el valor tedrico.
(Respuesta de JRC).

Error de tipificacion o al operar con desigualdades. En el calculo asociado al
intervalo de confianza o al contraste de hipdtesis, se recurre a la tipificacion de la variable,
para convertirla en una normal estandar. Ello requiere una serie de operaciones con
desigualdades donde el estudiante podria cometer errores, como describen Espinel et al.

(2007) y lo recoge la respuesta JLS:

También pueden equivocarse en un paso clave (si fuera necesario): tipificar la variable.
(Respuesta JLS)
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Error en el cdlculo de probabilidades. En ocasiones se citan los errores de calculo de
probabilidades, como, por ejemplo, al calcular probabilidades de que la variable en estudio
est¢ comprendida entre dos valores. Este hecho requiere hallar la diferencia entre las
probabilidades de que la variable tome un valor menor o igual que cada uno de los extremos
del intervalo:

Como operar con las probabilidades por el extremo superior e inferior del intervalo P(—a < Z

<a)=P(Z<a)—P(Z>a)=P(Z<a)—[1— P(Z<a)]. (Respuestade EJO).

Lectura incorrecta de las tablas estadisticas. El uso adecuado de las tablas estadisticas
adquiere cierta importancia pues, un error en la lectura de la tabla, podria suponer la
determinacion de regiones de rechazo o amplitudes de intervalos incorrectas, entre otros. La
lectura de las tablas tiene su dificultad, descrita por Espinel et al. (2007), debido a la
diversidad de tablas existentes, lo que ha sido sefialado por los participantes:

No saber buscar en las tablas para cada distribucion. (Respuesta de MVV).

Error en el calculo del p-valor. El calculo del p-valor puede ser erroneo cuando se
calcula como probabilidad simple, en lugar de condicionada, error descrito por Falk (1986), o
bien si, en lugar de tomar la desigualdad apropiada para el tipo de contraste, se toma la
contraria. Los estudiantes que indican este error procedimental suelen ser muy imprecisos,
como el siguiente:

Pueden errar en el calculo e incluso la interpretacion del p-valor correspondiente a la
observacion. (Respuesta de JLS).

Determinacion del punto critico. Mientras que el calculo del p-valor parte de un valor
observado del estadistico para calcular su probabilidad, la determinacion del punto critico se
realiza mediante la operacidon inversa, pues se toma un valor de probabilidad (nivel de
significacion) para determinar el valor del estadistico que corresponde a dicha probabilidad, lo
que es citado en forma confusa por ciertos futuros profesores.

Podrian cometer errores al calcular el valor critico Z;... (Respuesta de AGB).

Determinacion incorrecta de las regiones de rechazo/no rechazo. La region de rechazo
estd formada por un conjunto de valores posibles del estadistico de contraste alejados del
valor supuesto en la hipotesis nula, siendo poco probable obtener dichos valores si la hipotesis
nula es cierta. Un error relacionado consiste en intercambiar las regiones de un contraste,
descrito por Vallecillos (1994), y citado en el siguiente ejemplo:

En los contrastes unilaterales en lugar de calcular z |-, calcula z ., probablemente por la
inercia que tiene para calcular intervalos de confianza donde calcula z ..».En los contrastes
unilaterales, suele equivocarse a la hora de tomar la region de aceptacion, al no tener en
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cuenta el sentido de la desigualdad de la hipotesis nula. (Respuesta de MVC).

Errores al establecer los limites del intervalo. La obtencion del extremo inferior y
superior del intervalo de confianza implica restar y sumar al estadistico el error de estimacion,
respectivamente. Consecuentemente, un intervalo puede quedar incorrectamente determinado
si alguno de estos valores no es adecuado o si el extremo inferior se obtiene como resultado
de la suma y el superior como resultado de la resta. A modo de ejemplo se tiene la siguiente
respuesta.

Poner el intervalo al revés y no percatarse, el mayor valor lo ponen a la izquierda y el menor

a la derecha: (a,b) con a > b. (Respuesta de JSM).

Errores de calculos o en la terminologia. Dentro de esta categoria se han incluido
aquellas respuestas que hacen alusion a los posibles errores de calculo que se cometen en la
elaboracion del contraste o en el uso de la notacion.

A la hora de calcular el tamario de la muestra, si el resultado obtenido es decimal suele no
redondear o redondear al valor mas proximo y no por exceso como es necesario. (Respuesta
de MVC).

Tabla 6 — Numero de errores procedimentales citados y porcentaje (respecto al total de
futuros profesores)

Contraste Intervalo
Categorias N. Errores % N. Errores %

Error en la identificacién o interpretacién de datos 7 10,0 16 22,9
Determinacion del estadistico de contraste 10 14,3 3 4,3
Error de tipificacion o al operar con desigualdades 18 25,7 38 54,3
Error en el calculo de probabilidades 5 7,1 2 2,9
Lectura incorrecta de las tablas estadisticas 23 32,9 21 30,0
Error en el calculo del p-valor 2 2,9

Determinacion del punto critico 6 8,6

Determinacion incorrecta de las regiones 9 12,9

Error al establecer los limites del intervalo 10 14,3
Errores de calculo o en la terminologia 10 14,3 5 7,1

Fuente: elaborado por el autor.

Los errores procedimentales citados en ambas tareas (véase Tabla 6) son bastante
variados y numerosos, aunque la mayor parte de las veces hay poca precision al describirlos.
Los errores procedimentales citados con mayor frecuencia son los relacionados con la lectura
de las tablas de la distribucion normal y tipificacion, identificados por Espinel y Ramos

(2007), y determinacion de las regiones.

4.5. Errores de interpretacion

La tultima etapa en la realizacion de un contraste de hipotesis o en el calculo de un

intervalo de confianza es la interpretacion de los resultados de los célculos matematicos, en el
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caso del contraste de hipdtesis para tomar una decision sobre la misma y en los dos
procedimientos para contextualizar en el contexto del problema. Respecto al contraste de
hipotesis se citan los siguientes errores de interpretacion:

No ser capaz de tomar una decision sobre la hipotesis nula. Incluso realizando
correctamente el procedimiento asociado a un contraste de hipotesis, se puede no llegar a
tomar la decision adecuada, si no comprende a fondo el proceso por el cual se toma la
decision. Este es un error poco citado en la literatura.

Error a la hora de rechazar la hipotesis nula o no rechazar la hipotesis nula. (Respuesta de

CBF).

Aceptar la hipotesis nula. El contraste de hipdtesis es un procedimiento disefiado para
proporcionar evidencia empirica que permite contradecir la hipétesis nula. Por ello, si la
hipotesis nula no llega a rechazarse, solo se puede indicar que los datos de la muestra no
ofrecen suficientes evidencias sobre su falsedad (Batanero, 2000). Por el contrario, si los
datos contradicen la hipotesis, esta se rechaza. Algunos futuros profesores indican la posible
confusion que al respecto podrian tener los estudiantes:

Igualmente pueden producirse errores en la formulacion de lenguaje matemdatico en cuanto al
uso de las palabras "rechazo" y "aceptacion” de hipotesis, ya que debe saber que un contraste
no establece la veracidad de una hipotesis. (Respuesta de BRR).

Cometer un error tipo I o un error tipo Il. Debido a la aleatoriedad presente en el
muestreo, existen dos tipos de errores; mantener la hipotesis nula siendo falsa (Error Tipo II)
o bien rechazarla siendo verdadera (Error Tipo I). Los futuros profesores han aludido a este
tipo de error en algunas de sus respuestas.

Cometer errores del Tipo I o Il al realizar la interpretacion, es decir, rechazar cuando la
hipotesis es cierta o no rechazar cuando la hipotesis es falsa (Respuesta de ILG).

No se contextualiza el resultado. Algunos estudiantes realizan todos los calculos
matematicos llegando a tomar una decision correcta en relacion al rechazo o no de la hipotesis
nula, sin embargo, no interpretan dicho resultado dentro del contexto del problema. Esta falta
de competencia de contextualizacion ha sido descrita por el siguiente ejemplo.

No saber extraer la conclusion pertinente (Respuesta de MTF).

En relacion a los posibles errores de interpretacion del intervalo de confianza, hemos
encontrado los siguientes:

Interpretacion del nivel de confianza o nivel de significacion. Dependiendo del libro
de texto utilizado se da como dato en la construccion del intervalo de confianza el nivel de

confianza o su complementario (nivel de significacion). Este hecho, y dada la estrecha
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relaciébn que tienen ambos niveles, los estudiantes pueden confundirlos, o interpretarlos
erroneamente.

Otro error también muy significativo es no saber interpretar la confianza. (Respuesta de

AML).

El alumno tiene menos confusion en la construccion, al darse el intervalo de confianza como

una “formulita” el estudiante la aplica y punto. A la hora de interpretarlo puede tener dudas

lo que significa “nivel de significacion”. (Respuesta de ACR).

Considerar fijos los extremos del intervalo. Son varios los autores que han descrito
errores en la interpretacion del significado del intervalo de confianza, como suponer que los
extremos del intervalo tienen un valor fijo. Sin embargo, la interpretacion correcta es que los
extremos son variables y lo que es constante es el valor desconocido del parametro (BEHAR,
2001).

Un alumno sabe hacer un intervalo de confianza de modo mecanico, se lo explicas paso a
paso y lo realiza, se da cuenta que la media muestral pertenece al intervalo y verifica que lo
han realizado bien, pero desconoce su interpretacion. (Respuesta de CGQ).

Considerar el parametro dentro del intervalo. Otro error frecuente es considerar que el
valor del parametro esta dentro de cualquier intervalo de confianza, aunque en realidad solo
un porcentaje de intervalos (dado por el coeficiente de confianza) lo contendrda (CUMMING
et al., 2004). En la siguiente respuesta se refleja este error.

Por ultimo, desde un punto de vista de interpretacion, debido a la falta de importancia que se

le da al concepto en el ciclo de secundaria, el alumno puede errar a la hora de interpretar el

resultado, en cuanto a considerar que el valor de la media, por ejemplo, estara en el intervalo
de forma segura (Respuesta de ACG).

Aceptar el intervalo sin comprobar que contiene a la media verdadera. Por otro lado,
algunos participantes en el estudio consideran errébneamente que el intervalo de confianza
contiene con seguridad al pardmetro poblacional y suponen que un error en el estudiante es no
interpretar el intervalo en esta forma:

Aceptar sin comprobar que los intervalos de confianza contienen la media verdadera en el

95% de los casos (Respuesta de MMB).

Interpretacion incorrecta de factores que afectan al resultado. Por Gltimo, y comun a
los dos métodos puede darse una interpretacion incorrecta de factores que afectan al resultado.
Por ejemplo, no tener en cuenta la importancia de la muestra o los factores de los que depende
la amplitud del intervalo.

Si se pide que calculen el nivel de confianza o tamaiio de la muestra, nos encontramos con: 1)
Tiende a confundir error y amplitud de tal forma que cuando se pide que calcule el nivel de
confianza o tamaiio de la muestra y le damos el dato de amplitud, lo toma como el error,; 2) A
la hora de calcular el tamario de la muestra, si el resultado obtenido es decimal suele no
redondear o redondear al valor mas proximo y no por exceso como es necesario; 3) A la hora
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de calcular el nivel de confianza, suele responder con el resultado que recoge la tabla normal

para Zg, donde 7y, es tal que P(Z < Za/z) =1 —% . Es decir, responde con (1 - g) % en

lugar de con (1 — a)%. (Respuesta de MVC).

La Tabla 7 resume los errores citados sobre interpretacion donde se observa que un
alto porcentaje de futuros profesores es consciente de que los extremos de un intervalo de
confianza son aleatorios. También se percibe la importancia que los futuros profesores le
otorgan a la contextualizacion de los resultados y a la interpretacion del intervalo de
confianza. Con mucha menor frecuencia se citan el resto de errores, como por ejemplo, no ser
capaz de tomar una decision sobre el rechazo de la hipotesis o aceptar una hipdtesis nula.

Tabla 7 — NUmero de errores de interpretacion y porcentaje (respecto al total de estudiantes)

Contraste Intervalo
Categorias N. Profesores % N. Profesores %
No ser capaz de tomar una decision sobre la hip6tesis nula 16 22,9
Aceptar la hipétesis nula 8 114
Cometer un error Tipo | o Tipo Il 14 20,0
No se contextualiza el resultado 31 44,3
Interpretacion del nivel de confianza o significacion 12 17,1
Considerar fijos los extremos del intervalo 31 44,3
Considerar el pardmetro dentro del intervalo 6 8,6
Aceptar el intervalo sin comprobar que contiene a la media verdadera 5 7,1
Interpretacion incorrecta de factores que afectan el resultado 1 1,4 7 10,0

Fuente: elaborado por el autor.

5Conclusiones

Los participantes del estudio fueron capaces de identificar un niimero apreciable de
errores, tanto en el desarrollo del contraste de hipdtesis como en la construccion de intervalos
de confianza por parte de sus futuros estudiantes. Ello muestra también un conocimiento
matematico razonable del tema, pues son capaces de predecir qué pasos seran erréoneos. Sin
embargo, no citaron algunos de los errores asociados a la interpretacion del nivel de
significacion y del p-valor, ampliamente citados en la investigacion previa, por ejemplo en
Badenes-Ribera et al. (2015), Batanero (2000) y Caperos y Pardo (2013). Ademas, ellos
mismos cometieron algunos de estos errores al resolver los problemas; por ejemplo,
intercambiaron los dos términos de la probabilidad condicional que define el valor p. Todo
ello nos hace sospechar que los participantes pudieran no ser conscientes de los errores
relacionados con la interpretacion de estos conceptos.

El nimero de errores procedimentales y de interpretacion de resultados sobrepasa

bastante a los conceptuales o de planteamiento. Por un lado, esto indica que los futuros
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profesores consideran estos puntos mas dificiles, incluso aunque hoy dia los errores
procedimentales desaparecen practicamente con el uso del software estadistico. Pero, por otro
lado, este resultado sugiere que los futuros profesores dan mayor peso al aprendizaje de los
procedimientos de calculo que a la comprension profunda de los objetos matematicos
involucrados en los mismos. Ello a pesar de su complejidad conceptual, especialmente del
contraste de hipdtesis, sefialada en Inzusa y Jiménez (2013) y de sus propios errores
conceptuales en el desarrollo del contraste de hipotesis (LOPEZ-MARTIN; BATANERO;
GEA, 2018).

La mayoria de los errores sefialados por los futuros profesores aparecieron en su
propia solucién de los problemas; de lo que se deduce que la actividad posterior de discusion
de las soluciones en grupo fue 1til para desarrollar el conocimiento de los futuros profesores
sobre los errores que pueden cometer sus estudiantes.

Ademas, practicamente todos los errores que describen coinciden con los
identificados en la literatura; por ejemplo, confundir hipotesis nula y alternativa, confundir
estadistico y pardmetro o plantear hipotesis no complementarias (Batanero, 2000;
VALLECILLOS, 1999). Igualmente, se alude a la confusién entre contraste unilateral o
bilateral, confusion de la distribucion muestral e interpretacion de resultados, encontrados en
Espinel, Ramos y Ramos (2007) o Vera et al. (2011).

En la misma linea de las investigaciones de Fidler y Cumming (2005), los
participantes destacan los errores asociados a la interpretacion del intervalo de confianza.
Asimismo, en ambas tareas se identifican errores de tipificacion y lectura de la tabla normal,
descritos por Ramos, Espinel y Ramos (2009) y la confusion entre estadistico y parametro
(HARRADINE et al., 2011).

Sin embargo, muchos futuros profesores describen los errores con poca precision, lo
que nos indica que su conocimiento del tema es todavia escaso; por ejemplo, cuando se alude
a hipotesis mal planteadas, a la interpretacion incorrecta del intervalo de confianza o no saber
plantear bien el contraste, sin indicar concretamente en qué consiste el error.

Una implicacion didéactica es que, aunque se observa un cierto grado de desarrollo de
la faceta cognitiva del conocimiento didactico-matematico (GODINO, 2009) en lo que se
refiere a la inferencia estadistica, seria necesario desarrollar, de una forma mas completa,
dicha faceta en estos futuros profesores haciéndoles conocer mejor el desarrollo de los
procedimientos de contraste de hipdtesis e intervalo de confianza y los posibles errores de los
estudiantes. Por otro lado, los futuros profesores necesitan adquirir conocimiento sobre

niveles de desarrollo del razonamiento inferencial de sus estudiantes, como los descritos por
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Inzunza y Jimenez (2013) y sobre estrategias alternativas de resolver correctamente los
problemas.

Ademas, seria necesario desarrollar en ellos, también, el resto de las facetas de su
conocimiento didactico-matematico sobre este tema. En particular, seria importante acrecentar
su faceta instruccional para proporcionarle modelos y situaciones didéacticas que ayuden a
mejorar el conocimiento de los estudiantes sobre el contraste de hipotesis con el fin de evitar
en el futuro los errores de aplicacion descritos en los antecedentes.

En este sentido seria también deseable formarles en métodos alternativos de
aproximarse al contraste de hipdtesis. Como se indica en Batanero, Diaz-Batanero y Lopez-
Martin (2017) o Wild et al. (2011) no hay una tnica aproximacion a la inferencia estadistica y
es posible hoy dia, gracias a la simulacién, comenzar con aproximaciones informales. En
estas aproximaciones (véase, por ejemplo, NOLL; GEBRESENBET; GLOVER, 2016; o
RUBIN; HAMMERMAN; KONOLD, 2006), para resolver los problemas, se sustituye la
distribucion muestral teorica normal, por una distribucion muestral empirica, obtenida
mediante simulacidon. Los estudiantes, entonces, superan las posibles dificultades asociadas a
la tipificacién y uso de las tablas de la distribucién normal, y se pueden concentrar en el
aprendizaje de conceptos como hipdtesis nula y alternativa, region critica y de aceptacion,
nivel de significacion y de confianza o intervalo de confianza.

Todo ello teniendo en cuenta que una aproximacion informal, por si sola, no asegura
que los estudiantes no cometan errores conceptuales (SILVESTRE; SANCHEZ, 2016), por lo
que es necesario discutir con los estudiantes (o futuros profesores en caso de que se trate de su
formacion) los conceptos subyacentes a lo largo de los procedimientos y reforzar, igualmente,

las actividades de interpretacion y contextualizacion de los resultados.
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