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Resumen

En este trabajo se analizaron los procesos de visualizacion implicados en una tarea que requiere generar y
representar cuerpos de revolucion. La tarea se administrd a cuatrocientos estudiantes del grado de maestro de
Educacién Primaria. Se adopté como marco tedrico el enfoque Ontosemidtico de la Instruccion y el Conocimiento
Matematicos, utilizandose como herramienta analitica la nocién de configuracion en su vertiente epistémica y
cognitiva. Para el analisis de datos se empled una metodologia de investigacion mixta: con una componente
cualitativa que evaluo las categorias de objetos primarios, y otra cuantitativa que categorizé el grado de correccién
de las respuestas. El analisis de los procesos de visualizacion se realizé por medio de las nueve configuraciones
cognitivas identificadas en las soluciones de los estudiantes. Los errores de resolucion se concentraron mas en el
procesamiento visual de la informacién que en el proceso de interpretacion de la informacién figurativa. La
mayoria de ellos se debieron a dificultades para movilizar las habilidades de reconocimiento de relaciones y
posiciones espaciales, observandose una correspondencia entre la efectividad de las configuraciones cognitivas y
la representacion externa de los cuerpos generados.

Palabras clave: Visualizacion. Cuerpos de revolucion. Representacion plana. Enfoque Ontosemidtico. Formacion
de maestros.

Abstract

In this work we analyzed the visualization processes involved in a mathematical task that requires generating and
representing solids of revolution. The task was administered to four hundred university students from the
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Bachelor's Degree in Primary Education. We adopted the Ontosemiotic Approach to Mathematical Instruction and
Knowledge as a theoretical framework, using the configuration notion as an analytical tool in both its epistemic
and cognitive aspects. For the data analysis, we used a mixed method approach: a qualitative dimension evaluating
the primary objects categories, and a quantitative dimension categorizing the answers' success degree. The
visualization processes analysis was done via the nine cognitive configurations identified from the students'
solutions. The resolution errors focused more on the visual processing than on the interpreting figurative
information processing. The majority of these errors were due to difficulties in mobilizing the recognition’s
abilities of spatial relations and positions, observing a correspondence between the effectiveness of cognitive
configurations and the external representation of the generated solids.

Keywords: Visualization. Solids of revolution. Planar representation. Ontosemiotic Approach. Teacher training.

1 Introduccion

La visualizacioén es una componente clave del razonamiento matematico, fundamental
en procesos de resolucion de problemas, argumentacion y prueba de diversas areas de las
matematicas (CLEMENTS, 2014; LUBINSKI, 2010). En el caso particular de la geometria,
adquiere un papel fundamental al tener esta un soporte muy fuerte en elementos visuales.

Segun Bishop (1989) hay dos procesos implicados en la visualizacion que se encargan
de regular y gestionar la conexidn entre la informacion externa que percibe el estudiante y la
informacion interna que genera como consecuencia de su actividad mental. El primero es el
procesamiento visual de la informacion (VPI) que convierte la informacion externa, que puede
ser grafica (esquemas, figuras, graficos, objetos reales o virtuales) o verbal (texto escrito o
informacion oral), en imagenes mentales y, ademads, transforma unas imagenes ya formadas en
otras. El segundo proceso, inverso al anterior, es el que este autor denomina interpretacion de
la informacion figurativa (IFI), que permite analizar una imagen mental y extraer informacion
de ella. Esta informacion puede expresarse externa o internamente, en particular a través de una
nueva imagen.

Estos dos procesos se pueden desarrollar trabajando diferentes representaciones planas
de objetos tridimensionales y las relaciones entre estas (GAULIN, 1985; GUTIERREZ, 1998b).
En las representaciones planas de los cuerpos tridimensionales existe una pérdida de
informacion que dificulta el andlisis de las propiedades de estos objetos, asi como su
reconocimiento (PARZYSZ, 1988).

Para interpretar esas representaciones planas y poder reconstruir los cuerpos
tridimensionales a partir de ellas, hace falta la aplicacion de ciertos convencionalismos que son
fundamentales para comunicar la informacién espacial (GUTIERREZ, 1996b). Como
consecuencia de lo anterior, muchos estudios de visualizacién espacial se centran en la

instruccion de modelos de representacion — como por ejemplo los trabajos de Ben-Chaim,
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Lappan y Houang (1988); Guillén et al. (1992); Gutiérrez (1992); Kopelman y Vinner (1994) o
Michelmore (1980b, 1983).

Ademas, es necesario identificar etapas de evolucion en la habilidad para dibujar formas
tridimensionales, véanse por ejemplo Hazama y Akai (1993), Hershkowitz, Parzysz y
Dormolen (1996), Michelmore (1980a), Pittalis, Mousoulides y Christou (2009).

En el caso concreto de los cuerpos de revolucion no se encuentran investigaciones
especificas encaminadas a la instruccion de modelos de representacion, ni tampoco se han
identificado, de manera explicita, niveles de habilidad en el dibujo de estas figuras, salvo el de
Cohen (2003) para solidos tridimensionales en general.

Autores como Guillén, Gonzéalez y Garcia (2009) han analizado libros de texto de
Educacion Primaria y Secundaria para concluir que la mayoria de las actividades que se
proponen sobre sélidos de revolucion se centran en la medicion (calculo de volimenes y areas)
e identificacion, trabajandose, rara vez, las representaciones planas, y la generacion de estos
solidos a partir de curvas o figuras bidimensionales. Tampoco se hacen menciones a posibles
convenios para su representacion.

Asi mismo, estudios recientes de evaluacion del conocimiento del contenido con futuro
profesorado de Educacion Primaria — como los de Gonzato, Godino y Contreras (2011); Blanco
(2011); Godino et al. (2016) — sugieren que estos estudiantes tienen conocimientos muy
limitados sobre los solidos de revolucion, centrados en la identificacion de los mas habituales
(cono, cilindro y esfera) y en el célculo de 4reas y volimenes; y que los porcentajes mas bajos
los alcanzan en items relacionados con la generacion de so6lidos.

El objetivo de este trabajo es profundizar en el conocimiento de los futuros maestros,
analizando los procesos de visualizacion que ponen en juego al resolver una tarea de generacion
y representacion de solidos de revolucion. Este analisis permitird conocer como generan dichos
solidos, las imagenes mentales que crean y el tipo de representacion que utilizan para comunicar
dichas imagenes. Asi mismo, ayudara a delimitar las dificultades de estos estudiantes en

relacion con dichos procesos.

2 Marco tedrico

El marco teorico seguido en este trabajo es el enfoque ontosemiotico del conocimiento
v la instruccion matemdticos (EOS), que integra diferentes puntos de vista y nociones teoricas
sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje (GODINO; BATANERO;

FONT, 2007), y centra el analisis de la actividad matematica, y de los procesos y componentes
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que intervienen en esta, en las practicas que realizan las personas implicadas en dicha actividad
(GODINO, 2002; GODINO; BATANERO; FONT, 2007). Entendemos que este marco teérico
puede contribuir en el campo de la visualizacion aportando un punto de vista complementario
(GODINO et al., 2012) para abordar cuestiones tales como:

* ;Qué tipo de procesos y objetos se ponen en juego cuando se realizan tareas de

visualizacion?

* ;Por qué algunas tareas que requieren visualizacion implican una gran dificultad para

algunos estudiantes?

En este trabajo se tomard como herramienta analitica del EOS la nocion de
configuracion ontosemiotica, definida como la red de objetos y procesos que se ponen en juego
en la realizacion de una determinada practica matematica (FONT; GODINO; GALLARDO,
2013). Se consideran, aqui, dos niveles de objetos que emergen de esas practicas matematicas.
El primer nivel lo componen los objetos que se observan en un texto matematico como son las
tareas, lenguaje, conceptos, procedimientos, propiedades y argumentos.

Estos objetos se articulan de modo que las tareas motivan las definiciones,
procedimientos y proposiciones, y todos ellos, a su vez, condicionan los argumentos y regulan
el uso del lenguaje. El lenguaje, por su parte, expresa y soporta esas definiciones,
procedimientos y proposiciones.

Por ultimo, los argumentos, a través del lenguaje, justifican las definiciones,
procedimientos y proposiciones utilizados para la resolucion de la tarea. Los objetos del
segundo nivel (facetas duales) surgen de las distintas maneras de ver, hablar, operar sobre los
objetos del nivel anterior; nos referimos a objetos personales o institucionales, ostensivos o no
ostensivos, unitarios o sistémicos, intensivos o extensivos, y a contenido o expresion. Cuando
se analizan las respuestas de sujetos individuales, dichas configuraciones se consideran
cognitivas, mientras que, si son las respuestas esperadas desde un punto de vista institucional,
se las denomina epistémicas.

Una aproximacion a la visualizacion desde este marco teodrico lleva a considerar las
practicas como prdcticas visuales si ponen en juego la visualizacion, siempre teniendo en
cuenta que se producen constantes conversiones entre componentes visuales y analiticos en la
resolucion de estas. El componente visual puede jugar un papel clave en la comprension de la
naturaleza de la tarea y en el momento de hacer conjeturas, mientras que el componente
analitico cobrard protagonismo en el momento de la generalizacion y la justificacion de las
soluciones a través de los argumentos (GODINO et al., 2013). En Godino et al. (2012) puede

verse una delimitacion de los objetos primarios para el caso concreto de la visualizacion. En el
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apartado 3.1 esto se ilustrard con la configuracion epistémica de la tarea propuesta en este

estudio.

3 Metodologia

El andlisis de los procesos de visualizaciébn que se va a presentar se ha realizado
aplicando el primer nivel de objetos de la configuracion ontosemiotica, tanto a la solucidon
experta de referencia (configuracion epistémica) como a las soluciones dadas por los
estudiantes (configuraciones cognitivas). Los tipos de configuraciones cognitivas que se
determinan emergen del andlisis de las practicas manifestadas por los sujetos que responden a
una tarea, tratdndose, por tanto, de un analisis cualitativo. Por otra parte, se evalta el grado de
correccion de las respuestas a dicha tarea que, como variable cuantitativa, se resume y analiza
mediante técnicas estadisticas. Se ha adoptado por tanto un enfoque metodologico de tipo mixto
(HART et al., 2009).

La tarea se selecciond del instrumento de evaluacion de visualizacion de Blanco (2011)
y se aplico a una muestra de cuatrocientos estudiantes del grado de maestro de Educacion
Primaria. Se trata de una tarea de generacion de cuerpos de revolucion, en la que se muestran
dos figuras (un tridngulo y una linula) y los ejes de rotacion sobre los que deben rotar (Figura
1). Se presentd para ser respondida en papel y lapiz, y se complementd con entrevistas
semiestructuradas y grabaciones en video que permitieron registrar los gestos que ayudan a
conformar las imagenes mentales que crean los estudiantes y que no se recogen de una forma

clara en las representaciones planas o escritas que realizan.

Dibuja, con todos los detalles posibles, los cuerpos de revolucion que obtendremos
al hacer girar las siguientes figuras respecto de los ejes que se indican.

Figura A Figura B

Figura 1 - Enunciado de la tarea
Fuente: Elaboracion propia.

Estamos ante lo que Gonzato, Blanco y Godino (2011) categorizan como una tarea de
interpretacion de perspectivas de objetos tridimensionales, que contempla, entre otras, las dos
acciones que se solicitan en la tarea: generar cuerpos de revolucion y realizar una representacion
grafica de dichos cuerpos. Como la respuesta es de dibujo, admite diferentes técnicas de

representacion (dibujo en perspectiva, vistas ortogonales etc.). Las figuras bidimensionales que
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se presentan no se pueden manipular fisicamente, por lo que las acciones requeridas para
resolver la tarea serdn mentales. La tarea se sitia por tanto como una practica visual dentro del

marco tedrico adoptado (GODINO et al., 2012).

3.1 Instrumento de analisis

En el marco del EOS, el andlisis de los procesos de visualizacion implicados en la
resolucion de la tarea requiere la elaboracion de la configuracion epistémica y las

configuraciones cognitivas asociadas a dicha tarea.

3.1.1 Configuracion epistémica de la tarea

La configuracion epistémica nos permite explorar la tarea desde el punto de vista
institucional, reconociendo las habilidades de visualizacion puestas en juego en la tarea y
describiendo los objetos y procesos que se requieren para su resolucion.

El primer objetivo que pretende la tarea es crear las imagenes mentales de los cuerpos
de revolucion generados al hacer girar las figuras A (tridngulo) y B (linula) alrededor de los
ejes dados; el segundo dibujar una representacion plana de esos cuerpos. En su resolucion se
ponen en juego las tres habilidades de visualizacion siguientes (DEL GRANDE, 1987, 1990;
GUTIERREZ, 1996a): reconocimiento de relaciones espaciales, rotacién mental 'y
reconocimiento de posiciones espaciales. Las dos primeras estan implicadas sobre todo en el
primer objetivo y la tercera en el segundo.

La habilidad de reconocimiento de relaciones espaciales establece la relacion de cada
una de las figuras con el eje de rotacion, que determinard elementos internos de los cuerpos
generados. También permite identificar correctamente las relaciones entre los diferentes
elementos de cada una de las figuras. La habilidad de rotacion mental es necesaria para producir
las imagenes mentales del tridngulo y la linula en movimiento.

La habilidad de reconocimiento de posiciones espaciales, a la hora de realizar la
representacion plana del cuerpo generado, tomando como punto de referencia una o varias de
las posiciones del observador. Las habilidades de reconocimiento de relaciones y posiciones
espaciales estan estrechamente relacionadas en esta tarea, ya que deben ser integradas para
hacer una representacion plana que comunique la mayor informacion sobre los cuerpos
generados.

El analisis del primer nivel de objetos de la tarea, descrito como un analisis semantico
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por Godino (2002), permitird identificar el lenguaje, los conceptos, proposiciones,

procedimientos y argumentos puestos en juego (Cuadro 1).

Lenguaje

- Verbal (términos y expresiones): Dibujar, forma, cuerpos, obtener, girar, aproximada, figuras, ejes,
indicar, distancia a los ejes, hueco, hacer girar las figuras respecto de los ejes.

- Grafico: Dibujo de un triangulo isosceles y un eje vertical que pasa por el vértice situado mas a la
derecha. Dibujo de una lunula y un eje a igual distancia de los extremos inferior y superior de la
misma.

- Simbdlico: A), B)

Conceptos

- Previos: Triangulo, cuerpos espaciales, girar en el espacio, ejes de giro, perspectiva, vértice,
volumen, distancia al eje, figura geométrica plana, trayectoria, circunferencia, movimientos
rigidos en el espacio.

- Emergentes: Figuras de revolucion, hueco, puntos fijos, agujero, cono, tronco de cono, esfera
achatada por los polos, vistas ortogonales, representacion por niveles.

Propiedades/Proposiciones

- Previas: Un giro de una figura alrededor de un eje mantiene la distancia de la figura a dicho eje.
Los movimientos rigidos mantienen las propiedades métricas de las figuras. Los solidos de
revolucion tienen infinitos planos de simetria.

- Emergentes: Los solidos representados en la figura 2.

Procedimiento

- Hacer girar mentalmente, sobre un plano perpendicular al eje de rotacion, cada punto de cada una
de las figuras planas dadas.
- Dibujar una representacion plana (vistas ortogonales, representacion por niveles, perspectiva) de
las imagenes mentales creadas (s6lidos de revolucion).
Argumento

- En cualquiera de los dos casos, al hacer girar la figura plana respecto a los ejes respectivos, cada
punto de la figura original recorre una trayectoria que es una circunferencia con centro en la
interseccion del eje de giro con el plano perpendicular al eje que contiene a dicho punto

Cuadro 1 — Configuracion epistémica de la tarea
Fuente: Elaboracion propia.

En el marco de EOS, las representaciones externas se consideran objetos ostensivos
(cualquier objeto que es publico y que, por tanto, se puede mostrar a otro) y las imagenes
mentales objetos no ostensivos (no perceptibles por si mismos). Estos objetos de segundo nivel
dan lugar a los procesos de idealizacion y materializacion (GODINO; FONT; WILHELMI,
2008) que se corresponden en el campo de la visualizacion con los procesos VPI e IFI,
respectivamente.

Los objetivos pretendidos en la tarea ponen en juego esta faceta dual ostensivo/no
ostensivo, de manera que el proceso VPI se requiere para interpretar la informacion externa que
nos da la tarea (verbal en forma de texto escrito y grafica en forma de una representacion
bidimensional), y el proceso IFI al solicitar como parte de la soluciéon de la tarea una
representacion externa (grafica en este caso) de la solucion. En la Figura 2 se muestra, de forma

esquematica, la resolucion de la tarea desde los procesos implicados.
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Representacion externa I magenes mentalesde la solucién

(objetos ostensivos) (objetos no ostensivos)

4 VIP ~

Enunciado de la tarea . . .,
[ ] (proceso de idealizacion)
Figura A 1 Figura B 1

& _ Figura A Figura B

= Cono truncado con ‘Elipsoide achatado’ con
Representacion plana de los cuerpos de - ., un hueco'en forma un agujero en forma de
(proceso de materializacion) de cono invertido ‘esfera achatada’

revolucion generados

L O =

Figura 2 - Procesos de visualizacion en la solucion epistémica de la tarea
Fuente: Elaboracion propia.

3.1.2 Configuraciones cognitivas

Para poder analizar los procesos de visualizacién que ponen en juego los estudiantes
para maestro al resolver la tarea, se construyeron sus configuraciones cognitivas, identificando
los objetos del primer nivel de forma similar al realizado para la configuracién epistémica
presentada en la seccion anterior. El andlisis permiti6 categorizar las configuraciones cognitivas
(CC) de los cuatrocientos estudiantes, por medio de nueve configuraciones diferentes.

En la Tabla 1 se presentan estas configuraciones, que se nombran por el tipo de
representacion externa asociada a cada una de ellas y se enumeran en funcion de su porcentaje
en las respuestas de los estudiantes. También se indica la dimension de las imagenes generadas
asociadas a cada una de las configuraciones. Por limitacion de espacio, la descripcion de cada
una de las configuraciones se presentara en la siguiente seccion, asociada al andlisis del proceso
IFI. Esta descripcion solo incluira, de forma resumida, los argumentos y el lenguaje grafico
aportado por los estudiantes para justificar la resolucion de la tarea.

Tabla 1 - Configuraciones cognitivas ordenadas segun el porcentaje
de estudiantes que las manifiestan

Configuracion  Dimensién de la Representacion Externa Frecuencia %
imagen generada
CC1 2D Simetria 196 49,00
CcC2 3D Perspectiva sin apoyo de los ejes 66 16,50
cC3 2D Secuencia de giros en el plano 23 5,75
CC4 3D Grafica | Perspectiva con apoyo de los ejes 21 5,25
CCs 3D Seccién ortogonal-frontal 21 5,25
cCc7 3D Secuencia de giros en el espacio 10 2,50
CC8 2D Composicion giro-traslacion 9 2,25
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CC9 3D Planta y alzado 5 1,25
CCo 3D Verbal | Escrita 17 4,25
NC No contesta 32 8

Total 400 100

Fuente: Elaboracion propia.

4 Resultados

A continuacion, se muestran los resultados del analisis de los dos procesos IFI y VPI
que, combinados, daran cuenta de los cuerpos generados mentalmente por los estudiantes en la
tarea propuesta. Se presentaran primero los relativos al proceso IFI, ya que es este el que aporta,
a través de las representaciones externas, la principal evidencia que se tiene de como son las

imagenes de los cuerpos generados por los estudiantes.

4.1 Interpretacion de la informacion figurativa

En este estudio, la informacion viene expresada externamente de forma grafica, a través
de las representaciones planas de las imagenes de los cuerpos generados (al haberlo solicitado
en la tarea), o de forma verbal, mediante la descripcion escrita de dichas imagenes. El andlisis
de este proceso se presenta a través de la descripcion de las nueve configuraciones cognitivas
identificadas. En ellas se indica el tipo de imagen creada y la representacion externa asociada.

CCI-Representacion de una simetria. En esta configuracion las imagenes mentales
creadas son las figuras simétricas de las dadas. El procedimiento seguido consiste en tomar
algunos puntos de las figuras y marcar sus simétricos respecto al eje dado. En el caso A los
estudiantes tomaron los vértices del tridngulo, en el B los vértices de la linula y algunos puntos
de las curvas que la definen. En la Figura 3 se muestra como el estudiante 25 emplea este tipo

de procedimiento para representar su solucion.
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Figura 3 - Resolucion del estudiante 25
Fuente: Producciones de los estudiantes.

CC2-Representacion en perspectiva sin apoyo de los ejes. En este caso los alumnos
representan en perspectiva, al otro lado de los ejes, los cuerpos de revolucion generados
mentalmente. No utilizan los ejes para construir la representacion plana de los cuerpos.

CC3-Representacion de una secuencia de giros en el plano. La representacion gréafica
asociada a esta configuracion estd conformada en cada caso por un conjunto de figuras
congruentes a la dada, por medio de las cuales los estudiantes representan el proceso por el que
llegan a la imagen mental final, que coincide con la figura de partida. La Figura 4 ejemplifica
esta representacion grafica, junto con una representacion escrita, donde el alumno 132 replica

varias veces las figuras dadas en el plano entorno a los ejes.

7. Debuxa, de xeito aproximado, qué corpos obteremos ao facer Xirar as seguintes
figuras respecto dos eixes que se indican. y

Describe o procedemento ou estratexia que wtilizas para chegar a tia resposta’ / i
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Figura 4 - Resolucion del estudiante 132
Fuente: Producciones de los estudiantes.

CC4-Representacion en perspectiva con apoyo de los ejes. La representacion grafica
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asociada a esta configuracion consiste en dibujar las figuras simétricas a las dadas, y marcar las
circunferencias (elipses en perspectiva) que se generan al rotar la figura y contienen a puntos
simétricos.

CC5-Representacion de la seccion ortogonal-frontal. En esta configuracion el
procedimiento seguido para la representacion plana de los cuerpos generados consiste en
dibujar las figuras simétricas a las dadas y después unirlas mediante segmentos, dando lugar a
la seccion ortogonal-frontal de cada uno de los cuerpos de revolucion generados. En el caso A
esa representacion plana presenta la imagen de un trapecio formado por tres tridngulos isosceles
congruentes, y en B dos curvas cerradas que aproximan a elipses concéntricas (Figura 5).

! B)

Describe o procedemento ou estratexia que utilizas para chegar a tiia resposta
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Figura 5 - Resolucion del estudiante 65
Fuente: Producciones de los estudiantes

CCo6-Representacion escrita. La representacion externa de esta configuracion es verbal,
describiéndose exclusivamente mediante texto escrito los cuerpos resultantes y las acciones
llevadas a cabo para obtenerlos, sin apoyo de representaciones graficas.

CC7-Representacion de una secuencia de giros en el espacio. Aqui, la representacion
plana muestra cada una de las figuras en distintas posiciones a medida que se van girando
alrededor del eje. Esta secuencia de imagenes sugiere el movimiento realizado mentalmente al
hacer girar las figuras alrededor del eje. Esas imagenes se coordinan e integran dando lugar a
las imagenes mentales resultantes, que seran solidos de revolucion. En la Figura 6 el alumno

25 dice obtener como resultado una pirdmide para el caso A y una esfera para el B.
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Figura 6 - Resolucion del estudiante 25
Fuente: Producciones de los estudiantes

CC8- Representacion de la composicion giro-traslacion. En este caso las imagenes
mentales obtenidas son las figuras giradas 180° con respecto a las dadas. Se giran las figuras
dadas 180° y se trasladan para que queden en linea con las figuras iniciales, pero del otro lado
del eje.

CC9-Representacion de la planta y alzado. La representacion asociada a esta
configuracion se obtiene dibujando las figuras simétricas a las dadas y trazando rectas paralelas
al eje que pasan por los vértices del tridngulo y por los vértices de la lunula para determinar en
cada caso dos circunferencias concéntricas que representan la planta de los cuerpos de

revolucion generados.
4.2 Procesamiento visual de la informacion

Si se atiende al espacio donde se realiza la accion, el analisis del procesamiento visual
que realizaron los alumnos de la informacion dada permite agrupar las configuraciones en: (1)
aquellas en las que la accion se realiza en el espacio bidimensional y, por tanto, el cuerpo
resultante es una figura plana; (2) aquellas en las que la accidén se realiza en el espacio
tridimensional, dando lugar a cuerpos tridimensionales.

En el primer grupo se encuentran las configuraciones CC1, CC3 y CC8, que suponen el
57% de la muestra. En el caso de las configuraciones CC3 y CCS, la accién a realizar es un giro
y en el caso de la configuraciéon CC1 una simetria. De la misma forma, las habilidades de
reconocimiento de las relaciones y posiciones espaciales y la rotacion mental se aplican en el
plano. En este grupo, los estudiantes no integran la informacion del texto escrito con la

representacion grafica dada en la tarea, lo que les conduce a dar como resultado figuras planas.
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En el segundo grupo estan las configuraciones CC2, CC4, CC6, CCS5, CC7 y CC9, que
siguen el 30% de los estudiantes. La informacion que extraen de las representaciones externas
dadas en el enunciado de la tarea (grafica y verbal) conduce a los estudiantes a considerar los
ejes dados como ejes de rotacion en el espacio y, por tanto, la accion de rotar y las habilidades
espaciales implicadas se ejecutan también en el espacio. Las imagenes mentales que generan se
corresponden con cuerpos de revolucion y, a diferencia del anterior grupo, no hay una figura
mental asociada de forma exclusiva a cada una de estas configuraciones.

Las imagenes mentales generadas por los estudiantes como consecuencia de este
proceso de visualizacion (VPI) fueron para el caso A: cono, tronco de cono, tronco de cono sin
un cono invertido, piramide y cilindro; y para el caso B: esfera, esfera hueca, elipsoide achatado
con un agujero y esfera truncada o esfera achatada.

El porcentaje de estudiantes que obtuvieron imagenes correctas no alcanzo el 9% de la
muestra y el 5% de ellos dieron como solucion figuras no identificables. E1 49,17% de los que
han considerado que se generaban figuras tridimensionales han dado como cuerpo resultante en
A un cono, mientras que en B el cuerpo més frecuente ha sido una esfera (56,67%), sin

especificar en ninguno de los dos casos otro tipo de caracteristicas internas (huecos, agujeros).

5 Discusion

En este apartado se discutiran los resultados del estudio de los procesos de visualizacion
a partir del andlisis de los errores y dificultades identificados, asi como del nivel de
representacion grafica de las configuraciones y de su efectividad. Esto permitira dar cuenta del

grado en que los procesos de visualizacion fueron desarrollados por los estudiantes.

5.1 Errores y dificultades relacionados con los procesos de visualizacion VPI e IFI

A partir del analisis de los procesos de visualizacion, se han identificado errores y
dificultades asociados a cada uno de ellos (Tabla 2). Cabe destacar el bajo porcentaje de
estudiantes que dan una representacion correcta de los cuerpos de revolucion generados (8,5%
para el caso Ay 5,25% para el B).

Tabla 2 - Errores asociados a la tarea

Errores y dificultades Figura A Figura B
Frecuencia % Frecuencia %
Considerar el ejede =~ Movimiento en el 112 28 112 28
Proceso VPI  rotacion como eje de plano
simetria Movimiento fuera 84 21 84 21
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del plano

No considerar la distancia al eje 75 18,75 96 24

Girar en el plano las figuras 32 8 32 8
No coordinar diferentes direcciones en la 31 7,75 23 5,75

Proceso IFI s
representacion plana

Sin errores/dificultades 34 8,5 21 5,25

Sin respuesta 32 8 32 8
Total 400 100 400 100

Fuente: Elaboracion propia

Se detectaron dos errores relacionados con el proceso VPI: (1) considerar el eje de
rotacion como eje de simetria, (2) girar las figuras en el plano; y una dificultad asociada a no
considerar la distancia de las figuras al eje. El primer error se produce cuando los estudiantes
identifican la representacion grafica de una figura y un eje a su derecha como la imagen del
concepto de simetria, lo que conduce a que se asocie con dicho concepto y no interpreten bien
el enunciado de la tarea. Se relaciona con la dificultad de separar un concepto geométrico de su
representacion externa (MESQUITA, 1992).

Este error esta asociado de forma directa a la configuracion CC1. Los resultados
muestran dos imagenes conceptuales de simetria subyacentes, una se refiere a la simetria como
movimiento rigido en el plano que guarda equidistancia de un punto y su simétrico al eje, y la
otra considera la simetria como un movimiento que fisicamente no se produce en el plano, sino
que hay que salirse del plano para mover la figura y que se produzca un cambio de orientacion
(JAIME; GUTIERREZ, 1996).

El segundo error se deriva de la nocion primaria de los estudiantes sobre los giros, que
tiene que ver con la caracteristica visual que corresponde al desplazamiento circular sobre un
plano que se traza al girar (por ejemplo, las manecillas del reloj). Es un error exclusivo de la
configuracion CC3. No considerar la distancia al eje impide establecer correctamente la
relacion entre la figura y el eje de rotacion (equidistancia al centro de giro). Esta dificultad se
relaciona directamente con la habilidad de reconocimiento de posiciones en el espacio y
provoca que no se reconozcan los huecos interiores, generados precisamente por la distancia al
eje de determinados puntos en cada una de las figuras.

En relacion con el proceso IFI, los alumnos manifestaron, principalmente, dificultades
para describir (verbal o graficamente) las figuras resultantes. Al analizar las descripciones
escritas se encontr6 que los estudiantes incorporan leyendas relativas a atributos de los
componentes de las figuras, al igual que en el trabajo de Hazafia y Akai (1993).

Asi, por ejemplo, nombran la forma de las caras etiquetando cual es la superior, frontal
etc., incluso ofreciendo, en algunos casos, descripciones verbales del solido entero, por ejemplo,

en el caso A que parece una taza y en el caso B una pelota. Ellos mismos reflejan las
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dificultades que encuentran cuando dibujan sus representaciones graficas, indicando la
confrontacion existente con su imagen mental.

Al igual que ocurre en las investigaciones realizadas con estudiantes de primaria
(GUTIERREZ, 1998a), los estudiantes para maestro son conscientes de la incorreccion de sus
dibujos, borrandolos y volviéndolos a hacer. Estas dificultades se traducen en errores de
procedimiento a la hora de coordinar las diferentes direcciones de los segmentos que integran
la representacion plana. Estan ligados, principalmente, a las configuraciones CC6 y CCS5. Si
hacemos una comparacion entre las dos figuras, esta dificultad se manifiesta, en mayor medida,
para A (7,75% frente al 5,25%), lo que puede ser debido a la falta de simetria con respecto a un
eje horizontal, que provoca que haya, en la misma perpendicular, puntos a diferente distancia
del eje de rotacion y dificulta la creacion de la imagen mental y, por tanto, su descripcion verbal

o representacion grafica.

5.2 Niveles de representacion grafica y efectividad de las configuraciones

El proceso IFI es el encargado de analizar las imagenes mentales generadas en la
visualizacion y de expresarlas externamente a través de una nueva imagen. En la tarea propuesta
en este estudio se exige una representacion grafica de los cuerpos de revolucidon generados, lo
que conlleva que cada configuracion cognitiva tenga asociada una representacion de esos
cuerpos, como se ha visto en la seccion 4. Por otra parte, esas representaciones son, como ya se
ha comentado, la principal evidencia que se tiene de codmo son las imagenes de los cuerpos
generados por los estudiantes.

Esto sugiere estudiar si es posible establecer algin tipo de jerarquia en las
configuraciones en funcion de la representacion grafica asociada. Se han utilizado para ello los
niveles de sofisticacion en la representacion de formas tridimensionales que proponen Pittalis,
Mousoulides y Christou (2009).

En las configuraciones CC1, CC3, CCS8 la atencidn se centra en asociaciones visuales
con los ejemplos mas populares, aquellos que existen en la imagen del concepto de todos los
estudiantes (HERSHKOWITZ, 1990), en este caso la imagen del concepto de simetria. Algunos
de los estudiantes establecen asociaciones verbales de una palabra con su significado mas
habitual, en esta tarea en la palabra giro. Las habilidades de reconocimiento de las relaciones y
posiciones espaciales y de rotacion se aplican al plano y no al espacio. Por tanto, no cabe aqui
establecer ninglin paralelismo con los niveles de Pittalis et al. (2009) ya que no hay cuerpos

tridimensionales que representar.
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En la configuracién CC6 se ponen en funcionamiento las habilidades de rotacion mental,
reconocimiento de posiciones en el espacio y conservacion de las relaciones espaciales; pero
no se utilizan convenciones de representaciones planas de objetos tridimensionales para
representar graficamente dichos cuerpos. La dificultad se centra en la comunicacion grafica del
proceso IFL, pero las imagenes mentales creadas pueden ser correctas. No se encuentran
estudiantes de nivel 1, segln la clasificacion de Pittalis, Mousoulides y Christou (2009), debido
a que los estudiantes que siguen esta configuracion, donde la representacion externa es verbal
(escrita), son conscientes de que sus dibujos no representarian los objetos y de que es necesario
coordinar caras y diferentes vistas de los cuerpos tridimensionales, aunque no los sepan dibujar.

En la configuracion CC5 la representacion de los cuerpos tridimensionales generados
se presenta Unicamente por una de las vistas ortogonales. El tipo de representacion realizado
necesita apoyo verbal para comunicar la estructura completa de dichos cuerpos. Alguna de esas
representaciones graficas consiste en representar el cono como un triangulo con una cara curva
unicamente, sin mas convenciones, y una esfera como circunferencia. Esas representaciones
graficas situan a los estudiantes en el nivel 2 de Pittalis, Mousoulides y Christou (2009).

Las configuraciones CC2 y CC7 utilizan convenciones para el dibujo de objetos
tridimensionales, sin embargo, no se indican huecos ni otras caracteristicas internas de las
figuras, lo que no da una informacion completa de las imagenes creadas. No se consigue dotar
plenamente a los cuerpos de profundidad y por ello, en la mayor parte de los casos, el tipo de
representacion es mixto, necesitando apoyo verbal o escrito para comunicar la estructura del
cuerpo generado. El tipo de representacion se corresponde con el nivel 3 de Pittalis,
Mousoulides y Christou (2009).

En las configuraciones CC4 y CC9 se implementan las convenciones para
representaciones bidimensionales de cuerpos tridimensionales, indicando elementos de la
estructura interna y externa de los cuerpos. La comunicacion de la informacion sobre las
imagenes mentales creadas es bastante clara, lo que manifiesta que las habilidades de
reconocimiento de posiciones y relaciones espaciales y la de rotacion mental estdn bastante
desarrolladas. El tipo de representacion corresponde al nivel 4 de Pittalis, Mousoulides y
Christou (2009).

Para aquellas configuraciones cognitivas susceptibles de producir resultados correctos
(CC2, CC4, CCs5, CCo, CCT y CCY), podemos considerar su efectividad, entendida como el
porcentaje de resultados correctos en la resolucion de la tarea por los estudiantes que siguieron
esa configuracion (GORGORIO, 1998).

En la Tabla 3 se presenta la relacion ente los niveles de representacion grafica de las
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configuraciones cognitivas y la efectividad de estas. Se observa que a mayor nivel de
representacion mayor efectividad de las configuraciones. Los resultados muestran que la
configuracion CC2, la de mayor frecuencia (17%), tiene una efectividad poco relevante.

Por otro lado, la configuracion menos frecuente, la CC9, tiene mayor efectividad, lo que
puede deberse a que los estudiantes con los que se asocia estan habituados al dibujo técnico y
a trabajar con diferentes puntos de vista, como muestran el lenguaje y los codigos de
representacion plana que han utilizado. Lo anterior se traduce en que la parte del proceso IFI
que se ocupa de expresar la informacion sobre los sélidos generados fue determinante para
resolver la tarea con éxito.

Tabla 3 — Relacion entre el nivel de representacion en las CC y la efectividad

Configuracién  Tipo de representacion Nivel de representacién %
CcC9 Representacion de planta y alzado 4 80
CC4 Representacion en perspectiva con apoyo de 4 38,10
los ejes

cc7 Representacion de una secuencia de giros en 3 10
el espacio

cC2 Representacion en perspectiva sin apoyo de 3 3,03
los ejes

CC5 Representacion de la seccion ortogonal-frontal 2 0

CC6 Representacion escrita -- 0

Fuente: Elaboracion propia

6 Conclusiones

En este trabajo se han analizado los dos procesos implicados en la visualizacion, el
procesamiento visual de la informacion (VPI) y el de interpretacion de la informacion figurativa
(IFI), en una tarea que requiere generar y representar cuerpos de revolucion. La tarea se ha
aplicado a una muestra de cuatrocientos futuros maestros de Educacion Primaria.

Se ha utilizado como herramienta analitica la nocion de configuracion ontosemiotica,
en su vertiente epistémica y cognitiva. Esto ha permitido identificar nueve configuraciones
cognitivas, cada una de las cuales describe la manera particular en la que los estudiantes
pusieron en juego esos dos procesos. El andlisis de los procesos de visualizacion, a la luz de la
herramienta analitica, ha contribuido a apuntar errores y dificultades de los estudiantes al
enfrentarse a una tarea de generacion de so6lidos de revolucion, asi como a esbozar niveles de
representacion para este caso.

Para el proceso VPI, los resultados muestran que el 49,50% de los estudiantes
(configuraciones CC1, CC3 y CCS8) asocian visualmente la imagen presentada en el enunciado

de la tarea con prototipos. En este caso, con la representacion estandar de una simetria o un giro
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en el plano, y por tanto dan como resultado figuras planas.

Para las restantes configuraciones, se observa que todas requieren movilizar las
habilidades de visualizacion necesarias para resolver la tarea: rotacion mental y reconocimiento
de relaciones y posiciones espaciales. En particular, la mayoria de los estudiantes ponen en
funcionamiento la primera de ellas, sin embargo, tienen dificultades para movilizar las otras
dos habilidades, como se constata en el porcentaje de estudiantes que no establecen
correctamente la relacion entre la figura y el eje de rotacion (18,75% en A'y 24% en B).

Para el proceso IFI, centrandonos en aquellas configuraciones que crearon cuerpos de
revolucion, los tipos de representaciones planas asociadas a esas configuraciones fueron las
siguientes: representacion en perspectiva (configuraciones CC2 y CC4); representacion de
planta y alzado (CC9); representacion de la seccion ortogonal-frontal (CCS); y la representacion
de una secuencia de giros en el espacio (CC7).

Todas ellas deberian seguir c6digos y claves de representacion sin los cuales no se puede
hacer una lectura correcta de las mismas. Por ejemplo, en la configuracion CC4, dibujar las
circunferencias de las bases de las figuras planas es un cddigo que confiere a la estructura un
efecto tridimensional. En el caso particular de la configuracion CCS5, los cddigos son
insuficientes y por ello la representacion grafica asociada a esta configuracion se suele
acompanar de un discurso escrito. A pesar de que la representacion en perspectiva es la mas
frecuente (21,75%), es la mas dificil de realizar con correccion.

Los resultados generales del estudio muestran un porcentaje excesivamente bajo de
estudiantes que fueron capaces de realizar la tarea completa correctamente (5,25%). Se puede
concluir que los estudiantes se limitan a ajustar las imagenes conceptuales creadas a los
prototipos que conocen, sin analizar las caracteristicas y propiedades geométricas de los
mismos; siendo los cuerpos con mayor representatividad el cono (49,17 %) y la esfera
(60,83%). Los errores relacionados con el proceso VPI tienen un peso significativo en la
resolucion de la tarea (suponen mas del 75% tanto para A como para B), destacando el error de
considerar el eje de rotacion como eje de simetria y el error de no considerar la distancia al eje.

Ademas, el analisis de la efectividad de las configuraciones muestra que la parte del
proceso IFI que se ocupa de expresar la informacion sobre los so6lidos generados fue
determinante para resolver la tarea con €xito, ya que, a mayor nivel de representacion, siguiendo
los niveles de sofisticacion en la representacion de objetos tridimensionales de Pittalis,
Mousoulides y Christou (2009), mayor efectividad de las configuraciones cognitivas.

No obstante, debemos tomar esto con precaucion, pues las representaciones utilizadas

en CC9 y CC4 se encuentran en el mismo nivel, pero la diferencia de efectividad es alta. Por
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otra parte, seis de las configuraciones permitirian llegar a la solucion correcta, pero dificultades
de los estudiantes con las habilidades de reconocimiento de posiciones en el espacio y con el
proceso IFI lo impiden.

La herramienta analitica ha permitido, por tanto, detectar y especificar como realizan
los estudiantes los dos procesos implicados en la visualizacion y en donde se encuentran las
principales dificultades y errores relacionados con dichos procesos. La direccion a seguir para
la formacioén de los futuros maestros con relacion a este contenido parece apuntar hacia
actividades que movilicen habilidades de visualizacién como el reconocimiento de posiciones
y relaciones espaciales y la rotacion espacial, y hacia el tratamiento de codigos que permitan

comunicar las imagenes creadas a través de una representacion externa (grafica o verbal).
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