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Resumo

Apresenta-se aqui esta pesquisa tedrica que contém uma hip6tese sobre a construcéo histérica dos conceitos de
analise matematica a luz da epistemologia genética, com o propdsito de obter conclusfes sobre a aprendizagem
desta area. Conforme a questdo de pesquisa, “como se estruturam os saberes relacionados a analise
matematica?”, objetivou-se compreender o processo de construcdo dos conhecimentos de analise real na historia,
comparando ao desenvolvimento cognitivo do sujeito, sob perspectiva da epistemologia genética. Para isso,
estudou-se a histdria da Matematica, a partir de suas principais referéncias, mais a teoria de Piaget. Como
resultado, observou-se que o percurso que culminou na formalizacdo atual da anélise, ocorreu em quatro etapas:
desenvolvimento do célculo diferencial e integral; organizagdo do célculo; analise do célculo; e a aritmetizagdo
da andlise. Para cada uma dessas etapas foram encontradas semelhancas conceituais com os estadios de
desenvolvimento cognitivo, sendo diferenciadas por seu nivel de conceitua¢do. Concluiu-se que a aprendizagem
de analise se d& por meio das tomadas de consciéncia sucessivas, que culminam em conceituagdo. Entdo, o ato
de apresentar axiomas e estabelecer propriedades e teoremas a partir deles ndo consiste em potencial atividade de
ensino, exceto para aqueles estudantes que ja alcangaram o patamar cognitivo necesséario para realizar essas
assimilacGes. Para aqueles que ainda ndo o alcancaram, faz-se necessario agir sobre 0s objetos matematicos e
tomar consciéncia dos instrumentos desta a¢do para a sua compreensdo. Contribuiu-se com as discussfes acerca
da Educacdo Matematica no Ensino Superior, favorecendo democratizacdo do aprendizado de Matematica em
todos os niveis, incluindo os mais formais.

Palavras-chave: Aprendizagem de Matematica no Ensino Superior. Andlise Real. Histéria da Matematica.
Epistemologia Genética.
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Abstract

This research discusses the historical construction of mathematical analysis concepts in the light of genetic
epistemology, to obtain conclusions about the learning in this area. According to the research problem “How is
structured knowledge related to mathematical analysis?”, we aim to understand the process of constructing real
knowledge analysis, in history and comparing the cognitive subject development, according to the genetic
epistemology perspective. For this, we studied the history of mathematics from its main references, and Piaget's
theory. As a result, it was observed that the course that culminated in the current formalization of the analysis
occurred in four stages: development of differential and integral calculus; organization of this calculus; analysis
of this calculus; arithmetization of this analysis. Each of these stades parallels the notion of developmental stage,
and the main difference between these stages would be the level of conceptualization. It is concluded that the
learning of analysis takes place through successive moments of taking the awareness process that culminate in
conceptualization. This implies that to present axioms and establish properties and theorems from them does not
consist of a potential teaching activity, except for those students who already have reached the cognitive level
necessary to carry out these assimilations and, therefore, the answer was already in the subject before. For those
who have not reached that level, it is necessary to act on mathematical objects so that, from this action, the
process of taking awareness of the concerned actions may occur. The aim was to contribute to broadening the
debate about mathematics education in higher education, favoring a democratization of learning mathematics at
all levels, including the most formal ones.

Keywords: Mathematical learning in higher education. Real analysis. History of mathematical. Genetic
epistemology.

1 Introducéo

As investigacfes em aprendizagem de Matematica sdo importantes para o campo da
pesquisa em ensino dessa disciplina, pois é no entendimento sobre como se da a
aprendizagem dos conceitos que € possivel planejar, com eficiéncia, as praticas de ensino.
Entretanto, discussdes como essa ocorrem em maior propor¢do quando tratadas no Ensino
Basico (Fundamental e Médio). Posto isso, cabe o seguinte questionamento: 0 que se tem
feito em termos de pesquisa em relacdo a aprendizagem dos conceitos de Matemaética
“avangados”, como aqueles discutidos no Ensino Superior?

A partir de experiéncias pessoais de docentes e discentes do Ensino Superior €
possivel constatar a grande dificuldade que muitos estudantes apresentam nas disciplinas de
Matematica que cursam na graduacio, tais como Calculo (diferencial e integral), Algebra
Linear e Analise Real. Nesse contexto, percebe-se a necessidade de investigar como ocorre a
aprendizagem nessas areas, melhorando seu ensino. Assim, tem-se como proposito investigar
a aprendizagem de conteudos que pertencem a area da Analise Real, na perspectiva
construtivista - area que foi escolhida tanto pela afinidade e interesse dos autores, quanto pela
sua importancia tedrica e historica na fundamentacéo da Matematica.

A linha teorica adotada como instrumento para discutir a aprendizagem é a
epistemologia genética, pois esta teoria explica a génese do conhecimento do sujeito desde o

seu nascimento até a elaboracdo dos pensamentos formais do adulto, buscando entender o
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processo que 0 ser humano realiza para transformar um conhecimento simples em um
conhecimento complexo. Pode-se entender como o raciocinio da analise matematica é
construido e, portanto, compreender o processo de aprendizagem dos contelidos pertencentes
a esta area. Para isso, optou-se por utilizar a histéria da Matematica na compreensdo da
génese da analise e da sua evolucdo histdrica conceitual até o que se conhece hoje. Essa
escolha se deu, pois entende-se que a histéria dos conhecimentos cientificos pode dar pistas e
indicacdes sobre o significado episttmico da construcdo individual destes conceitos
(PIAGET; GARCIA, 2011). Além da teoria de Piaget, buscou-se fundamentagdo também na
historia da Andlise, a partir de obras que tratam da historia da Matemética, como as escritas
pelos classicos pesquisadores Boyer e Merzbach (2012) e Eves (2004).

Com essas consideracfes, tendo como base a epistemologia genética e a historia da
Matematica, buscou-se obter hipdtese tedrica acerca de como se estruturam os saberes
relacionados a Analise Real no sujeito. Delimitou-se como objetivo geral compreender o
processo de construgdo dos conhecimentos da Analise Real na historia, comparando-0 ao
desenvolvimento cognitivo do sujeito, sob a perspectiva da epistemologia genética. A fim de
alcancar tal meta, elencou-se enquanto objetivos especificos: (i) compreender a construcédo
histérica da Analise Real; (ii) estabelecer relagcdes entre os estadios do desenvolvimento
cognitivo de Piaget e a evolucdo dos conceitos referentes a Analise e; (iii) discutir a
implicacéo destas relaces na aprendizagem destes conceitos. As respostas a esses objetivos

foram contempladas na descri¢do dos capitulos subsequentes.

2 Aspectos metodoldgicos

Antes de discutir a evolucdo histérica da anélise e sua relacdo com o desenvolvimento
cognitivo, convém fazer consideracGes metodoldgicas acerca do percurso tomado. Este estudo
tem natureza teorica, bibliografica, ndo sistematica e busca elencar aspectos teéricos da
construcdo da Analise matematica na sua perspectiva historica, relacionando-0s ao processo
de construcdo do conhecimento. Para essa andlise, foi considerado determinado percurso de
exame e de reflexdo disponiveis no material histérico presente nos livros mais utilizados e de
maior tradicdo em cursos de historia da Matematica, até onde se sabe, Boyer e Merzbach
(2012) e Eves (2004). Também, essa escolha é dada considerando a inexisténcia de estudos
especificos no Portal de Periddicos da Capes e no Google Académico no momento em que

esta pesquisa foi realizada.
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Ainda, é necessario entender quais informacGes referentes a construgdo historica dos
conceitos da Analise sdo relevantes para compreender a aprendizagem desta area. A
epistemologia genética parte da ideia de que, embora o ritmo do desenvolvimento cognitivo
de cada individuo ou de grupos de individuos, possa ser diferente (segundo a acdo de fatores
internos e externos), a ordem de construcdo das diversas estruturas cognitivas serd sempre a
mesma (PIAGET; GARCIA, 2011). Entdo, compreender a natureza e as caracteristicas das
estruturas cognitivas propostas por Piaget possibilita ao estudioso ter nocdo de como um
individuo, enquanto sujeito, constréi o conhecimento ao longo do tempo.

Sabendo que “a agdo esta, sempre, duplamente amarrada: amarrada pelas condi¢des
atuais dos sujeitos (individuos sob o ponto de vista psicoldgico) e amarrada pelas condicGes
do meio que, nesse momento, envolve o sujeito” (BECKER, 2012, p. 55), tem-se que a
construcdo de conhecimentos esta atrelada ao desenvolvimento da estrutura cognitiva e que
toda e qualquer ciéncia é construida social e historicamente por sujeitos. Portanto, em
qualquer area do saber, os conceitos relacionados estdo imersos em contexto histérico-social
que, por sua vez, esta imerso em diversos contextos cognitivos, permitindo que, conhecendo
um destes contextos, seja possivel aferir o outro.

Porém, para tomar tal percurso, é importante ndo se ater as influéncias pontuais dos
pesquisadores em termos individuais e factuais, mas sim em caracterizar os periodos
sucessivos do desenvolvimento destes conceitos ou das estruturas, construidos ao longo da
histéria do conhecimento (PIAGET; GARCIA, 2011). Por isso, o foco investigativo foi a
existéncia e sucessdo de etapas historicas da evolucdo da Analise, entendendo o que marca a
sucessdo de uma etapa para a outra, e ndo apenas descrevendo a etapa em si. Compreendendo
essas etapas, € necessario analisar a transicdo entre elas, utilizando os conceitos da
epistemologia genética e estabelecendo conexdo entre a evolucdo historica e a aprendizagem

humana individual.

3 A Construcao historica dos conceitos referentes a Analise

A Analise Real comecou a ser discutida a partir do século XVIII, a medida que se
percebeu a necessidade de construir uma base mais rigorosa para o Célculo Diferencial e
Integral (EVES, 2004). Entdo, seria negligente abordar sua historia sem falar da histéria do
Célculo e, portanto, dos problemas que motivaram sua criagdo. Para isso, € necessario
retroceder drasticamente no tempo, de modo a observar coeréncia em relacao as perspectivas

psicogenética e sociogenética da epistemologia genética. O Quadro 1 sintetiza a evolugéo
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historica que culminou na criacdo da Analise como € conhecida atualmente, com informacdes

sintetizadas a partir dos estudos de Eves (2004) e Boyer e Merzbach (2012).

Estudiosos e Cientistas

Construgdes Matematicas

Egipcios (antes de 1800 a. C.) e o0s
matematicos  gregos: Antifon,
Anaxagoras, Hipocrates, Hipias de
Elis, Eudoxo e Arquimedes (todos
entre 400 a. C. e 200 a. C.)

Tentativas de obter a quadratura do circulo. Isto €, dado um circulo
qualquer, quer-se construir um quadrado que possua a mesma area
deste circulo, utilizando como ferramenta matematica apenas régua e
compasso. Porém, sem conseguir resolver apenas com esses
instrumentos, buscou-se utilizar aproximacdes.

Eudoxo, na criacdo e aprimorado por
Arquimedes

Utilizacdo do método da exaustdo para resolver quadraturas (desde a
do circulo, até de figuras “menos triviais”, como parabolas). Este
método consiste em medir areas por meio da inscricdo de poligonos
na figura desejada, aumentando a quantidade de lados deste
poligono, de modo que a medida de sua area se torne tdo proxima
quanto se queira da medida da area que se deseja calcular. Por
exemplo, na quadratura do circulo, procede-se inscrevendo poligonos
regulares de n lados e estudando o que ocorre com a area dos
poligonos quando o nimero de lados tende ao infinito.

Arquimedes

Defini¢do de uma espiral por meio da extremidade de um raio cujo
tamanho varia uniformemente com a inclinagdo (angulo), obtida ao
tentar realizar a trisseccdo do angulo. Entdo, com a direcdo do
movimento dos pontos que compdem a espiral, encontrou-se a reta
tangente a curva.

Simon Stevin (1548-1620) e Luca
Valério (1552-1618)

Realizacéo, a partir de abordagens inspiradas no método da exaustéo,
da ideia de “passar o limite em ambos os lados da igualdade”, que
consiste em um argumento prético e didatico, utilizado até hoje em
muitos cursos de calculo para simplificar o processo.

Johannes Kepler (1571-1630)

Célculo da area de elipses (envolvidas no estudo das Orbitas
planetérias), por meio de aproximagdes por triangulos.

René Descartes (1596-1650) e Pierre
de Fermat (1607-1665)

Criacdo de métodos préaticos para obter retas tangentes a curvas
planas (nesse caso, curvas descritas por equagdes). Criacdo da
Geometria Analitica (por Descartes), permitindo aritmetizar a
Geometria e geometrizar a Algebra.

John Wallis (1616-1703)

Definicdo de integral como a area sob uma curva plana, apenas por
métodos geométricos.

Isaac Barrow (1630-1677)

Percepcdo de que hd uma relagdo entre o problema das areas
(quadratura de qualquer figura “curva™) e o das tangentes.

Isaac Newton (1643-1727)

Criacdo do método dos fluxos, que consistia em conceber qualquer
curva como sendo a unido de pontos em movimento. Assim,
conseguiu-se éxito em sistematizar as nogdes de limite, derivada e
integral, relacionando-as entre si (com um simbolismo matematico
adequado) e aplicando-as a dindmica (criando as leis de Newton).
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716)

Estabelecimento de importantes resultados do calculo, como
formulas de derivacdo e integragdo utilizadas até hoje, de maneira
paralela aos estudos de Newton!. Criacdo de muitas das notacGes
mateméticas atuais, como o S alongado (]) para integrais (da palavra
latina summa, que significa soma) e os infinitesimais dy e dx, que
permitem escrever a derivada como a razao dy/dx.

Leonhard Euler (1707-1783)

Ampliagcdo dos métodos criados por Newton e por Leibniz e criacdo
de boa parte das notacGes atuais de calculo, a partir da ideia de
funcéo.

Jean-le-Rond  d’Alembert
1783)

(1717-

Constatacdo da necessidade de uma boa teoria dos limites para
fundamentar adequadamente as operacdes de integracdo (célculo da
area sob a curva) e de derivacdo (calculo da taxa de variagdo ou da
inclinacdo da reta tangente a curva).

Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

Busca por uma base matematica rigorosa ao Calculo, tentando retirar
0 conceito de limite da definigdo de derivada (sem sucesso).

Bernhard Bolzano (1781-1848)

Construcdo de resultados importantes para a teoria das funcdes
continuas e para a nogdo de conjunto infinito (ambos necessarios a
fundamentacdo do Calculo). Porém, suas contribui¢cbes foram
reconhecidas tardiamente.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Realizacdo de contribuigdes para que o rigor matematico fosse mais
valorizado dentre os matematicos posteriores.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Definicao de limite e de continuidade muito parecida com as atuais.
Definicéo de integral como um limite de somas, tendo uma definicéo
formal, porém com forte apelo a visdo geométrica do grafico da
funcdo e ndo apenas a sua estrutura (continuidade).

Karl Weierstrass (1815-1897) e
Georg Bernhard Riemann (1826-
1866)

Obtencdo de exemplos de fungdes que contradiziam a intuicdo da
época. Weierstrass obteve uma funcéo continua que é ndo derivavel
em todos os pontos. Riemann obteve uma fungdo continua para todos
os valores irracionais, mas descontinua para todos os valores
racionais. Percepcdo de que ndo poderia ser feita uma boa teoria dos
limites sem que a Analise fosse aritmetizada (fundamentacdo
rigorosa para 0 conceito de nimero real), para que os analistas
parassem de se basear na geometria das curvas e nos graficos de
funcdes.

Richard Dedekind (1831-1916) e
Georg Cantor (1845-1918)

Fundamentacdo dos ndmeros reais, enunciando a propriedade de
continuidade da reta real, como o axioma de Cantor-Dedekind.
Cantor estabeleceu e fundamentou os diferentes tipos de infinitos,
criando a ideia de enumerabilidade e ndo-enumerabilidade de
conjuntos, feita com base nos trabalhos de Dedekind.

Giuseppe Peano (1858-1932)

Estabelecimento dos axiomas de Peano, que fundamentam os
nameros naturais em ldgica matematica.

Quadro 1 — Ag¢des dos matematicos para a criacdo do Célculo e fundamentacéo do Célculo, conhecida como
Analise, na histdria da Matematica
Fonte: Elaborado pelos autores (2019)

! Embora, na época, a simultaneidade dos trabalhos de Newton e Leibniz tenha sido interpretada como copia por
parte de algum deles (interpretacio que muitos tém até hoje), entende-se que ambos estabeleceram seus
resultados independentemente, sendo a eventual rivalidade ndo saudavel para compreender historicamente os
avancos da matematica (EVES, 2004).
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Conforme descrito no Quadro 1, o Calculo surgiu a partir da exploracao e da busca por
solucdo de problemas bem antigos, ja a Analise surgiu de um esforco de fundamentar o que
foi construido pelo Calculo. Ainda h& muitas construcbes que serdo importantes
posteriormente, como a criacdo da Integral de Lebesgue ou as discussbes sobre os
fundamentos da Matematica. Porém, entende-se que, para o propdésito do presente artigo, as
discussdes sobre estas constru¢es ndo sao necessarias.

Dessa forma, no Quadro 1 foram descritas atividades de cientistas para criar o Calculo
e a Analise tal como estudamos hoje, o que se fez delineando elementos da histéria da
Matematica. Para ter instrumentos teéricos que permitam realizar tal discusséo, é necessario

contextualizar a construgdo do conhecimento, sob a luz da epistemologia genética.

4 A construcdo do conhecimento segundo a epistemologia genética

A epistemologia genética € a teoria que entende a aquisi¢do de conhecimentos como
processo de construcdo ativo, fruto da interacdo sujeito-objeto, sendo o objeto tudo aquilo que
é conhecivel pelo sujeito, do ponto de vista epistemologico, inclusive ele prdprio. Se a
construcdo do conhecimento, para Piaget, € processo ativo, dado a partir da interacdo sujeito-
objeto, os estudiosos da aprendizagem podem, seguindo 0s pressupostos piagetianos, supor
que a aprendizagem ndo é estatica, pondo a a¢do do sujeito no centro do processo que, por
isso, é concebido como construcéo.

Para Piaget, a construcdo de novos conhecimentos é vista como adaptacdo, processo
pelo qual o sujeito, em sua interagdo com o objeto, necessita modificar sua estrutura cognitiva
prévia (processo de acomodacgdo) para poder assimilar (processo de assimilacao) informacdes
novas, o que, por sua vez, resulta em novo patamar de organizacao e de adaptacdo ao objeto.
Afinal, “a inteligéncia ¢ uma adaptacdo”, 0 que significa dizer que a funcédo da inteligéncia é
“estruturar o universo tal como o organismo estrutura o meio imediato” (PIAGET, 1978b, p.
15). Portanto, para explicar a construcdo do conhecimento, € necessario entender a
organizacdo das estruturas de assimilacdo do mundo exterior que, ao mesmo tempo que a ele
se adaptam, se transformam e transformam-no.

Em resumo, o0 sujeito age sobre o objeto e tenta apreendé-lo, a partir do que suas
estruturas prévias proporcionam, caracterizando processo de assimilacdo. Contudo, ¢é
necessario reestrutura-las para se adaptar aos novos conhecimentos, em processo de

acomodacdo do que foi assimilado. A “adaptacdo so se considera realizada quando atinge um
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J4

sistema estavel, isto ¢, quando existe equilibrio entre a acomodacdo e a assimilacdo”
(PIAGET, 1978b, p. 18).

Esse equilibrio é dindmico, jamais sendo atingido de maneira estatica, pois cada novo
equilibrio torna o sujeito capaz de realizar assimilacbes que ndo haviam sido feitas
anteriormente, tornando-o suscetivel a novos desequilibrios. Embora saliente-se que a
construcdo do conhecimento é um processo de equilibracdo e adaptacdo as perturbagdes do
meio, 0 sujeito precisa ter estrutura capaz de suportar essas perturbacGes ou o ciclo de
assimilacdo pode se romper, resultando na ndo adaptagdo do organismo (PIAGET, 1978b).

E necessario, antes de prosseguir, dar no¢do mais precisa sobre o que se entende por
instrumentos mentais que o sujeito tem a sua disposi¢éo, conhecidos em sua totalidade como
estrutura cognitiva. O constructo “estrutura cognitiva”, enquanto totalidade dindmica, em
constante alteracdo — sistema aberto — €& central nas proposicbes de Piaget sobre o
desenvolvimento cognitivo, vindo, assim, a ser um dos pilares da epistemologia genética.
Segundo Becker e Marques (2012, p. 159), “estrutura ¢ uma organizacao interna, ndo apenas
cognitiva e psicoldgica, mas também e fundamentalmente biologica”.

A estrutura cognitiva traduz as formas de assimilacdo do sujeito em relacdo aos
objetos, sendo que, inicialmente, ela é sensorio-motora. Com 0 tempo e com as devidas
construcOes feitas, tornar-se-4 estrutura operatoria, inicialmente concreta e depois formal.
Primeiro, as estruturas operatérias sdo de ordem operatdrio-concreta, pois possibilitam ao
sujeito elaboracOes reversiveis, mas se, e somente se, apoiadas em manipulacfes concretas
das relagbes implicadas (pensamento de primeira ordem). Adiante no processo de
desenvolvimento, as estruturas operatdrias passam a ser operatério-formais, possibilitando ao
sujeito elaborar relacbes somente com apoio nas representacdes dessas relagbes -
representacdo da representacdo (pensamento de segunda ordem), como é o caso da Analise
Real.

4.1 As abstracdes e 0 processo de conceituagao

Tendo em vista que a acdo possui papel central na construcdo de conhecimento,
convém entender as diferentes experiéncias que o sujeito tem ao agir sobre um objeto, isto
porque, a experiéncia ¢ concebida como “acdo do sujeito sobre os objetos e a reacdo destes
sobre o sujeito” (BECKER, 2010, p. 213). Essa nog¢ao de experiéncia enriquece as concepgoes
de assimilacdo e acomodacdo. Para isso, porém, é necessario diferenciar os dois tipos de

experiéncia que Piaget utiliza: experiéncia fisica e experiéncia logico-matematica.
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Paralelamente a isso, tratar-se-&4 do conceito de abstracdo, pois ambos o0s tipos de experiéncia

se apoiam em abstracdes de diferentes tipos.

O significado de abstracdo diz muito sobre o que se entende por esse conceito na
epistemologia genética, embora ndo revele tudo. Para Piaget et al. (1995, p. 301), “[...] a
abstracdo consiste em acrescentar relagdes ao dado perceptivo e ndo apenas em extrai-las
dele”. Para reconhecer qualidades comuns aos objetos (tal como a cor), ndo basta
simplesmente reconhecer esta caracteristica perceptivamente (amarelo, por exemplo). E
necessario constituir estrutura cognitiva capaz de entender que esta propriedade é comum a
outros objetos, uma estrutura de assimilagéo.

A abstracdo simples, ou empirica, consiste em extrair informagdes dos objetos
enguanto tais, ou, extrair das a¢fes do sujeito sobre suas caracteristicas materiais (PIAGET et
al., 1995). Convém ressaltar que isso ndo significa fazer leituras perceptivas dos objetos, pois,
para abstrair, é necessario utilizar instrumentos de assimilagédo (estabelecimentos de relacdes,
significacdes etc.) que foram construidos pelo sujeito anteriormente. A essa nogdo esta
atrelada a de experiéncia fisica, que consiste em “agir sobre os objetos para descobrir suas
propriedades, tirando-as deles por meio de abstragdes ‘simples’, a partir das informagdes
perceptivas” (DOLLE, 1987, p. 62). Um exemplo seria a simples constatacdo de que um
objeto possui determinada cor.

A abstracdo reflexionante, por outro lado, tem relagdo com as experiéncias logico-
matematicas, sendo que essas experiéncias, ao contrario das experiéncias fisicas, consistem
em agir sobre os objetos e retirar informacGes das propriedades que essa acao introduz no
objeto (DOLLE, 1987). Esta abstracdo comporta dois aspectos inseparaveis, 0
reflexionamento e a reflexdo. O reflexionamento pode ser tido como a projecdo sobre
estrutura mais complexa daquilo que foi tirado de estrutura menos complexa. Ja a reflexdo €
tida como a reconstrucao e a reorganizagdo sobre a estrutura mais complexa daquilo que foi
transferido da mais simplificada (BECKER, 2012).

Além desses dois aspectos que constituem a abstracdo reflexionante, ela possui dois
desdobramentos. Primeiro, se o objeto sofre modificacdes através da acdo do sujeito e é
enriquecido de propriedades tiradas das suas coordenacBes — como acontece quando, por
exemplo, a crianca verifica que possui x carrinhos — diz-se, entdo, que ocorreu abstracdo
pseudo-empirica. Nesse caso, a quantidade de carrinhos ndo € caracteristica natural da
colecdo, mas sim, caracteristica imposta pelo sujeito, que acaba por modificar o objeto (a
colecdo de carrinhos), atribuindo-lhes quantidade pela sua acdo de contagem. Se o resultado

de uma abstracdo reflexionante tornar-se consciente (em qualquer nivel), tem-se uma
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abstracdo refletida. Segundo, e valendo-se do exemplo anterior, se a crianca perceber que,
independente da ordem em que agrupar os carrinhos, a quantidade ndo muda (associatividade
e comutatividade), tal configura-se enquanto abstracao refletida.

Do quadro complexo das abstragdes empiricas e reflexionantes faz parte,
necessariamente, o processo da tomada de consciéncia, pelo qual, continuamente (em todos 0s
niveis de elaboragcdo da inteligéncia), o sujeito se apropria dos mecanismos internos das
coordenacdes da sua acdo (BECKER, 2012). E nesse processo de tomada de consciéncia,
portanto, que ocorre a evolucdo da abstracdo reflexionante a abstracao refletida.

Ainda, por meio de progressivas tomadas de consciéncia das acdes, tem-se a
conceituacao, isto €, o processo no qual o sujeito transforma sua agdo em conceitos, tornando-
0 muito mais capaz de novas tomadas de consciéncia, fazendo com que as proprias acoes
futuras sejam modificadas. Por isso, o0 processo de tomada de consciéncia amplia
qualitativamente a capacidade de coordenacdo das acOes do sujeito (PIAGET, 1977),
possibilitando conceitud-lo. Ou seja, toma consciéncia dos mecanismos que mobilizou para
realizar essa agdo. Por isso o matematico calcula, experimenta, simula para apenas depois
refletir sobre 0s mecanismos mobilizados nestas agfes, para somente entdo realizar
axiomatizacao.

A abstracdo reflexionante possui criatividade propria da reflexdo, que permite que,
cada vez mais, propriedades e conexdes entre propriedades sejam atribuidas aos objetos. Estas
propriedades e conexdes sdo 0 que constituem os saberes cientificos de determinada area.
Enfatiza-se que a Matematica ndo é ciéncia pronta e acabada, pois, considerando novas e
continuas abstracGes reflexionantes realizadas, podem ser efetuadas novas e mais amplas
generalizagdes, até mesmo sobre conhecimentos ja constituidos.

A construcdo de conhecimentos ocorre como um processo de adaptacdo, no qual o
sujeito retira as informacfes que € capaz dos objetos que consegue assimilar por abstracéo,
isto é, retira aquilo que seus esquemas de assimilacdo permitem retirar. Entdo, acaba por ser
necessaria a modificacdo desses esquemas, 0 que se faz por processo de acomodagdo. Essa
modifica¢do pode colocar o sujeito em novo patamar do ponto de vista da estrutura cognitiva,
gue ndo € estatica; ou seja, a partir de novos desequilibrios, o sujeito assimilara e reconstruira
esta estrutura, tornando-a cada vez mais complexa.

Tendo como pano de fundo a dimensdo do funcionamento da inteligéncia, passa-se a
exposicao sobre a teoria dos estadios da construcdo da inteligéncia, abordando aspectos mais

especificos das mudancas estruturais que podem ocorrer no individuo, desde a construcdo da
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inteligéncia sensorio-motora do bebé, até a construgdo do pensamento operatdrio-formal do

adulto, a partir da adolescéncia.

4.2 A Teoria dos estadios

A teoria dos estadios? do desenvolvimento cognitivo, no d&mbito da epistemologia
genética, explica o processo de construcdo das estruturas da inteligéncia do individuo, a partir
do seu nascimento e conforme a acdo dos fatores dessa construgdo admitidos por Piaget
(maturacdo, experiéncia com 0 objeto, transmissdes e interagdes sociais, processo de
equilibragdo). Entende-se que a inteligéncia formal do adulto tem sua origem primeira na
inteligéncia pratica da crianca, que se apoia nos habitos e associacdes que sdo praticados
desde o nascimento (PIAGET, 1978b).

Portanto, hd um percurso de desenvolvimento que a inteligéncia de um individuo pode
fazer desde seu nascimento até sua vida adulta e que se caracteriza por diferentes patamares,
os estadios do desenvolvimento. E importante ndo atribuir o significado de periodo
cronologico ao termo estadio (atribuindo-lhe o significado de estagio ou substituindo por essa
palavra), pois a ideia do termo é enfatizar a nogdo de constru¢cdo em etapas sucessivas e
dependentes entre si. Justamente para evitar possiveis confusdes, convém discutir os critérios
que delimitam os estadios.

O primeiro critério de delimitacdo dos estadios € o da ordem de sucessdo constante
(invariavel) com cronologia variavel. A ordem de sucessdo diz respeito a ordem de construcédo
das estruturas da inteligéncia em que, por se tratar de construgdo psicogeneticamente apoiada
nas estruturas anteriores, alguns esquemas sdo construidos antes dos outros, justamente por
haver relacdo de dependéncia entre esses esquemas (DOLLE, 1987). Por exemplo, uma
crianca ndo desenvolverd o pensamento formal sem exercer suas experiéncias sensorio-
motoras, pois saltar estadios seria contraditério com a noc¢do de construcdo do conhecimento.
Da mesma forma, como cada construcédo se faz como resultado de interagdes pessoais, Unicas,
pode-se ter alteracdo na cronologia de um estadio ou de outro. Algumas pessoas desenvolvem
0 pensamento formal mais cedo e outras mais tarde (sem que haja julgamento de inferioridade
a qualquer delas). Além disso, por causa de defasagens horizontais, pode-se processar

determinado contetdo do conhecimento de modo formal, mas ndo outro contelido, de outra

2 Etimologicamente, estadio tem origem do grego, stadion, que significava uma medida de aproximadamente
125 passos. Mais tarde, passou a ser utilizada para designar o lugar onde aconteciam praticas esportivas (que
hoje se conhece por estadio) (BECKER, 2012).
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area, por exemplo. Deve-se abandonar os discursos do tipo “fulano ja tem x anos, entéo ele
estd no estadio y e deve ser ensinado da forma z”.

O segundo critério € o do carater integrativo, significa afirmar que as estruturas
construidas em estadio anterior sdo integradas as estruturas do nivel seguinte (DOLLE, 1987).
Ou seja, ndo se abandona o conhecimento nem a l6gica construida nos estadios precedentes.
Dessa maneira, percebe-se o equivoco de utilizar o termo “estagio”, pois da a ideia de
periodo, com inicio e fim, que, portanto, ao final, serd abandonado. O sujeito utiliza os
conhecimentos construidos nos estadios que ja superou, mas de forma diferente. Por exemplo,
atletas, musicos instrumentistas, eletricistas, motoristas etc., utilizam suas motricidades de
forma diferente de como utilizavam na infancia.

Héa analogia interessante a ser feita a partir da ideia do carater integrativo dos estadios
em relacdo a construcdo dos conhecimentos matematicos, posto que as estruturas matematicas
surgem a partir de generalizacdes das estruturas simples. A estrutura complexa interioriza a
estrutura simples, superando-a, mas ndo a abandonando. Na Matematica, a Analise é exemplo
de estrutura complexa do Calculo (como sera discutido adiante). Mas um exemplo simples
pode ser abordado. Quando se fala em vetores ortogonais em duas ou trés dimensdes, refere-
se a vetores perpendiculares (com angulo, no sentido geométrico, de 90° entre eles). Porém,
essa no¢do pode ser estendida, isto &, generalizada: dois vetores n-dimensionais, com n sendo
numero natural ndo nulo, sdo ortogonais quando o produto interno (produto escalar) entre eles
é nulo. Assim, quando n € igual a dois ou a trés essa definicdo coincide com a definicédo
geométrica dada anteriormente.

O terceiro critério é o da no¢do de totalidade inerente a organizagdo das estruturas. Um
dos equivocos que se pode tomar ao se partir da nogcdo de construcdo de conhecimento é
conceber essa construcdo enquanto somatério de contedldos que vao se agregando na mente do
sujeito. A prépria nocdo de estrutura, enquanto coordenacdo de esquemas, € contraditoria a
ideia de construcdo dos conhecimentos de forma somatoria, pois essa constru¢ao ocorre pela
aplicacdo dos esquemas a diversidade do meio, exigindo generalizacGes e, portanto,
ampliando e transformando os esquemas (BECKER, 2012). Ou seja, a constru¢do do
conhecimento ndo € um somatorio dos conhecimentos, mas sim complexificacdo de
estruturas.

O quarto e ultimo critério € o da nocdo de processo, que tem relagdo direta com a ideia
de desenvolvimento cognitivo por estruturagdes sucessivas. Cada estadio comporta um nivel
de preparacdo para o estadio posterior e de acabamento por si mesmo (DOLLE, 1987). Isso é

evidente quando se compreende a construcdo de conhecimento como processo de adaptacdo
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do sujeito aos objetos, em progressiva organizagdo dessas formas de adaptacdo, segundo o
modelo da equilibracdo. O equilibrio cognitivo, que é o objetivo das condutas inteligentes,

nunca € estatico, pois prepara o sujeito para as assimilagdes futuras.

4.2.1 Os estadios do desenvolvimento cognitivo

Na sequéncia do texto foram abordados aspectos explicativos sobre os quatro estadios
do desenvolvimento apresentados por Piaget (1978b). Uma abordagem mais completa pode
ser encontrada em Becker (2010). A teoria dos estadios tem como objetivo explicar o percurso
de desenvolvimento cognitivo do individuo.

O primeiro estadio € chamado de sensério-motor (PIAGET, 1978b). Com o exercicio e
0 melhoramento da estrutura sensério-motora dos primeiros anos de vida, o sujeito sera capaz
de coordenar seu corpo (tomando consciéncia dessa estrutura) e utiliza-la para exercer seus
primeiros esbocos de linguagem (falando as primeiras palavras, por exemplo). Com isso, 0
sujeito passa a dispor da fungdo simbolica, que permite “invocar” objetos que antes estavam
ausentes, através de imagem mental pessoal propria (“mama”, “papa”, “auau”) (DOLLE,
1987). Essa fungdo simbdlica, alem de consistir em melhoramento da estrutura pratica
anterior, consiste em preparacdo para o estadio seguinte, pois, quando tomar consciéncia de
gue consegue evocar objetos ausentes, 0 sujeito serd capaz de agir sobre esses objetos,
constituindo estrutura pré-operatdria de pensamento.

Esta inteligéncia pré-operatoria (simbdlica), ao permitir a evocacdo de objetos, da ao
sujeito capacidade de previsdo de resultados na forma de intuicdo. Com as experiéncias
sensOrio-motoras das quais o sujeito tomou consciéncia, ele constroi “repertorio” que lhe
permite tentar prever o resultado de suas acdes. Porém, essa intuicdo serd parcial, pois tem
base sensorial, ao invés de base I6gico-matematica (PIAGET, 2015). Apds o exercicio dessa
intuicdo, o sujeito poderd tomar consciéncia dela, o que é feito através da construcdo de
estrutura operatoria.

Essa estrutura permite que a acdo seja realizada mentalmente em seus dois sentidos de
percurso, sendo que acBGes opostas se anulam por negacdo ou por reciprocidade, mas com
consciéncia de que se trata de uma mesma acdo (BECKER, 1999). Por isso, diz-se que uma
das principais caracteristicas dos estadios operatérios é a reversibilidade. Todavia,
inicialmente, essa acdo mental interna ocorre apoiada na manipulacdo concreta de materiais,
propiciando a representacdo direta das acdes e relacdes, fazendo com que esse estadio seja

chamado de operatorio concreto.
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Tomando consciéncia das operagfes concretas, 0 sujeito sera capaz de agir sobre
objetos mentais e hipotéticos por meio de operacBes formais, como a¢des mentais apoiadas
nas representagdes das acdes do plano concreto - representacdo da representacdo. Dessa
maneira estara construida a estrutura das operacdes formais, na qual todo o pensamento
cientifico se baseia. Essa estrutura de pensamento caracteriza o estddio chamado de operatério
formal, a partir do qual o sujeito serd capaz de realizar, cada vez mais, generalizacfes e
abstracdes, tal como ocorre na construcdo da Matematica de Ensino Superior.

Refletindo sobre a construcdo de conhecimentos de Matematica, enquanto disciplina,
reforca-se a ideia de que se tem como hipGtese que essa construcdo ocorre através de
processos semelhantes aos descritos anteriormente. Mesmo as constru¢des mais formais,
como no caso da Andlise Real ou das outras areas da Matematica avangada, ocorrem por meio
de acbes sobre objetos, de abstracGes e de tomadas de consciéncia sucessivas. A diferenca é
que, no nivel formal, as operacdes ocorrem sobre representacdes de operagdes, nao
exclusivamente sobre manipulagdo concreta das ag¢des. Afinal, “muito antes de verdades so
atingiveis por uma linguagem abstrata, a matematica consiste em acGes exercidas sobre as
coisas, sendo as préprias operaces também acdes, porém coordenadas entre si e efetuadas no
nivel das representa¢des” (BECKER, 2010, p. 206).

O que garante a existéncia desses objetos mentais, que seriam 0s objetos matematicos,
é a funcdo simbolica, que comeca a ser construida a partir do desenvolvimento da inteligéncia
pré-operatoria. A medida que o sujeito constroi o pensamento reversivel, ele torna-se capaz de
produzir elaboragdes sobre representacfes dos objetos, até o ponto que agira sobre objetos
mentais (alcancado com a reversibilidade completa, no estadio operatdrio formal), permitindo
que sua a¢ao ocorra com objetos hipotéticos.

Porém, essas acdes mentais (operacdes), embora consistam em tomada de consciéncia
dos instrumentos da acdo fisica e pratica, ndo implicam, imediatamente, em tomada de
consciéncia das suas préprias coordenacdes. Ainda, agir sobre objetos mentais ndo implica em
conceituacdo no sentido piagetiano. A tomada de consciéncia dessa agdo ocorrera depois,
visto que a acdo tem éxito ao resolver problemas antes de ser, ela prépria, compreendida ou
conceituada (BECKER, 2012).

Neste ponto da discussdo, convém salientar que a conceituacdo, como fruto de
processo de tomada de consciéncia que ocorre por meio de abstracGes refletidas, € central na
discussdo aqui feita, pois os diferentes niveis de conceituacdo explicariam a evolugédo

histérica da analise. Essas consideracfes convergem para o que foi observado durante o
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estudo tedrico da historia do Célculo e da comparacdo desse caminho ao que deveria ser
percorrido quando aprendidos os conceitos de Analise, a partir da epistemologia genética.

Durante esta construcdo, podem ocorrer a acao pratica sobre os objetos, buscando
simplesmente solucionar problemas. Pode acontecer o éxito total ou parcial obtido a partir da
acdo, ou modificagdes da estrutura - buscando corrigir as falhas para alcangar o equilibrio
cognitivo. Também pode ocorrer a repeticdo de agdes até a obtencdo do éxito, bem como a
tomada de consciéncia dos instrumentos da acdo, por meio de abstracdes refletidas. Por fim,
pode acontecer a conceituacao, projetando em novo nivel, construindo novos objetos mentais
nos quais o ciclo continuara infinitamente. E justamente esse mecanismo que explica a grande
quantidade de generalizagdes feitas na Matematica atual.

Tendo explicitado aspectos da evolucdo histérica da Andlise e discutido o
desenvolvimento cognitivo humano, buscou-se, a seguir, interpretar a historia da Analise, a
partir da epistemologia genética, com intuito de entender e contribuir com a aprendizagem

desta area.

5 A evolucdo da Analise Matematica e sua relacdo com o desenvolvimento cognitivo

Considerando os diferentes patamares de conceituagédo, buscou-se estabelecer relacgdes,
a partir deste estudo teorico, entre as etapas de sucessdo dos conceitos da Analise Real e a
caracterizacdo dos estddios do desenvolvimento cognitivo, sob a luz dos critérios de
delimitacdo desses estadios. Este estudo comparativo pode ser visto como a proposi¢do de
hipotese a ser verificada. Dessa forma, com base no estudo feito sobre a construcdo destes
conceitos na histéria da Matematica, identificou-se quatro etapas no desenvolvimento da
Anélise Real®: a) o desenvolvimento do Céalculo Diferencial e Integral; b) a organizacio do
Célculo Diferencial e Integral; ¢) a analise do Calculo Diferencial e Integral e; d) a
aritmetizacdo da Anélise.

A primeira etapa consistiria no desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral, que
se desenvolveu como resposta pratica aos problemas da quadratura e das tangentes, conforme
descrito no Quadro 1. Do ponto de vista matematico, essa etapa é caracterizada pela auséncia

de conexdo entre esses dois problemas. Conexdo que foi devidamente explorada, pela

3 N&o se deve cometer 0 equivoco de estabelecer correspondéncia biunivoca (um a um) entre essas quatro etapas
e 0s quatro estadios descritos por Piaget. Uma simples consideracdo que elimina esta interpretacao é o fato de
que os sujeitos de todas estas etapas mobilizaram estruturas operatorias, de graus diferentes, é claro, mas todas
formais.
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primeira vez, por Newton e Leibniz, dando inicio a etapa posterior. Do ponto de vista
cognitivo, a falta de conexdo entre a ideia de integracdo (representada pelo problema da
quadratura) e de derivacdo (representada pelo problema das tangentes) poderia indicar que
esses processos nao estariam devidamente consolidados e conceituados na forma de operacdes
(a diferenciacdo e a integracdo), pois uma operacdo consiste de estrutura de totalidade das
transformacoes reversiveis (PIAGET, 1976).

Essa primeira etapa (a) iniciou-se rompendo com a Geometria Estatica grega, pelo
método da exaustdo de Eudoxo e Arquimedes (EVES, 2004). Ao observar esse método e 0s
métodos para obtencdo das retas tangentes em relacdo a curvas planas, mobilizados ao final da
Idade Média (que foi a primeira abordagem ao problema das tangentes), nota-se a praticidade
imediata na qual essa etapa estd imersa, isto porque nenhum dos matematicos citados
preocupava-se com sua generalidade ou formalismo, buscando apenas resolver problemas
especificos e pontuais.

Enquanto o método da exaustdo permitia calcular a area de alguma figura “curva” por
meio de aproximac6es poligonais, os métodos de obtencdo de tangentes, propostos por Fermat
e Descartes, calculavam a inclinacdo da reta tangente em ponto especifico de uma curva
polinomial. Ambos os métodos consistiam apenas em lista de passos que deveriam ser
seguidos para a resolucdo do problema, sem tomada de consciéncia desses passos, 0 que
permitiria conceituacdo, que poderia implicar em generalizagdo desses métodos.

Além disso, a falta de conexao entre os dois problemas enunciados denuncia o fato de
gue os matematicos, até o momento, ndo haviam tomado consciéncia dos instrumentos
mobilizados nessas resolucGes. Para que iSso ocorresse, seria necessario que, por meio de
acoes (integracOes e derivagOGes) sobre os objetos (curvas planas), fossem realizadas
abstracdes reflexionantes (isto é, retirar informacdes das propriedades que estas agdes causam
nos objetos), até o ponto em que essas acdes se tornassem conscientes, até a realizacdo de
abstracdes refletidas.

Porém, para que fossem feitas estas abstraces, a integracdo e derivacao teriam que ser
vistas como processos locais e especificos, 0 que impediria que propriedades novas pudessem
ser exploradas. O avanco para a etapa seguinte (b) parece ter ocorrido quando as abstracdes
refletidas foram elaboradas, permitindo esses processos (integracdo e derivacdo) fossem
transformados em objetos (as derivadas e as integrais), consentindo operar sobre eles.

Vale mencionar que o fato de essa etapa, do desenvolvimento do Célculo Diferencial e
Integral, ser préatica e anterior a formalizacdo do calculo, é coerente com a teoria de Piaget,

afinal, ha descompasso da conceituacdo em relagcdo a acdo (PIAGET, 1977) e do fazer em
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relacdo ao compreender (PIAGET, 1978a), pois a conceitua¢do é obtida por progressivas
tomadas de consciéncia dos mecanismos da acdo (BECKER, 2012).

Os sujeitos dessa etapa (e de todas as posteriores) agem sobre objetos mentais, acdo
essa que ocorre na forma de operagfes (com todas as propriedades das operagdes formais).
Porém, sabe-se por Piaget, que 0s sujeitos ndo possuem compreensdo imediata dos
mecanismos implicitos dessas a¢des, o que denuncia o fato de que a conceituacdo ainda ndo
ocorreu. Isso pode ser percebido pela falta de conexao entre os problemas da quadratura e das
tangentes (conexdo essa que, embora tenha sido percebida por Isaac Barrow, foi devidamente
estudada apenas com Newton e Leibniz, quando as tomadas de consciéncia da referida
conex&o poderiam ter ocorrido).

Algo que pode melhor corroborar tais ideias sdo as consideracdes de Piaget acerca da
abstracdo reflexionante. Essa forma de abstracdo é, por si mesma, uma espécie de operacao
que retira informacGes a partir de coordenacdes das acOes e das operacOes e projeta-as em
patamar superior, aplicando-as de maneira nova (PIAGET et al., 1995). Primeiramente, os
matematicos teriam agido sobre figuras geometricas (objetos mentais) com seus métodos de
integracdo e derivacdo (obtencdo da quadratura e da reta tangente a partir de aproximacades).
Dessa maneira, a aplicagdo desses métodos pode ser compreendida como operagfes que
teriam sido efetuadas sobre esses objetos mentais e geométricos. A partir do ponto em que
tomadas de consciéncia sobre as coordenacBes dessas agdes teriam ocorrido, seria possivel
estabelecer conceituacdes progressivas, até 0 momento em que tais acdes seriam projetadas
em patamar superior. Nesse caso, as operacOes tornar-se-iam objetos a permitir novas
operacOes. Portanto, haveria analogia a respeito na transicdo entre o estadio operatorio
concreto e operatério formal, por meio da formacao das estruturas operatorias.

Na historia da Matematica, percebe-se isso quando 0s processos de integracdo e de
derivacdo se transformam em objetos, as derivadas e as integrais, permitindo que acdes e
operagdes sejam feitas sobre eles. Poder-se-ia notar a repeticdo do ciclo neste patamar
superior de conhecimento. Ou seja, com base no ciclo agdo-conceituacdo-abstracdes refletidas
(PIAGET, 1977), assistir-se-ia a crescente quantidade de generalizacGes caracteristicas da
Matematica atual, da qual a Analise matematica faz parte enquanto generalizacdo da Analise
Real, que é generalizacdo do Calculo, afinal, a conceituacdo modifica a agdo (BECKER,
2012). O trabalho de Newton e Leibniz ndo teria sido o de criar o célculo, mas sim de
transforma-lo em ciéncia matematica ao agir sobre objetos-acdo de forma mais geral e
abrangente que antes, estando, portanto, em patamar superior. A partir disso seria dado inicio

a segunda etapa.
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A segunda etapa, de organizacdo do Calculo Diferencial e Integral, consiste na
projecdo, em estrutura superior, dos raciocinios mobilizados pelos métodos de célculo de
areas e de tangentes utilizados anteriormente. Essa projecdo consiste em abstracdes que, ao
tomar consciéncia dos métodos empregados, generalizam-nos e organizam-nos neste novo
patamar, de forma a transforma-los, novamente, em objetos a serem aprendidos.
Matematicamente, essa reorganizacdo pode ser vista como axiomatizagdo parcial, isto €, com
as defini¢cdes de derivada e integral criadas pelos matematicos.

Essas defini¢fes podem ser feitas de diferentes formas, como o método dos fluxos de
Newton ou como as razfes infinitesimais de Leibniz. Com base nisso, 0s sujeitos seriam
capazes de estabelecer novas relagdes, que seriam operacOes sobre os objetos desse novo
patamar, uma vez que, com a conceituacdo, a acdo passa a ser corrigida e melhorada
(BECKER, 2012). Outra diferenca importante entre essas duas etapas seria a de que, com a

organizacao do calculo, o sujeito parte do fazer ao compreender, visto que:

Fazer é compreender em acdo uma dada situacdo em grau suficiente para atingir os
fins propostos, e compreender ¢ conseguir dominar, em pensamento, as mesmas
situacdes até poder resolver os problemas por elas levantados, em relagdo ao porqué
e ao como das ligacGes constatadas e, por outro lado, utilizadas em acéo (PIAGET,
19784, p. 176).

Porém, mesmo estando em patamar superior, essa compreensao dos métodos
utilizados ainda pode ser parcial, como € o caso. Mesmo que 0s raciocinios mobilizados pelos
organizadores do céalculo possam ser inovadores, eles ainda estavam impregnados de
pensamentos intuitivos e geométricos, o que daria certa incerteza em algumas operacdes,
principalmente pelo fato de que a nocdo de continuidade ndo tenha sido devidamente
fundamentada (EVES, 2004). E interessante salientar que, da mesma forma que a imprecis&o
da intuicdo pré-operatéria teria exigido que o sujeito, neste estadio, organizasse estruturas
operatorio-concretas (os diferentes agrupamentos), nesta etapa teria sido a imprecisdo de
algumas ac0es intuitivas dos matematicos que fizeram com que o Calculo exigisse uma
reorganizacao.

Esta procura por novos meios de trabalhar com os conceitos do Célculo teria exigido
regulacdo das coordenacdes das agOes que teriam sido feitas nessa etapa, ou seja, teria exigido
nova tomada de consciéncia dos meios empregados. Na transi¢cdo da segunda para a terceira
etapa, teriam ocorrido processos muitos similares aos sucedidos na transi¢ao precedente, pois
inadaptacOes sdo umas das razbes que possibilitam a tomada de consciéncia (INHELDER;
PIAGET, 1976). A conceituacdo dos meios empregados para as derivacbes e para as

integracdes, matematicamente, ocorre através das definicdes formais desses processos, bem
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como das defini¢Oes formais de limite de sequéncias e de continuidade (todas elas eram bem
parecidas com as utilizadas até hoje).

A terceira etapa, a Andlise do Calculo Diferencial e Integral, estaria em equilibrio até
0 momento em que a nogédo de continuidade teria sido colocada em xeque, obtendo-se novas
incoeréncias, que representam o desequilibrio. Analogamente as outras duas transi¢bes que
foram analisadas nesse processo historico, a transicdo da terceira para a quarta etapa, a
aritmetizacdo da Andlise, teria ocorrido por meio de tomadas de consciéncia, que levariam o
sujeito da acao para a conceituacgao (sendo que essa projetar-se-ia como a¢do em um patamar
superior).

O desequilibrio cognitivo que teria iniciado esta transicdo pode ter ocorrido a partir
dos exemplos de fungbes encontrados por Weierstrass e Riemann, que representaram
incoeréncias com a formalizagcdo estabelecida até esta etapa. Enquanto Weierstrass obteve
funcdo continua que nédo era derivavel em ponto algum, Riemann obteve funcdo continua para
todos os valores irracionais, mas que era descontinua para valores racionais. Estas fungdes
colocam em xeque conceitos que eram aceitos, ja que as defini¢bes feitas por Cauchy e por
alguns outros matematicos da etapa de Analise do Célculo (c) eram altamente fundamentadas
na nocao geométrica dos nimeros reais, ou seja, em conceito intuitivo de nimero real (EVES,
2004), o que gerava algumas incoeréncias por conta do desconhecimento das propriedades de
continuidade deste conjunto numérico. Visto isso, para recuperar o equilibrio, foi necessaria a
construcdo rigorosa e axiomatica dos nimeros reais e o estudo das propriedades do infinito, o
que auxiliou na organizacdo das estruturas construidas até 0 momento.

A hipétese central desse estudo, de que as imprecisbes de algumas agdes
fundamentadas em nogdes intuitivas teriam exigido reorganizacdo da Anélise do Célculo, faz
analogia interessante com a construcdo da estrutura operatoria conforme descrita na
epistemologia genética, pois € imprecisdo da intuicdo pré-operatoria que exige reorganizacao
das acOes do sujeito na forma de operagdes (no caso, operac¢des concretas). Portanto, a quarta
etapa iniciar-se-ia com a conceituacdo da analise que, do ponto de vista historico, ocorreu
com o0 movimento de aritmetizacdo da analise, isto €, a fundamentacdo do conceito de
numero.

Na quarta etapa, entdo, 0s sujeitos buscariam tomar consciéncia das propriedades
envolvidas nos numeros reais € nos conjuntos infinitos. Para isso, realizar-se-ia, de forma
similar, transigdes entre as etapas anteriores, abstracdes reflexionantes, que se desdobrariam
em abstracbes refletidas, construindo tomadas de consciéncia que, sucessivamente,

implicariam conceituacGes na forma de axiomatizagcdes. Desse modo, teria sido possivel
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construir os nimeros reais com base nos nimeros naturais, que foram construidos com base
em logica matematica, e estudar as propriedades dos conjuntos infinitos, com base nos
diferentes tipos de infinitos. Definitivamente, essa etapa representa grande distanciamento das
ideias intuitivas que deram origem ao Calculo, do ponto de vista da historia do sistema
conceitual focalizado, sob Otica da epistemologia genética.

Estas quatro etapas descreveriam a evolugdo que ocorre desde o desenvolvimento do
Célculo, com base na resolucdo dos problemas das tangentes e da quadratura, até a
aritmetizacdo da Analise. Porém, as possibilidades de construgcdo ndo se encerrariam por ai,
visto que ha éareas da Andlise matematica que generalizaram 0s conceitos até 0 momento
discutidos, como por exemplo, a teoria da medida e a analise n-dimensional.

Enquanto o sujeito for desafiado por novos desequilibrios cognitivos, sua estrutura
clamara por novas assimilacGes e acomodacdes, que, na forma de experiéncias sobre objetos
matematicos, manifestam-se enquanto abstracGes reflexionantes. Com novas experiéncias,
essas abstracGes tendem a tornar-se refletidas (isto é, ter seus resultados conscientes) e,
portanto, constituir conceituacdes, melhorando a estrutura de assimilacdo e de acomodacao,
transformando os objetos matematicos. Dessa maneira, o ciclo descrito seria iniciado a cada
novo conhecimento construido, sem fim absoluto, dando sequéncia ao desenvolvimento da

Matematica, enquanto ciéncia.

6 Conclusoes

Ao realizar esse percurso de estudo do desenvolvimento histérico conceitual da
Analise Real sob o olhar do desenvolvimento cognitivo, na epistemologia genética, obteve-se
a hipotese de que a Andlise é construida com base em indmeras e sucessivas tomadas de
consciéncia dos instrumentos da acio matematica. E conhecido da epistemologia genética que
0 sujeito, quando ja opera no nivel formal (visto que devera agir sobre os possiveis), agira
sobre objetos matematicos e, caso mobilize processo de tomada de consciéncia dos
instrumentos dessa acdo (através de abstracdes refletidas), buscara sistematizacdo da
matematica envolvida na sua acdo. Essa sistematizacdo, que representa a conceituacdo, na
hipdtese concluida pelo presente texto, apareceria matematicamente na forma de
axiomatizacdo, pois constitui logica superior & da acdo anterior, podendo desencadear novas
acles conscientes, por deducdo. Porém, essa axiomatizacdo seria parcial, visto que o sujeito
podera tomar consciéncia das acdes que serdo feitas neste novo nivel, iniciando o ciclo

novamente.
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Dessas consideracdes, poderia emergir a ideia de que a axiomatizacdo de um sistema
matematico ndo representa potencial de aprendizagem para estudantes que ainda ndo tomaram
consciéncia das acdes que sdo limitadas por este sistema. Estando a axiomatizacdo de um
sistema matematico em patamar superior as operacdes (acBGes) que o sujeito realiza nos
objetos deste sistema (isto porque axiomatizacdo é fruto de conceituacdo que ocorre
tardiamente em relacdo a acdo, que, neste caso, é acdo operatoria por conta de ser agdo
reversivel sobre objetos mentais e formais), ela serviria como objeto de ensino apenas para
aqueles estudantes que ja possuem a estrutura epistémica necessaria para assimilar estes
axiomas.

Dado o carater exploratério do presente estudo, considerando-o em formulagdo
hipotética sobre a psicogénese do conhecimento em foco em estudantes do curso superior,
tendo como referéncia a analise histdrica, salienta-se a necessidade de serem feitas novas
pesquisas que relacionam a epistemologia genética a diversas areas da Matematica avancgada.
De tal modo, pesquisas que busquem entender e descrever as estruturas mentais mobilizadas
em Analise ou em outras areas da Matematica avanc¢ada, principalmente, sdo importantes para
verificar, empiricamente, se ha estadios complementares (isto é, estddios que surgem a partir
das tomadas de consciéncia das operacfes formais que ocorrem na Matematica avancada).
Salienta-se, entdo, a necessidade de verificacdo empirica da referida psicogénese, tendo como
amostra estudantes de Matematica, enquanto elaboram tais conteddos. As principais
limitaces da presente pesquisa referem-se ao seu método tedrico-bibliografico, dando espaco
para a sequéncia desse estudo por meio de verificacdo das hipoteses levantadas, a partir de
dados experimentais, de modo a corroborar ou reformular as conclusdes obtidas com esse
estudo.

Em relacdo a Educacdo Matematica, aponta-se para a importancia que sejam feitas
mais discussdes sobre o ensino e a aprendizagem de tépicos da Educacdo Superior. Afinal, os
processos de construcdo de conhecimento, em todos os niveis, ddo-se atraves de adaptacdes e
equilibragcdes. Torna-se necessario desmistificar o status “inacessivel” dos saberes
matematicos em todos os niveis, sendo igualmente importante que essa acao ocorra, também,
no Ensino Superior. Estudos com tematicas aliadas a essa auxiliam no ensino e na
aprendizagem em cursos relacionados as ciéncias exatas, talvez até contribuindo na
diminuigdo de indices de reprovacao, e permitindo aprendizado ativo por parte dos estudantes.
Além disso, urge a necessidade de desmistificar o status inacessivel da Matematica, tornando

0 seu “fazer”, mesmo em niveis altamente formais, tarefa possivel a todos os sujeitos.
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