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Resumen

En este articulo se reportan los resultados de una investigacidn que tiene por objetivo explorar qué
conceptualizaciones de pendiente tienen presencia en los libros de texto de matematicas del bachillerato y cuales
predominan. Para ello utilizamos el método de Analisis de Contenido, en donde los objetos de andlisis se
encuentran en la exposicion del contenido, ejemplos resueltos y los ejercicios o problemas propuestos en los libros
de texto. Como marco referencial utilizamos las once conceptualizaciones de pendiente identificadas por Stump
(1999) y Moore-Russo, Conner y Rugg (2011). Nuestros hallazgos indican la presencia de la mayoria de las
conceptualizaciones, con predominio de aquellas que se desprenden de la definicidn analitica de pendiente como
coeficiente paramétrico, razon algebraica y concepcién trigonométrica y la que se aplica dentro de la misma
geometria en la determinacién del paralelismo o perpendicularidad entre rectas, como lo es la propiedad
determinante. Estas conceptualizaciones, por un lado, inducen a la formacion de la idea de que la pendiente tiene
sentido solo en el contexto intramatematico, y por otro lado, privilegian el desarrollo del conocimiento
procedimental en detrimento del conocimiento conceptual. La comprension de la pendiente requiere de la
formacion de redes internas como producto de conexiones entre conceptualizaciones en el plano intra y extra
matematico, ademas del desarrollo arménico del conocimiento conceptual y el procedimental. Lograr la
comprensién de los conceptos es fundamental en la Educacion Matematica, sin embargo, nuestros resultados
indican que los textos que utilizan los profesores dificilmente pueden contribuir a este logro.

Palabras clave: Libros de texto de matematicas. Conceptualizaciones de pendiente. Bachillerato. Comprension
matematica.

Abstract

This paper reports the results of an investigation whose objective is to find which slope conceptualizations have a
presence in high school mathematics textbooks and which are the predominant ones. For this, we used the Content
Analysis method, where the objects of analysis are found in content exposition, worked examples, and in the
exercises or problems proposed in the textbooks. As a reference framework we used the eleven slope
conceptualizations identified by Stump (1999) and Moore-Russo, Conner and Rugg (2011). Our findings indicate
the presence of most of the conceptualizations identified in the previous research, however, there is a notable
predominance of those that emerge from the analytical definition of slope, such as the parametric coefficient,
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algebraic ratio, and trigonometric conception and its internal application in determination of parallelism or
perpendicularity between lines as is the determining property. These conceptualizations, on the one hand, induce
to formation of the idea that slope makes sense only in intra-mathematical context, and on the other hand, they
favor the development of procedural knowledge on detriment of conceptual knowledge. Understanding the slope
requires the creation of internal networks as a product of connections between conceptualizations intra and extra
mathematical plane, in addition to the harmonious development of conceptual and procedural knowledge.
Achieving the understanding of the concepts is essential for Mathematics Education, however, our results indicate
that the texts used by teachers can hardly contribute to this achievement.

Keywords: Mathematics textbooks. Slope conceptualizations. High School level. Mathematics understanding.

1 Introduccién

La pendiente es un concepto importante en la Educacion Matematica porque describe el
comportamiento de las funciones mas basicas (TEUSCHER; REYS, 2010), es fundamento de
conceptos matematicos mas avanzados como la derivada (DENIZ; KABAEL, 2017); y de
conceptos estadisticos esenciales, como la regresion lineal y la linea de mejor ajuste (CASEY;
NAGLE, 2016; NAGLE; CASEY; MOORE-RUSSO, 2017). Sin embargo, varias
investigaciones han reportado muchas dificultades asociadas a su comprension (v.g., CHO;
NAGLE, 2017; WEBER; TALLMAN; MIDDLETON, 2015). Quiza una de las fuentes de tales
dificultades sea la amplia variedad de formas en que se puede conceptualizar la pendiente.

El estudio de las conceptualizaciones de la pendiente proviene del interés por explorar
el conocimiento y la comprension de este concepto. La teoria de los concept image y concept
definition de Tall y Vinner (1981) constituydé una base solida para conocer la estructura
cognitiva de los individuos acerca de este concepto. Sobre esta base y de la Teoria sobre el
Conocimiento Pedagdgico del Contenido de Shulman (1986), Stump (1999) identifico lo que a
la postre se denominaron conceptualizaciones de la pendiente. Utilizando las
conceptualizaciones de la pendiente se han realizado varios estudios que incluyen a estudiantes,
profesores e, incluso, la curricula.

Por ejemplo, Nagle et al. (2013) descubrieron gue estudiantes de calculo que iniciaban
la universidad utilizaban mas la conceptualizacién de indicador de comportamiento, mientras
que los profesores preferian utilizar la pendiente como una propiedad funcional. Casey y Nagle
(2016) notaron que la desconexion entre las conceptualizaciones, razon geométrica y razén
algebraica con la propiedad funcional afecta la comprension del concepto de pendiente. S

Stanton y Moore-Russo (2012) analizaron la curricula de USA cifrada en los estandares
de la NCTM (2000) y descubrieron en ellos que las conceptualizaciones mas comunes de
pendiente son: la razon geométrica, el indicador de comportamiento, la propiedad determinante,
la propiedad fisica y la razon algebraica. Por su parte Dolores, Rivera y Moore-Russo (2020a),
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a diferencia de la curricula de USA, notaron presencia muy escasa de la razon geométrica en la
curricula mexicana. Sin embargo, las investigaciones publicadas sobre la pendiente en los libros
de texto son muy escasas.

Se han publicado investigaciones en espafiol que analizan los textos de matemaéticas,
pero atendiendo aspectos distintos a la pendiente. Por ejemplo, Gonzalez y Sierra (2004)
estudiaron la presentacién del contenido relativo a los puntos criticos en textos de analisis del
preuniversitario espafiol; Cordero, Cen y Suarez (2010) estudiaron los funcionamientos y
formas de las gréaficas en los libros de texto de bachillerato; Cordero y Flores (2007) estudiaron
el uso de las graficas en el discurso matematico escolar de los textos mexicanos del nivel basico.

Cercano a los estudios sobre la pendiente, se encuentra el trabajo de Hong y Choi (2018),
quienes compararon el tratamiento de funciones lineales entre dos textos coreanos y uno
estadounidense y encontraron que, este Ultimo, pone énfasis en las aplicaciones a la vida real
de las funciones lineales en lugar de las matematicas puras y los algoritmos matematicos.

Choy, Lee y Mizzi (2015) examinaron las conceptualizaciones de la pendiente en textos
de matematicas de 8° grado de Alemania, Singapur y Corea del Sur. Hacen notar, primero, que
no presentan concepciones trigonométricas y de calculo por ser nociones mas avanzadas;
segundo, las conceptualizaciones mas variadas de la pendiente aparecen en el texto aleman con
énfasis en el modelado, y tercero, notan una transicibn mas estructurada en las
conceptualizaciones tanto para Singapur como para Corea del Sur, donde la pendiente es parte
del tema de la recta.

En el presente trabajo se estudian las conceptualizaciones de la pendiente en los libros
de texto, pero utilizados en un contexto geogréafico mas limitado, situado en la ciudad capital
del Estado de Guerrero, ubicado en el sur de México.

En las Gltimas décadas se ha logrado un progreso importante en la investigacion sobre
los libros de texto de matematicas, el mayor logro se ha concentrado en el analisis de libros de
texto (incluida la comparacion entre ellos) y su uso en la ensefianza y el aprendizaje (FAN;
ZHU; MIAO, 2013). Estos mismos autores proponen cinco direcciones para avanzar en la
investigacion en este campo: (1) contenido y temas de matematicas; (2) cognicién y pedagogia;
(3) género, etnicidad, equidad, cultura y valor; (4) comparacion de diferentes libros de texto; y
(5) conceptualizacion y cuestiones metodologicas. El presente estudio se enmarca en la primera
direccion, ya que estudia el contenido asociado a la pendiente a través de sus
conceptualizaciones. Por ello, nos planteamos en este trabajo dar respuesta a una pregunta
central: ¢qué conceptualizaciones de pendiente tienen presencia en los textos de matematicas

del bachillerato y cuales son las predominantes?
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2 Marco referencial
2.1 El libro de texto

El libro de texto se define como un recurso impreso, publicado y disefiado para ser
utilizado por maestros y alumnos, por lo que juega un papel central en el proceso de ensefianza
y aprendizaje (VAN STEENBRUGGE; VALCKE; DESOETE, 2013; REMILLARD, 2005).
Valverde et al. (2002, p. 2) explicaron, ademas, que "los libros de texto estan disefiados para
traducir las abstracciones de la politica curricular en operaciones que los docentes y los
estudiantes pueden llevar a cabo. Estan pensados como mediadores entre las intenciones de los
disefiadores de la politica curricular y los maestros que imparten instruccion en las aulas”.

Los libros de texto juegan un papel importante en la Educacion Matematica, porque las
oportunidades de aprendizaje para los estudiantes (en cuanto a dominio del contenido o de las
habilidades cognitivas) se proporcionan justamente en los en libros de texto o documentos
curriculares (FLODEN, 2002). Ademas, porque los libros de texto proporcionan explicaciones
y ejercicios para que los estudiantes completen sus tareas de ensefianza y a los profesores les
ofrecen guias de instruccion para orientar este proceso (VAN STEENBRUGGE; VALCKE;
DESOETE, 2013). Por tanto, analizar las conceptualizaciones de pendiente en los textos puede
dar informacién acerca de como estan contribuyendo a la comprension de este importante

concepto en la Educacion Matematica.
2.2 Acerca de la pendiente

Lehmann (1980, p. 17) define a la pendiente de una recta como coeficiente angular, la
designa como “m = tg «, Si pasa por los puntos P1(X1, Y1) Y P2(X2, y2) entonces m = % X1#
1742

X2”. Esta definicion analitica esta referida a la recta como lugar geométrico, en ella se destaca
el angulo de inclinacién, su liga con la tangente trigonométrica y la razén geométrica en
términos de la formula algebraica para calcular la pendiente. Sin embargo, la pendiente, ademas
de ser un ente geométrico, tiene naturaleza variacional, segin Thompson y Carlson (2017),
porque enfatiza la razon entre los cambios de y respecto de x, en referencia a las funciones cuya
naturaleza esté ligada a la covariacion. Puede decirse que la pendiente es un caso particular de

la raz6n de cambio, por ello se dice que la pendiente de una funcidn lineal es la forma mas
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bésica de razén de cambio que encontrara un estudiante (STANTON; MOORE-RUSSO, 2012;
TEUSCHERS; REYS, 2012).

Dada su naturaleza geométrica y variacional, mediante la pendiente se puede obtener la

medicion de la inclinacidn de una recta o el cambio en una funcidn a través de una razén (ratio)
0 tasa (rate). Sin embargo, estos términos ocasionan confusiones, ya que no hay una distincion
convencional entre ellos, afirman Thomson y Thompson (1992). Para Vergnaud (1983) una
razdn es una comparacion entre cantidades de naturaleza similar y una tasa es una comparacion
de cantidades de naturaleza diferente. Para Ohlsson (1988), una razén es una expresion
numérica de cuanto hay de una cantidad en relacién con otra cantidad; una tasa es una relacion
entre una cantidad y un periodo de tiempo.

Sobre la base de las operaciones mentales, Thompson (1990) propuso una definicion
que resuelve esta confusion, plantea que una razon es una comparacién multiplicativa entre dos
cantidades, la cual enfatiza la relacion cuantitativa de una relacion que permite determinar
cuantas veces mayor es una cantidad que otra. Por ejemplo, si la pendiente de una rectaes m =
2, significa que el cambio en y es dos veces mas grande que el cambio en x; decir que un auto
rinde 20 km/litro significa que la medida de la distancia respecto cantidad de combustible que
consume esta en razon de 20 a 1, es decir, es 20 veces mas grande la distancia respecto de la
unidad de volumen del combustible. Si las cantidades comparadas tienen el mismo atributo (v.
gr., longitud), entonces es como abordar la pregunta ";Cuéantas veces es mas grande esto que
aquéllo?"; si las cantidades tienen diferentes atributos, entonces son sus segmentaciones las que
se comparan (THOMPSON; THOMPSON, 1992, p. 6).

El concepto de pendiente esta presente tanto al interior del aula escolar como fuera de
ella. En el curriculum mexicano, del estudio de la razén de cambio emerge el concepto de

pendiente (, 2020a). La razon de cambio (promedio) se define en Stewart (2012, p.147-148)
= [G2)=fCa)

X2—X1

" . . . A . ’ ‘.
como "el cociente de diferencia ﬁ en el intervalo [x;, x,]”. Esta expresion en

términos graficos se interpreta como la pendiente de la secante a la curva f. Sin embargo, su

significado mas rico se encuentra en la medicion del cambio en situaciones del mundo real.
Estas existen en dos formas diferentes: a) situaciones fisicas estaticas, como las pistas

de esqui y rampas para sillas de ruedas, y b) situaciones funcionales dindmicas, tales como

distancia versus tiempo o cantidad versus costo (STUMP, 2001). El cambio se calcula mediante
las diferencias: Ax = x, — x; y Ay = f(x;) — f(x,); por lo tanto, se puede decir que i—i’ es una

razén entre cambios. Si esa razén es una constante, entonces se trata de una funcion lineal de
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A , .
la forma f(x) = mx+b, donde m =A—z. Lo constante de la razéon de cambio es una

caracteristica esencial de la linealidad y de los modelos lineales.

La razén de cambio tiene diferentes denominaciones dependiendo del contexto. En
Cinemética suele utilizarse como velocidad (v) o aceleracion (a), la primera mide la variacion
de la distancia respecto del tiempo, la segunda cuantifica la variacion de la velocidad respecto
del tiempo. En Hidraulica se utiliza como Gasto (Q), se define como la cantidad o volumen de
fluido que pasa por un ducto en un intervalo de tiempo. En Demografia suele utilizarse como
tasa de crecimiento poblacional (TCD), tasa de natalidad o de mortalidad, que dan cuenta de la
variacion (aumento o disminucion) de la poblacién respecto del tiempo o de la cantidad de
nacimientos o defunciones en un intervalo de tiempo. En cualquiera de los casos, se trata de
razones de cambio o0 razones entre cambios. Si esas razones son constantes, se obtienen de
modelos lineales cuyas graficas son lineas rectas y su pendiente es la misma en cualquier punto.
Si las razones de cambio son variables, se obtienen de funciones cuyas graficas son curvas y

sus pendientes también son variables.
2.3 Las conceptualizaciones de la pendiente

En el proceso de formacion de conceptos matematicos tienen lugar las imagenes
conceptuales, y estas se entienden como la estructura cognitiva total que se asocia con un
concepto dado (TALL; VINNER, 1981), se hacen visibles a traves de representaciones
simbolicas, imagenes, tablas, lenguaje oral o escrito. Una representacion se conforma por todas
aquellas herramientas signos o gréaficos que hacen presente el concepto y los procedimientos
matematicos, con las cuales cada sujeto aborda e interacta con el conocimiento matematico
(HOFFMAN, 2015).

En este trabajo asumimos la concepcion de Hoffman, la cual considera a la
conceptualizacién de la pendiente como una representacion especifica de este concepto. Por

ejemplo, la representacion 22=2 es la férmula algebraica para obtener la pendiente de una recta,

Xp—Xq

es la base de los procedimientos para calcularla y esta ligada a la conceptualizaciéon razén
algebraica (ver Cuadro 1). Los libros de texto utilizan representaciones variadas en la
exposicion del tema, en los ejemplos, en los ejercicios 0 problemas propuestos, para dar
oportunidad a que los estudiantes se formen conceptos, realicen procedimientos y puedan
resolver problemas. Al hablar de una representacion especifica de la pendiente, nos referimos

a alguna de las conceptualizaciones descritas en el Cuadro 1.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 34, n. 67, p. 825-846, ago. 2020 830



ISSN 1980-4415
DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v34n67a22

Categoria La pendiente como... Cadigo
Razon geométrica  Razdn del desplazamiento vertical sobre el desplazamiento horizontal en la
gréfica de una recta (a menudo vista como el triangulo rectangulo en la grafica G
de una recta que resalta el desplazamiento horizontal y el vertical).
Razdn algebraica  Cambio en y sobre el cambio en x; representacion de la razén con expresiones A
algebraicas (a menudo visto como 2 o 22221),
Ax Xp—Xq
Propiedad fisica Propiedad de la recta a menudo descrita con expresiones como: grado, P
inclinacion, ladeo, declive, empinado, qué tan alto sube una recta.
Propiedad Razén de cambio constante entre variables o cantidades (por ejemplo, cuando  F
funcional x aumenta 2, y aumenta 3) presente en varias representaciones de funciones; a
veces se Vé en situaciones que involucran razones relacionadas o constantes de
proporcionalidad (donde la tasa unitaria es la pendiente).
Coeficiente Coeficiente m (o su valor numérico)eny = mx + b o0en PC
paramétrico y — y1 = m(x, — x1) que actlia como un parametro.
Concepcion Propiedad relacionada con el angulo que una recta forma con una recta T
trigonométrica horizontal (usualmente el eje positivo x); tangente del angulo de inclinacion.
Concepcidn en Medida relacionada con la derivada como la pendiente de la tangente a una C
Calculo curva, de una recta secante, 0 cdmo razon de cambio instantanea para
cualguier funcion (incluso no lineal).
Situacion fisica (estéatica, por ejemplo: una rampa, escalera etc.)
Situacion del Situacioén funcional dindmica que relaciona dos variables (v.g., distancia vs R
mundo real tiempo, velocidad vs tiempo, costo vs tiempo).
Propiedad Propiedad que determina si las rectas son paralelas o perpendiculares entre si; D
determinante propiedad con la cual una recta puede ser determinada si un punto de la recta
es también dado.
Constante lineal Recta o plana, ausencia de curvatura de una recta que no se ve afectada porla L
traslacién; propiedad Unica de las rectas (puede ser referenciada como lo que
hace que una linea sea recta o la rectitud de una linea); mencion de que
cualesquiera dos puntos de una recta pueden ser utilizados para determinar la
pendiente.
Indicador de Propiedad que indica el crecimiento, decrecimiento, tendencia horizontal de B
comportamiento una recta o la propiedad que indica la cantidad (o severidad) del aumento o
disminucidén de una recta; si no es cero, indica que la recta tiene una
interseccion con el eje x.

3 Método

Cuadro 1 — Conceptualizaciones de la pendiente
Fuente: Adaptado de Nagle y Moore-Russo (2013c)

El andlisis de los textos se realiz6 utilizando el método de Analisis de Contenido
sugerido por Bardin (2002, p. 87), consta de tres fases: pre-analisis, explotacién del material y
el tratamiento de los resultados. En la fase de pre-analisis, se preparo el material, consistente en
la identificacion y eleccion de los libros de texto. Estos fueron elegidos sobre la base de tres
criterios: los que tratan de manera formal la pendiente, los que son recomendados por la
curricula oficial y los que mas utilizan los profesores.

Segun la curricula, este concepto es introducido por primera vez en el 9° grado y recibe
un tratamiento mas amplio y formal en el grado 11° (DOLORES et al., 2020), grado en el que

se imparte el curso de Matematicas Ill. Por tanto, nos centramos en los libros texto que mas
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utilizan para impartir este curso. Para saberlo, se aplico una encuesta a veinte profesores de
matematicas de la region, preguntandoles qué textos mas utilizaban de los previstos en la
curricula oficial. Segun sus respuestas, estos textos son: Fuenlabrada y Fuenlabrada (2014),
(GA); Méndez (2013), (MIII) y Salazar (2018), (M3).

La fase de explotacién del material esta centrada en las operaciones de codificacion,
eleccion de las unidades de andlisis y analisis del contenido. Adoptamos la codificacion y
caracterizacion de las conceptualizaciones de pendiente de Nagle y Moore-Russo (2013c), ya
descritas en el Cuadro 1. Las unidades de andlisis se obtuvieron de la estructura de los libros de
texto, en general el contenido se estructura de: (1) exposicion del tema, (2) ejemplos resueltos
y (3) ejercicios o problemas propuestos.

En el primero se explican conceptos tedricos, que incluyen diagramas, graficas,
definiciones, férmulas o teoremas; el segundo contiene problemas o ejercicios resueltos junto
con una explicacion de su solucion; en el tercero estan los problemas o ejercicios propuestos,
los cuales se espera que los estudiantes resuelvan. Los contenidos de los textos analizados
corresponden a un curso clasico de Geometria Analitica y se refieren a: Ecuacion de la recta, la
Circunferencia, la Pardbola, la Elipse, la Hipérbola y, eventualmente, la Ecuacion General de
las conicas. Las unidades especificas de analisis fueron las frases, procedimientos o términos
claves que hacen referencia a alguna de las conceptualizaciones de la pendiente descritas en el
Cuadro 1.

Para la recoleccion de datos se elabor6 una matriz de conceptualizaciones vs frases. Las
primeras se ubicaron en once columnas y en cada renglon se ubicaron las frases tomadas de los
libros de texto en donde se localizaban las conceptualizaciones buscadas. Los ejercicios 0
problemas propuestos fueron resueltos por los investigadores, considerando la informacion
dada en la exposicidn del tema respectivo, esto con el fin de desentrafiar las conceptualizaciones

utilizadas. En el Cuadro 2 damos algunos ejemplos de como se identificaron.

Frases Argumentos Conceptua-
lizaciones
Dos rectas son perpendiculares si la pendiente | La condicidn de perpendicularidad indicala | D, T, PC.
de una de ellas es la reciproca negativa de la | presencia de la  conceptualizacién
pendiente de la otra... Se sabe que: | propiedad determinante.
tan (90° + 6,)= cot 0,. Sustituyendo el
valor de 6, tan@,=—cotf, = —. | Las expresiones del tipo: tan (90° + 6,)
" tanfi | jndican la presencia de la concepcion
Expresando est? en términos algebraicos trigonométrica.
queda: m, = Ty En la expresiones m, = —milesté presente
Fuenlabrada y Fuenlabrada (2014, p. 35-36) la conceptualizacion coefiente paramétrico.
Por ejemplo: Si la recta pasa por los puntos | El uso de las variables m y su valor | PC, G.
A(-1,6) y m = —4, entonces su ecuacién | numérico evidencian la presencia de la
conceptualizacion coeficiente paramétrico.
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corresponde a: y—y, = m(x — xq).

Sustituyendo valores: La representacion en la gréfica del
y—6 = —4[x— (—1)] desplazamiento en x e y para representar la
y—6= —4[x+1] pendiente denota la utilizacion de la

Esta es la forma de representar la recta pero ... | conceptualizacion razén geométrica.

Esta es la forma mas comln que aparece:
y—6= —4x—4
y=—4x—-4+6
y= —4x+2 ACKD)
4x+y+2=0 ==
Ecuacion lineal con
dos variables. | \ >
Salazar (2018), p. 80
“Una empresa recibe un préstamo por $120 000 | Es una situacion funcional dindmica porque | R, F, G, PC.
con un interés simple de 4% sobre el capital | relaciona las variables: dinero y tiempo, por
inicial. Haz la grafica y determina el valor de la | tanto utiliza la conceptualizacion del
pendiente”. mundo real.
Esta presente la razon de cambio constante
en el interés simple, por tanto puede
Méndez (2013, p. 54) utilizarse la conceptualizacién propiedad
funcional. La construccion de la grafica
puede inducir al uso de la razén geométrica
y el célculo de la pendiente al uso del
coeficiente paramétrico.

Cuadro 2 — Ejemplos de conceptualizaciones sobre la pendiente en los textos analizados
Fuente: adaptacion de los autores, sin pérdida de la esencia planteada en los textos analizados

>

En la tercera fase, dedicada al tratamiento de los resultados, se empled al método de
revision por pares. Para ello, de forma independiente, el equipo de investigacion revisd los
textos y clasifico las conceptualizaciones encontradas. Primero, se leyd cada texto con el
objetivo de encontrar referencias a la pendiente. Posteriormente, se buscaron las frases clave
contenidas en el Cuadro 1, de manera que permitieran la categorizacion de los contenidos y
para finalizar en conjunto se compararon y discutieron las clasificaciones propuestas. En caso
de algin desacuerdo, los investigadores discutieron el extracto hasta llegar a un consenso sobre
el tipo de conceptualizacion presente. Finalmente, para determinar la frecuencia de las
conceptualizaciones, se consider6 el numero de referencias encontradas en cada uno de ellos y

posteriormente se elabord una matriz general que incluyo los tres textos en conjunto.

4 Resultados

4.1 Conceptualizaciones en el texto GA

En este texto las conceptualizaciones fueron encontradas en los temas: Ecuacion de la

linea Recta y Casos Especiales, Ecuacion de la Circunferencia, Parabola, Elipse, Hipérbola y

en la Ecuacion General de las Cdnicas. La mayor parte se concentra en el primero, sélo en el
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tratamiento de este tema identificamos 321, de un total de 420. Destacan las
conceptualizaciones: coeficiente paramétrico, propiedad determinante y razén algebraica, todas
ellas utilizadas en los ejercicios propuestos (ver Figura 1). Es notable la utilizacion de
procedimientos algebraicos tanto en la exposicion del tema, como en los ejemplos resueltos o

en los ejercicios y problemas propuestos, en esta Ultima parte encontramos expresiones del tipo:

“m = X221 g5 |3 relacion para obtener la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(xs,

Xp—X1
y1) Y B(x2, y2)” (FUENLABRADA; FUENLABRADA, 2014, p. 33). “Si el angulo de
inclinacion de una recta es de 52°, ¢cual es su pendiente?” (p. 35). “Obtenga la pendiente de la
recta que pasa por los puntos (1, —=3) y (4, 1)” (p. 52). “Determina si la recta que pasa por los
puntos (6, 0), (0, 4) y la que pasa por (0, 2), (3, 0) son paralelas” (p. 36). “Obtenga la ecuacion

de la recta con pendiente m = —32 y que pasa por el punto (-2, 3)” (p. 48).

En el tema Ecuacion de la Circunferencia las conceptualizaciones de la pendiente se
concentran en las relaciones que se establecen entre la circunferencia y sus tangentes. Aqui se
notan las conceptualizaciones coeficiente paramétrico y propiedad determinante, las cuales
derivan de problemas tales como Obtenga la ecuacion la recta tangente a la circunferencia
x? + y2=25conm = —3/4. En el tema de la Parabola y la Elipse las conceptualizaciones
se concentran en la obtencién de los puntos de interseccion de las rectas secantes con estas
curvas; en el tema de la Hipérbola se hacen evidentes en la obtencién de las ecuaciones de sus
asintotas. En el tema Ecuacion General de las Cénicas las conceptualizaciones estan presentes
en las aplicaciones de las ecuaciones de las conicas a la industria y a la ingenieria, aqui utilizan
la conceptualizacion propiedad funcional conectando la pendiente y la razon de cambio, ademas

se insiste en la ecuacion de la tangente a la circunferencia.
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Figura 1 — Conceptualizaciones de la pendiente en los tres textos
Fuente: elaboracion propia a partir de los datos obtenidos del analisis del contenido

De las cuatro conceptualizaciones predominantes en este texto, tres estan directamente
relacionadas con la definicidn analitica de pendiente: coeficiente paramétrico, razon algebraica
y la concepcidn trigonométrica (ver Figura 1). La restante conceptualizacion, propiedad
determinante, que ocupa el tercer lugar en frecuencia, tiene que ver con la relacion entre dos
rectas, la de paralelismo y perpendicularidad.

En este texto es escasa la presencia de la conceptualizacion razén geométrica, a pesar
de que utiliza con frecuencia las graficas de rectas y enfatiza los puntos por donde pasa, los
puntos de corte con los ejes x e y, escasamente utiliza los catetos de los tridngulos rectangulos
para el calculo de las diferencias: y, — y; ¥ x, — x; para determinar la pendiente, de hecho la
idea de lo que sube entre lo que avanza no se menciona en este texto. No encontramos evidencia
de la presencia, en este texto, de las conceptualizaciones propiedad fisica, concepcion en

Calculo y situacion del mundo real

4.2 Conceptualizaciones en el texto MI11

En este texto todas las conceptualizaciones identificadas estan concentradas en el tema
de la linea recta. En el tratamiento de este tema, identificamos 361 conceptualizaciones.
Observamos predominio de las conceptualizaciones: razon algebraica, coeficiente parametrico,

concepcion trigonométrica y propiedad determinante, localizadas en los ejercicios propuestos
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(ver Figura 1) en los cuales se requiere la utilizacion de procedimientos algebraicos al aplicar

las distintas formas de la ecuacién de la recta. En ese sentido plantean problemas del tipo:
“Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos siguientes (-8, 9) y (6, —6)” (Méndez
2013, p. 73). “Encuentra la pendiente y el &ngulo de inclinacion de la recta que pasa por los
puntos (7, 9), (-6, —=5)” (p. 54). “Indica si las rectas son perpendiculares o paralelas: [; A(-2,
—5); B(4,7); 1 P(=3,-3); Q(4, 11)” (p. 61).

A diferencia del texto GA, en MIII tienen presencia las conceptualizaciones relativas al
mundo real, encontramos veinte de ellas, principalmente las asociadas a la situacion funcional.
Se nota interés en establecer conexiones entre pendiente con problemas o situaciones de la fisica
o de la economia, por ejemplo, plantea situaciones de cuerpos en movimiento denotando que el
movimiento uniforme estd relacionado con la velocidad o que los fendmenos de oferta y
demanda pueden ser representados mediante rectas en el plano cartesiano y que estan asociadas
a la pendiente. Las conceptualizaciones: constante lineal, propiedad fisica y razon geométrica
son las de menor presencia. No encontramos evidencia de las conceptualizaciones propiedad

funcional, indicador de comportamiento y concepcién en Célculo.

4.3 Conceptualizaciones en el texto M3

Practicamente todas las conceptualizaciones en este texto estdn concentradas en el tema
de la linea recta, algunas estan presentes en el tema de la circunferencia, estan ausentes en los
demas contenidos. En el tema de la linea recta identificamos 263 conceptualizaciones y doce
en el tema de la circunferencia. Al igual que en los dos textos anteriores, parte importante de
las conceptualizaciones son utilizadas en los procedimientos algebraicos asociados a las formas
de la ecuacion de la recta.

A diferencia de los dos textos anteriores, en M3 encontramos veinte conceptualizaciones
del tipo razdn geométrica (ver Figura 1) donde se hace explicito lo que sube entre lo que avanza,
ademas de la utilizacion de los catetos de tridngulos rectangulos para indicar las diferencias
Y2 —¥1 Y X, —xq. También, en este texto (igual que en MIII) identificamos una cantidad
significativa de conceptualizaciones relativas al mundo real, 31 en total, y catorce de la
propiedad funcional (ver Figura 1). Respecto de la primera, propone situaciones del tipo — Un
contenedor de aceite de 100 litros tarda en llenarse 5 minutos, expresa el volumen V en

términos del tiempo t, ¢Qué significa la pendiente en este contexto?
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En este texto, en total, identificamos 301 conceptualizaciones, siendo las mas
diversificadas que en los otros dos, pero concentradas en el tema de la ecuacion de la recta. En
este tema, tres conceptualizaciones predominan: razon algebraica, coeficiente parametrico y
concepcion trigonométrica, concentradas en los ejercicios propuestos (ver Figura 1). Aunque
con menos frecuencia, estan las conceptualizaciones: propiedad fisica, situacion del mundo
real, la razbn geométrica y propiedad determinante. No encontramos evidencia de las

conceptualizaciones: indicador de comportamiento, concepcion en calculo y propiedad fisica.

5 Discusion

Los resultados globales indican la presencia de diez conceptualizaciones de pendiente
(ver Figura 2). La ausencia de la concepcion en Calculo se justifica porque esta reservada para
ser tratada en 12° grado cuando se cursa Célculo. Cuatro son las conceptualizaciones
dominantes en los textos, la mayoria esta concentrada en los ejercicios propuestos (ver Figura
2), son las que se desprenden de la definicion analitica de pendiente: coeficiente paramétrico,
razon algebraica, concepcidn trigonométrica y la relacionada con sus aplicaciones dentro de la
propia geometria, la propiedad determinante. Todas ellas dan altas oportunidades a los
estudiantes de establecer conexiones solo al interior de la misma matematica. Por el contrario,
las vinculadas a las aplicaciones extramatematicas, como la situacion del mundo real, la
propiedad funcional y la propiedad fisica, son escasamente utilizadas (ver Figura 2), a pesar de
que la curricula recomienda la aplicacion de la matematica a situaciones reales (GOBIERNO
DE MEXICO, SEP, 2008).

Se nota, particularmente en el texto GA, privilegio de los temas clasicos de la Geometria
Analitica, en los textos MIIl y M3, hay evidencias de mas apertura al introducir
conceptualizaciones asociadas al mundo real, en especifico propician la modelacion y analisis
de las situaciones funcionales. Sin embargo, la correspondencia entre la curricula y los textos
es una situacion compleja. Al estudiar el discurso de los textos de matematicas en relacion a la
curricula prevista en USA, Herbel-Eisenmann (2007) afirma que es dificil alcanzar los objetivos
de la curricula, y que puede haber una falta de coincidencia entre este objetivo y los contenidos
de libros de texto convencionales. Esta misma situacion parece estar ocurriendo en México, por
lo que merece mas atencion por parte de quienes disefian la curricula y los autores de libros de
texto para enfrentar el problema de esta falta de coincidencia.

El énfasis en las conceptualizaciones derivadas de la definicion analitica puede inducir

desconexiones en la mente de los estudiantes, entre la definicion de pendiente (que es
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intramatematica) y las aplicaciones extramatematicas, en particular con las aplicaciones de la

razén de cambio a problemas del mundo real. Hay evidencia, en Dolores, Rivera y Garcia
(2019), que al plantearles tareas a estudiantes de la misma region sobre la pendiente y las
razones de cambio como la velocidad, rapidez y aceleracién, consideraron la pendiente como
desligada de éstos conceptos. Las causas podrian atribuirse no s6lo a cuestiones cognitivas
propias de los estudiantes, sino a que estan siendo instruidos con textos que privilegian

conceptualizaciones asociadas s6lo a ideas intramatematicas. Asi lo insinGan nuestros datos.
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Figura 2 — Conceptualizaciones de la pendiente identificadas (total: 1082)
Fuente: elaboracion propia a partir de los datos obtenidos del analisis del contenido

Varios investigadores (v.g., HIEBERT; CARPENTER, 1992; NOSS; HEALY;
HOYLES, 1997; BERRY; NYMAN, 2003; BUSINSKAS, 2008; BARMBY et al., 2009; CAI;
DING, 2015) sefialan la necesidad de las conexiones en la comprension de los conceptos
matematicos. Sin embargo, las ideas que se aprenden dentro de la matematica no se conectan,
o transfieren de manera automaética, a otros contextos.

Algunos investigadores demuestran que los conocimientos de los estudiantes sobre la
pendiente no se transfieren entre los tipos de problemas (por ejemplo, cualitativo versus
cuantitativo y matematico versus la configuracion del mundo real), o incluso, del conocimiento
de la matematica a la fisica (PLANINIC et al., 2012) y que ademas, los estudiantes no
relacionan los conceptos de pendiente y razén de cambio (STUMP, 2001; LOBATO;
SIEBERT, 2002; LOBATO; THANHEISER, 2002; TEUSCHER; REYS, 2010; DOLORES, et
al., 2019).

Varias pueden ser las causas de la escasa transferencia y desconexion del conocimiento

matematico, algunas pueden estar en el curriculo previsto, otras pueden estar en los materiales
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y medios que usan los profesores, otras pueden estar en los métodos y estrategias didacticas
utilizadas. También las dificultades intrinsecas al conocimiento mismo (SIERPINSKA, 1985;
BROUSSEAU, 2002) o las dificultades cognitivas de los propios estudiantes pueden interferir
el proceso. En esta complejidad, sin embargo, no se puede desdefiar la influencia que los textos
ejercen sobre estudiantes y profesores. Nosotros creemos que las conexiones y la transferencia
del conocimiento deben ser intencionalmente promovidas por los textos y los profesores. Pero
las evidencias mostradas en este trabajo indican que esto no esta ocurriendo asi para la mayoria
de las conceptualizaciones utilizadas en los textos analizados.

Las conceptualizaciones, coeficiente paramétrico y razén algebraica, también aparecen
con la mas alta frecuencia porque son de uso obligado tanto en la exposicion del tema como en
los ejemplos resueltos (ver Figura 2). Ademas, se utilizan tanto en las formas de la ecuacion de
la recta como en procedimientos necesarios al aplicarlas en los ejercicios o problemas que se
esperan los estudiantes resuelvan. No obstante, su cuantiosa presencia puede inducir al
desarrollo de un pensamiento procedimental mas que el conceptual, asi como lo conciben
Hiebert y Lefevre (1986), Hiebert y Carpenter (1992) y Rittle-Johnson y Schneider, (2015). Por
ejemplo, la conceptualizacion razon geomeétrica tiene escasa presencia en los textos (excepto
en M3, ver Figura 1) pero tiene la potencialidad de desarrollar el pensamiento visual, en cambio
proponen abundantes ejercicios cuya solucion requiere de manipulaciones algebraicas en las
que esta presente la conceptualizacion coeficiente paramétrico.

Los textos analizados prestan mas atencién a los procedimientos para encontrar la
pendiente que al desarrollo de las nociones conceptuales asociadas a este concepto, como
sugieren Lingefjard y Farahani (2018) y, con ello, sélo estimulan el pensamiento procedimental.
En Dolores et al., (2019), se aporta evidencia que robustece esta hipotesis, al pedirles el calculo
de la pendiente a estudiantes de la misma region, casi dos tercios fueron capaces de obtenerla
correctamente usando férmulas y procedimientos algebraicos; en cambio, casi todos fueron
incapaces de expresar un significado coherente sobre el resultado, o de plano dijeron no saber
queé significaba ese resultado. Esto fue posible porque recordaron y usaron la férmula para hacer
procedimientos, priorizando los algoritmos, esto mismo se ha encontrado en otras
investigaciones como las de Birgin (2012), Deniz y Kabael (2017) y Nagle y Moore-Russo
(2013b). Sin embargo, la inclinacion hacia lo procedimental no es exclusiva de los textos
analizados, en otras latitudes Dole y Shield (2008) y Stacey y Vincent (2009) han detectado
esta tendencia en textos de matematicas australianos.

El tratamiento de la pendiente en los textos analizados se concentra en el tema de la

ecuacion de la recta, con escasas menciones en los temas de la circunferencia y la hipérbola
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como es el caso del texto GA, los otros dos textos exclusivamente se centran en la recta. Esto
podria generar desconexion entre las conceptualizaciones de la pendiente asociadas a la recta y
las que se pueden asociar a las curvas conicas, ya que, dejan sin explotar las conexiones entre

las conicas y sus tangentes, una de las fuentes principales del concepto de derivada.

6 Conclusiones y futuros trabajos

Hemos identificado, en los textos, la presencia de diez de las conceptualizaciones
previstas por Nagle y Moore-Russo (2013c), predominando en ellos: la del coeficiente
paramétrico, la razén algebraica, la concepcion trigonométrica y la propiedad determinante; las
tres primeras provenientes de la definicién analitica de pendiente y la ultima de sus aplicaciones
al interior de la matematica. En conjunto, constituyen el 88.5% del total y propician el uso
excesivo del lenguaje algebraico, de reglas y algoritmos, mediante la manipulacion de

expresiones tales como: y = mx + b; m = 2222 m = tan 6, mym, = —1.

X2—Xq
Las seis restantes, s6lo constituyen el 11.5% del total y son las que ayudan a conectar la
pendiente con el mundo real, a relacionarla con las propiedades de las funciones o con el mundo
fisico o a visualizarla como lo que sube entre lo que avanza. Pero estas conceptualizaciones
son minimizadas en los textos. Este marcado contraste, cargado hacia las conceptualizaciones
provenientes de la definicion analitica induce, por un lado, a la formacion de interpretaciones
solo intramatematicas, y por otro lado, a privilegiar el desarrollo del conocimiento
procedimental (el saber como) en menoscabo del conocimiento conceptual (el saber qué o por
qué) y de la comprension. El desarrollo del conocimiento conceptual es logrado mediante la
construccion de relaciones entre piezas de informacion (HIEBERT; LEFEVRE, 1986, p. 4), sin
embargo los textos siguen el sentido contrario, inducen la formacion de escasas relaciones entre
las conceptualizaciones de la pendiente por lo que en poco contribuyen a su comprension.
Trabajos recientes, realizados en la misma region que el presente, fortalecen la
afirmacion anterior, los estudiantes son instruidos haciendo énfasis en las mismas
conceptualizaciones que promueven los textos aqui analizados (RIVERA; SALGADO;
DOLORES, 2020); incluso después de ser instruidos, las conceptualizaciones que méas conocen
son la propiedad fisica y la razon algebraica (RIVERA, et al., 2019) que inducen al
conocimiento procedimental. Por tanto, el escaso conocimiento logrado por los estudiantes
parece ser inducido por los textos utilizados y por las actividades trabajadas en clase, afectando,

con ello, el desarrollo de su comprension.
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Para Hiebert y Carpenter (1992), la comprension matematica es como una red interna
de representaciones de ideas, procedimientos y hechos matematicos, en una direccion similar,
pero para el concepto de pendiente en particular, Nagle y Moore-Russo (2013a) y Courtney,
Martinez-Planell y Moore-Russo (2019) proponen un modelo de Red de Conceptualizaciones
de la pendiente, que puede contribuir a una mejor comprensién de este concepto en el
preuniversitario y formar las condiciones previas para que los estudiantes puedan comprender
las ideas matematicas del nivel superior.

Para contribuir a este proposito, los libros de texto debieran incluir una amplia y variada
gama de conceptualizaciones que den oportunidad a los estudiantes de formar y desarrollar
redes de conceptualizaciones. Estas les permitirian, por un lado, desarrollar sus habilidades en
la resolucion de problemas en diversos contextos, y por otro lado, preparar mejores condiciones
de ingreso a sus estudios universitarios.

Los textos se consideran como el plan de estudios potencialmente implementado
(SCHMIDT et al., 2001; VALVERDE et al., 2002). En este sentido, nuestro estudio no
proporciona informacion acerca del curriculum previsto (o planeado), del curriculum
implementado ni del curriculo alcanzado. Varias investigaciones destacan las dificultades de
los profesores en implementar el curriculo (v.g., MANOUCHEHRI; GOODMAN, 1998;
STUMP, 2001), otras investigaciones enfocan su atencion sobre el curriculo alcanzado (p.e.
NAGLE; MOORE-RUSSO; STYERS, 2017).

Algunas investigaciones, como Remillard y Heck, (2014) y Gehrke, Knapp y Sirotnik,
(1992), utilizan el término experienced para referirse al curriculum que realmente toma lugar
en el salon de clase mediante las interacciones entre profesores y estudiantes alrededor de las
tareas de cada leccion, sin embargo, siguen siendo escasas estas investigaciones. Inclusive,
algunos investigadores como Seckel, Breda y Font (2019) y Font, Planas y Godino (2010),
sugieren criterios de idoneidad didactica que pueden ser considerados para contribuir a la
mejora de esta practica. En México y latinoamerica muy poco se sabe de las
conceptualizaciones de la pendiente previstas en el curriculum planeado y en el implementado
en la préactica de la ensefianza misma de la matematica, incluso del curriculum que los
estudiantes pueden demostrar haber aprendido. De ahi la pertinencia de que futuras

investigaciones centren la atencion en estas cuestiones.
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