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Resumen

Este estudio pretende identificar la puesta en practica de diferentes significados parciales del area en estudiantes
de 13-14 afios cuando resuelven tareas de area. Se analizan procedimientos y justificaciones escritas en tres tareas
y se identifican los significados parciales del area utilizados. Se establecen seis perfiles de estudiantes, atendiendo
a los conceptos, procedimientos, propiedades y representaciones que los estudiantes usan en sus resoluciones. Los
resultados muestran una tendencia generalizada de los estudiantes a asociar el area con el uso de férmulas,
evidenciando procedimientos poco variados para medir areas y escasas relaciones entre los significados parciales
del érea.
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Abstract

This study aims to identify the implementation of different partial meanings of the area in students aged 13-14
when solving area tasks. Written procedures and justifications are analyzed in three tasks and the partial meanings
of the area used are identified. Six student profiles are established, according to the concepts, procedures,
properties, and representations used by the students. The results show a generalized tendency of students to
associate area with the use of formulas, showing little variation in procedures for area measurement and little
relationship between the partial meanings of area.

Keywords: Area partial meaning. Semiotics representation. Area measurement.
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1 Introduccién

Los conceptos vinculados a los procesos de medicion son importantes en las
matematicas escolares, pues ademas de relacionarse de manera directa con problemas
extramatematicos, pueden proporcionar aplicaciones de distintos contenidos aritméticos y
pueden ofrecer una fuente comun de ilustraciones en &lgebra y geometria (HIRSTEIN, 1981).
En el caso particular del area, ésta puede servir como un modelo de base para introducir otros
conceptos matematicos, por ejemplo, las fracciones, la multiplicacion, el teorema de Pitagoras,
ademas de jugar un papel fundamental en la justificacion geométrica de formulas algebraicas,
como es el caso de las identidades notables.

La fenomenologia didactica de Freudenthal (1983) distingue tres fenGmenos que se ven
involucrados en la ensefianza del area, el reparto justo, la comparacion y reproduccion de
formas, y la medicion. La interrelacion entre éstos fendmenos constituye un significado global
del area, cuya complejidad puede ser caracterizada mediante el andlisis de las configuraciones
de objetos primarios de cada fendmeno (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2011) a fin de
reconstruir el significado global del area como objeto matematico. Asi, la complejidad
matematica del objeto &rea puede caracterizarse desde la configuracion de problemas,
representaciones, definiciones, proposiciones y propiedades del objeto area; procedimientos y
técnicas que se aplican al objeto area; y, argumentos sobre el objeto area.

Cada una de estas configuraciones permite identificar significados parciales del area
(GODINO; BATANERO; FONT, 2007) y caracterizar, de manera explicita, los objetos
primarios que los componen. Las diferentes configuraciones de objetos primarios se elaboran
con base en las propuestas de Freudenthal (1983) y Sarama y Clements (2009). En este
contexto, el objetivo del presente estudio es caracterizar el uso que hacen estudiantes de 13 -
14 afios de diferentes significados parciales del area cuando resuelven tareas que involucran el
area de figuras planas. Para ello, nos centramos en el analisis de los procedimientos, ya que

permiten buscar evidencias del uso de cada uno de los significados parciales.

2 Marco Tedrico

2.1 Medicion del area

Diversos estudios (D’AMORE; FANDINO, 2007; HUANG; WITZ, 2013;
KOSPENTARIS; SPYROU; LAPPAS, 2011; ZACHAROS, 2006) han mostrado que un gran
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namero de estudiantes, tanto de educacion primaria como de secundaria y bachillerato, poseen

una comprension limitada del &rea, vinculandola Gnicamente con el uso de célculos que aplican
de forma memoristica. Esto puede ser porque los estudiantes no comprenden el significado de
las formulas, ni como éstas se originan (D’AMORE; FANDINO, 2007).

Freudenthal (1983) realiza un estudio tedrico sobre el &rea, sefialando que ésta es una
magnitud que sirve para medir una gran variedad de objetos. En su analisis didactico
fenomenoldgico del area, el autor recalca la adquisicion del area como objeto mental y enfatiza
en la dificultad, incluso en cursos avanzados, para adquirir el concepto de area. Asi, identifica
tres fendbmenos, con sus respectivas manipulaciones, que se ven involucrados en el aprendizaje
del &rea como objeto mental: (1) reparto equitativo, situaciones en las que dado un objeto hay
que repartirlo; (2) comparacion y reproduccion de formas, situaciones en las que hay que
comparar dos superficies y donde se requiere obtener un reproduccion de una superficie con
una forma diferente a la inicial; (3) medicion, situaciones en las que una superficie aparece
ligada a un proceso de medida, ya sea repartir, medir o valorar. Freudenthal (1983) considera
que todas estas aproximaciones fenomenoldgicas son didacticamente aceptables, pero con
distinto peso, por lo que es posible elegir una en funcion del propoésito de la actividad.

Desde una perspectiva empirica Sarama y Clements (2009) advierten que la medicion
del area implica el aprendizaje y la coordinacion de ideas variadas. Ademas, sefialan que el
proceso de comprender y ejecutar con precision los procesos de medicion del area requiere de
la comprension previa de ciertos conceptos, procedimientos y propiedades fundamentales.

Entre dichos conceptos encontramos el area como atributo, relacionado con asignar un
significado numérico a una cantidad de superficie, y las unidades de medida, que deben ser
facilmente reproducibles y divisibles, sin dejar huecos al momento de recubrir la superficie.
Los procedimientos corresponden a la particion equitativa, que requiere cortar el espacio
bidimensional, fisica 0 mentalmente, en partes de igual area y usualmente congruentes; la
iteracion de unidades, que requiere cubrir una determinada superficie con una unidad
bidimensional sin huecos y sin solapamientos; la estructuracion espacial, que requiere cubrir
una superficie con cuadrados alineados en filas y columnas. Finalmente, las propiedades
corresponden a la acumulacion y aditividad, que implica componer y recomponer figuras en
superficies con areas equivalentes; la conservacion, que implica cortar una superficie y
reorganizar sus partes, advirtiendo la inmutabilidad del area; la transitividad, que implica la
comparacion del area de dos superficies, tomando como referencia el area de una tercera

superficie.
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2.2 Objetos matematicos, significados y configuraciones

Desde el enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica, EOS,
toda actuacion o expresion (verbal, gréfica etc.) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos
y problemas, se considera préactica matemética (GODINO; BATANERO, 1998). Asi, el
significado de los objetos matematicos se define como el sistema de practicas realizada por una
persona, o compartidas en el seno de una institucién, ante determinadas situaciones problemas
(GODINO; BATANERO; FONT, 2007, 2019).

En los objetos matematicos es posible distinguir entre un sentido y un significado. El
sentido corresponde al significado parcial del objeto; es decir, el significado de un objeto se
puede parcelar en distintos tipos de practicas mas especificas que pueden ser utilizadas en un
determinado contexto. De esta manera, el significado parcial corresponde a un subsistema de
practicas (GODINO; BATANERO; FONT, 2007). El significado global del objeto se
reconstruye mediante la exploracién sistematica de los contextos de uso del objeto y los
sistemas de practicas que intervienen (GODINO; BATANERO; FONT, 2019).

Para definir los significados parciales del area, que aparecen en las matematicas
escolares hasta los 13-14 afos de los estudiantes, e identificar los subsistemas de précticas que
los determinan, consideramos los fendmenos propuestos por Freudenthal (1983) y los
conceptos, procedimientos y propiedades propuestos por Sarama y Clementes (2009). La
conjuncién de estos dos enfoques da como resultado diferentes configuraciones de objetos
primarios (GODINO; BATANERO; FONT, 2007) que permiten identificar, para cada
significado parcial del area, seis tipos de objetos primarios: (1) lenguajes — términos,
expresiones, notaciones, graficos — en sus diversos registros; (2) situaciones problemas —
aplicaciones intra o0 extra-matematicas —, ejercicios; (3) conceptos — introducidos mediante
definiciones o descripciones — como recta, punto, numero, media, funcion; (4) propiedades y
proposiciones; (5) procedimientos — algoritmos, operaciones, técnicas de calculo; (6)
argumentos — enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y procedimientos

deductivos o de otro tipo.

2.3 Registros de representacion

Duval (1995) distingue entre dos clases de transformaciones de representaciones

semioticas, que a menudo pueden estar entrelazadas en el mismo proceso matematico de
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resolucion: la conversion y el tratamiento. Mientras que las conversiones se dan entre registros
diferentes, los tratamientos se producen dentro de un mismo registro. En este sentido, la
conversion implica un mayor salto cognitivo, pues requiere que los estudiantes se apropien de
representaciones heterogéneas. La comprensién y coordinacion de representaciones
heterogeneas es lo que Duval (1999) denomina comprension integrativa. El proceso matematico
implica alguna transformacion de representacion, por lo que un aspecto que adquiere especial
relevancia es la relacién signo-objeto. Aunque puedan emplearse diversos sistemas de
representacion, es posible elegir uno en funcion del proposito de la actividad. En este sentido,
la actividad matemaética precisa de una coordinacion interna que debe ser construida entre los
diferentes registros que se pueden elegir y utilizar (DUVAL, 2006).

La naturaleza del area implica la coordinacion de representaciones geométricas y
numéricas. Sin embargo, es comun que en los procesos de ensefianza y aprendizaje el acceso a
un objeto matematico se realice via una de sus representaciones, por ejemplo, la formula de
base por altura para el &rea, generando dificultades si no se toma conciencia 0 no se hace
explicita la diferencia entre el objeto y la representacion mediante la cual se accede a él, pues
es posible que el objeto sea confundido con una representacion especifica de éste. Es este
sentido, una comprension profunda del area implica la capacidad para coordinar

representaciones geometricas, numéricas y algebraicas.

3 Método

El trabajo se sitda en un paradigma interpretativo con un enfoque cualitativo. Mediante
el analisis e interpretacion de respuestas de estudiantes a tareas de area de figuras planas, se
busca identificar perfiles de estudiantes atendiendo a la manera en que éstos utilizan los
diferentes significados parciales del area. Para ello, se considera la configuracion de objetos del
EOS y los registros de representacion semiotica. Se realiza un analisis estructurado en dos fases
y, en cada fase, se detallan dos etapas. En la primera fase, primera etapa, se realiza un analisis
bibliogréfico del area (FREUDENTHAL, 1983; SARAMA; CLEMENTS, 2009) e inspirados
en el trabajo de Corberan (1996) identificamos cuatro significados parciales del area (SP) que
son caracterizados a partir de la configuracion de los seis objetos primarios del EOS. Dichos
SP son usados como categorias de andlisis en la segunda fase. En la segunda etapa, se disefia
un cuestionario de siete tareas que permite buscar evidencias del uso de los diferentes SP del

area. Estas siete tareas permiten el uso de los diferentes SP del &rea de manera ascendente.
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En la segunda fase se realiza un analisis de contenido (KRIPPENDORP, 2004)
estructurado en dos etapas. En una primera etapa se analizan respuestas de estudiantes
considerando la configuracion de objetos de cada SP del area. Se buscan evidencias de
procedimientos, representaciones, propiedades y conceptos. En una segunda etapa se
identifican los perfiles de estudiantes. Para esto, se toman en consideracion los SP del &rea més
utilizados y las transformaciones de tratamiento y conversion (DUVAL, 1995).

El periodo de recogida de datos se realizé en el tercer trimestre del curso escolar 2018-
2019. Los participantes fueron 83 estudiantes, con edades comprendidas entre los 13-14 afos,
de un centro concertado de Educaciéon Primaria y Secundaria de la provincia de Barcelona
(Espafa). Los cuestionarios fueron respondidos por los estudiantes de manera individual en una
Unica sesion de 90 minutos y se les permitié el uso de instrumentos de medicion. Los
estudiantes, dentro de su programa de estudios, habian recibido instruccién previa sobre la

medicién de areas de figuras planas.

3.1 Andlisis

3.1.1 Primera fase de analisis: una aproximacion al area de figuras planas

En una primera etapa, la complejidad de los objetos matematicos propuesta por el EOS
permite organizar la revision bibliografica (CORBERAN, 1996; FREUDENTHAL, 1983;
SARAMA; CLEMENTS, 2009) en subsistemas de practicas de los que emergen, a modo de
categorias, SP del &rea que se caracterizan de manera explicita mediante la configuracién de
objetos primarios. Se identifican cuatro SP del area, que van desde un enfoque geométrico, es
decir, manipulacién de objetos concretos mediante transformaciones rigidas, hacia un enfoque
numérico y algebraico. En el Cuadro 1 se presentan, de manera sintetizada, los cuatro SP del
area. Se hace énfasis en los procedimientos, ya que permiten buscar evidencias de propiedades,
representaciones y conceptos de los diferentes SP, ademas de transformaciones de tratamiento

y conversion.

Significados Procedimientos asociados a cada SP Otros objetos
parciales del area matematicos asociados
SP1: Porcién de | Comparan dos o mas superficies por superposicién | -Propiedades:
espacio cerrado total y/o parcial conservacion
Comparan dos o mas superficies por recorte y | acumulacion y aditividad
pegado transitividad
Reconocen relaciones de equivalencia y/o | -Representaciones: grafica
inclusién entre dos 0 mas superficies -Conceptos: cantidad de
espacio ocupado
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SPa:
Magnitud/atributo

Comparan superficies de manera directa y/o
indirecta identificando que superficies diferentes
en forma pueden tener igual cantidad de superficie

Descomponen de forma conveniente, grafica o
mentalmente, dos 0 mas superficies (en cuadrados
y/o triangulos) para realizar comparaciones entre
ellas

Utilizan la reconfiguracién por complementariedad
de formas para realizar comparaciones entre las
superficies

-Propiedades:
conservacion.

acumulacion y aditividad
transitividad
-Representaciones:
grafica;
simbolica(numérica)
-Conceptos: cantidad de
espacio ocupado; magnitud
gue mide a una superficie.

SP3: cantidad de
unidades
bidimensionales

Descomponen superficies en unidades congruentes
y las unidades en subunidades para facilitar la
medida del area de una superficie

-Propiedades:
transitividad
-Representaciones:

que cubren wuna | Iteran unidades de medida no estandar para | gréfica; simbolica
superficie comparar y medir superficies (numérica)
Comparan areas de mas de dos superficies | -Conceptos: unidades de
utilizando como referencia el area de una de las | medida bidimensionales;
superficies medidas estructuracion espacial
Estructuran arreglos bidimensionales en filas y
columnas considerando medidas de longitud.
Miden é&reas como proceso aditivo, contando
unidades y/o subunidades que recubren el espacio
bidimensional
SP4: producto de | Utilizan férmula y calculan é&reas dadas las | -Propiedades:

dos dimensiones
lineales

medidas de longitud

Calculan 4éreas de rectangulos, tridngulos vy
cuadrados, identificando la relacién entre sus
formulas

transitividad
-Representaciones:
simbdlica (numérica,
algebraica); gréafica
-Conceptos: longitud,
unidades  de medida
estandar; férmula del area

Cuadro 1 - Significados parciales del area
Fuente: elaborado por los autores

En una segunda etapa, los cuatro SP permiten direccionar el disefio de un cuestionario
de siete tareas de comparacion y medicion de areas. El cuestionario se estructur6 de la siguiente
manera: dos tareas que admitian Unicamente una aproximacion geométrica del area (Tareas 1y
2). En ambas tareas sélo es posible hacer uso de los SP1 0 SP2. Cinco tareas que admiten tanto
una aproximacion geométrica, como aritmética del area (Tareas 3, 4, 5, 6 y 7). En estas tareas
es posible hacer uso de dos 0 mas SP del area. Las tareas se ordenan aumentando el nimero de
SP del area, que pueden ser utilizados para resolverlas de manera competente. Asi, en la Tarea
7 es posible poner en préactica todos los SP del area. Esto se promueve pidiendo, de manera
explicita, el uso diferentes tipos de resoluciones. Por las restricciones de extension, en este
articulo se presentan los diferentes perfiles de estudiantes mostrando, Unicamente, evidencias
de las resoluciones de los estudiantes a las tareas 2, 3y 7 del cuestionario (Cuadro 2).

La Tarea 2 permite buscar evidencias de la capacidad de los estudiantes para resolver
tareas que admiten aproximaciones geometricas del area. Las tareas 3 y 7 permiten buscar

evidencias de la capacidad de los estudiantes para resolver tareas que admiten aproximaciones
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geomeétricas, numericas y/o algebraicas del &rea, ya que, permiten el uso de diferentes SP del

area. De esta manera, la consideracion de estas tres tareas permite mostrar evidencias de los SP
del area que ponen en practica los estudiantes a lo largo del cuestionario y, permite mostrar

evidencias de transformaciones de tratamiento y conversion.

Enunciado Representacién grafica de la Tarea
TAREA 2: Tomando como referencia el area [ \ 1
sombreada de la Figura (T) ¢Cual o cuéles de las \, I T

siguientes figuras tienen la misma cantidad de area

(1) A I

sombreada? ¢Por qué?

TAREA 3: A partir del rectangulo dibujado en la
cuadricula responde: '
a- ¢ Cuéntas unidades cuadradas cubren el rectangulo? :
Explicalo. 1
b- ¢ Cuéntas unidades cuadradas cubren el triangulo del / ‘ \ ‘ 3cm
centro? Explicalo. ‘ :
c- ¢Encuentras alguna relacion entre el nUmero de : ‘ |
unidades cuadradas que recubren el rectangulo y el } ' ‘ ‘ ‘
triangulo? Explicalo. ‘
d- ¢Cuantas filas y cuantas columnas hay dentro del
rectangulo? ¢ Encuentras alguna relacion entre el
namero de filas y columnas y las medidas del
rectangulo?

e- ¢Podrias encontrar el area sin contar las unidades
cuadradas? ¢Coémo lo harias?

TAREA 7: ;Cual es el area del cuadrado de 12 cm de
lado? ¢por qué?

¢De cuantas maneras posibles puedes calcular el &rea
del cuadrado negro? Explicalo.

6cm

12 cm

Cuadro 2 — Seleccion de tareas matematicas presentadas a los estudiantes
Fuente: elaborado por los autores

3.1.2 Segunda fase de analisis: perfiles de estudiantes

Se realiza un analisis de contenido para identificar los tipos de procedimientos utilizados
por los estudiantes. En los procedimientos se buscan evidencias de los diferentes SP del area a
partir de la identificacién de representaciones, propiedades y conceptos utilizados. Se definen
dos etapas para esta fase. En la primera etapa se realiza un analisis individual de las respuestas
de los estudiantes. Se buscan evidencias de los procedimientos, propiedades, representaciones
y conceptos que los estudiantes ponen en préctica al resolver cada tarea. Ademas, se buscan
evidencias de transformaciones de tratamiento y conversion en las resoluciones.

En la segunda etapa, las respuestas de los estudiantes se codifican en correctas,

parcialmente correctas y erroneas. Las respuestas erroneas causadas por errores de calculo, pero
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que mostraban un uso justificado de los procedimientos, conceptos y propiedades asociados a
los SP se contabilizaron como correctas. Las resoluciones incompletas que mostraban un uso
justificado de todos los procedimientos se consideraron parcialmente correctas. Ademas, se
consideraron parcialmente correctas aquellas resoluciones que, en la Tarea 2, no consideran que
una de las figuras (A, B, C o D) tiene un &rea sombreada equivalente a la de la Figura T
(modelo). Las resoluciones en blanco fueron consideradas como resoluciones erroneas.

Una vez codificadas las respuestas, se identifican patrones de resolucién de los
estudiantes a las tareas presentadas. Para ello se consideran los SP del area mas utilizados,
ademas de las transformaciones de tratamiento y conversién. La interpretacion de las respuestas
de los estudiantes permite diferenciar 6 tipos de perfiles de estudiantes.

Perfil 1. Inconsistente: agrupa las resoluciones en blanco y aquellas que carecen de sentido. No
hay evidencia de la puesta en practica, de manera coherente, de los SP del area. Tampoco se
encuentran evidencias de tratamientos y conversiones.

Perfil 2. Procedimental: pone en préctica, mayoritariamente, el SPs. Se asocia el area
exclusivamente a valores numéricos (excepcion Tarea 2). Se evidencia un uso de los
procedimientos vinculados a particion equitativa y del concepto de estructuracion espacial. Las
propiedades implicadas en la medida del area (acumulacion y aditividad; y, conservacién) y el
concepto de unidad de medida no son usados. En general las resoluciones dependen de céalculos
para medir areas, lo que ocasiona dificultades al comparar areas en contextos geométricos y en
figuras no prototipicas (Tarea 1, Figura 1). A continuacién, en la Figura 1, se presenta un
ejemplo de respuestas de estudiantes ubicados en este perfil.

En la Tarea 3 no se relaciona el area del rectangulo y del tridngulo con las unidades
cuadradas en las que se ha descompuesto la figura. Existen dificultades para establecer una
correcta relacion entre las areas de rectangulos y triangulos (el tridngulo tiene la mitad del area
del rectangulo de igual base y altura que lo contiene) y, no se relaciona las medidas de longitud
con la estructura de filas y columnas del rectangulo. Por otro lado, es posible que se consideren
iguales los objetos matematicos area y longitud al no considerar, por ejemplo, los cm? como la
unidad que mide al area (Figura 1).

Finalmente, no hay evidencia de tratamientos y conversiones, pues el area se ve reducida
solo a una de sus representaciones, la férmula de base por altura. En este sentido, la capacidad

de los estudiantes de resolver las tareas de area se ve limitada por el uso de formulas.
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“La C, porque si pones la “a” a- “Porque al ser un cuadrado se

' para el “b” te da un cuadrado multiplica asi para calcular el area” ;1
Y| comotac 12 x 12 = 144 cm g
-
b- “Midiendo los lados del cuadrado y -
TAREA 2 multiplicando”
5,7 X 5,7 = 32,47 cm?
. a- “Todas las unidades porque su area es la misma que esos
L 18 cuadrados” > bxh =6 x3=18.
EESY // \\ 2 cm
N b- “Los cuadrados es el area del triangulo” > u Z L 3'62X 6
Tess =10,8.
C- “Que de la misma area del rectangulo sacan un triangulo”
TAREA 3
d- “Si, que son las mismas. Filas = 6, columnas = 3"
e- “Si, rectangulo = bxh = 6 x 3= 18. Triangulo = 22 =2°*2= 10,

Figura 1 — Ejemplo prototipico de las resoluciones de estudiantes de este perfil
Fuente: elaborado por los autores

Perfil 3. Procedimental-estratégico 1: pone en practica mayoritariamente el SP4. Evidencia un
uso incompleto de las propiedades de conservacion y acumulacion y aditividad, asi como,
también del concepto de estructuracion espacial. Puede utilizar dos SP del &rea en al menos dos
tareas y resolver bien al menos cinco tareas. Se evidencian dificultades al comparar areas en
contextos geomeétricos y en figuras no prototipicas, tal y como se ilustra en la respuesta a la
Tarea 2 (Figura 2). En la Tarea 3 (Figura 2) se relaciona, por influencia de valores numeéricos,
el area del rectangulo y el triangulo del centro. Sin embargo, existen dificultades para relacionar
las medidas de longitud, del rectangulo y del tridangulo, con la estructura de filas y columnas
del rectangulo.

En la Tarea 7 (Figura 2) se identifica que el lado del cuadrado negro puede ser 1/3 de la
diagonal del blanco, pero no se advierte que la diagonal no posee la misma medida que el lado
del cuadrado grande, por lo que la respuesta es errénea. Es posible que se consideren iguales
los objetos matematicos area y longitud al no considerar, por ejemplo, los cm? como unidad que
mide al area (Figura 2). No se encuentran evidencias de tratamientos y conversiones, pues se
sigue asociando el area con su registro de representacion numérico. En este sentido, al igual
que en el perfil anterior, la capacidad de los estudiantes de resolver tareas de area se ve limitada

por el uso de formulas.
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a- “Es 144 cm? ya que los cuadrados tienen los lados

“La figura AJl’ c iguales y la formula para calcularlo es la siguiente: ” -
porque tienen — de >
,,4 AT = lado? = 122 = 144 cm?” =
la figura”. - >
~1

TAREA 2 b- “Visualmente el lado del

= Cuadrado mide 8cm, % parte del
lado del triangulo = 8 x 8= 64cm

a- “Cubren 18 cuadrados” >3 x 6 =18.

b- “9, lo he hecho contando los cuadrados”.

C- “El triangulo tiene la mitad de cuadrados que el rectangulo”. TAREA 3
d- “3filasy 6 columnas = 3 x 6 = 18. Tres es la mitad de seis”.

e- “Multiplicando 3 X 6 = 18”.

Figura 2 — Ejemplo prototipico de las resoluciones de estudiantes de este perfil
Fuente: elaborado por los autores

Perfil 4. Procedimental-estratégico 2: pone en préactica mayoritariamente el SP4. Existe una
aproximacion tanto del uso de las propiedades de conservacion y de acumulacion y aditividad,
como de los procedimientos vinculados a estructuracion espacial y de las unidades de medida.
Se relacionan dos SP del area en dos 0 mas tareas y se resuelven correctamente al menos seis
tareas. Se evidencian errores producto de la adquisicion incompleta de procedimientos,
conceptos y propiedades (Figura 3).

Se observa un uso adecuado de los SP2 y SP4. Por ejemplo, en la Tarea 7 (Figura 3) se
descompone el cuadrado negro y se obtiene el area por medio de la suma del area de los
triangulos que lo componen (acumulacién y aditividad). En la Tarea 2 (Figura 3), con base en
estimaciones visuales, se concluye que tres de las figuras poseen un area equivalente, pero no
se advierte que todas las figuras poseen area equivalente (conservacion del area). Por altimo,
en la Tarea 3 (Figura 3) se establece una correcta relacion, por influencia de valores numéricos,
entre las areas de rectangulos y triangulos. Se menciona, erroneamente, que cada cm es una
unidad cuadrada, pero no se dice que las medidas de longitud del rectangulo y del triangulo del
centro estan dadas por la estructura de filas y columnas del rectangulo.

Se utilizan procedimientos mas variados, pero se sigue asociando el area con su registro
de representacion numérico basado en formulas. Sin embargo, es posible evidenciar en la Tarea
7 (Figura 3), transformacion entre tratamientos dentro de un registro de representacion grafico
al descomponer la superficie del cuadrado negro en triangulos congruentes y visualizar la
cantidad de tridngulos que componen el cuadrado negro. Ademas, se evidencia conversion entre

un registro de representacion grafico y numérico, al descomponer la superficie en triangulos
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congruentes y obtener el area del cuadrado negro por medio de multiplicar el &rea del triangulo

por cuatro. En este sentido, la capacidad de resolver tareas de area podria considerarse mayor

que los perfiles anteriores.

a- “El area del cuadrado de 12 cm de lado tiene un area de 144
cm?, ya que todos sus lados son iguales y para calcular la
superficie se han de multiplicar dos de sus lados”

“La figura A, B A= sz TAREA7
y C porgue son AZ: 12 ,
el area de un A"=144cm o
cuadrado, pero b- “Puedes medir con una “Puedes dividir el cuadrado
la D no cumple regla una de sus lados y poner €N dos y calcular el area de
la regla”. en préctica su férmula” los dos triangulos y luego
» bxh
sumarlo” > A=— >
A= C? 2
— 2
o o8 o A=2%> A= 160
TAREA 2 = ob eom

A=16x2=32cm?

a- “18 porque el area del rectangulo es base por altura”.

b- “9, porque el drea del tridngulo es base por altura entre dos”.
C- “Que el triangulo es la mitad del rectangulo”.

d- “3 filas y 6 columnas. Cada cm es una unidad cuadrada”.

e- “Multiplicando la base por la altura =3 X 6 = 18 cm?”,

TAREA 3

Figura 3 — Ejemplo prototipico de las resoluciones de estudiantes de este perfil
Fuente: elaborado por los autores

Perfil 5. Estratégico: pone en practica 2 o 3 SP del area. Depende de calculos para medir areas,
pero complementa con el uso de procedimientos geomeétricos. Evidencia mas complejidad en
el objeto matemético de area, mostrando un uso mas estratégico de algunos conceptos,
procedimientos y propiedades implicados en la medida del éarea (unidad de medida,
estructuracion espacial, acumulacion y aditividad, conservacion del area y transitividad).

En la Tarea 2 (Figura 4), se identifica que todas las figuras tienen un area equivalente,
estableciendo relaciones correctas con base en estimaciones visuales, descomposiciones
convenientes de superficies y movimientos de traslacion y/o rotacion. En la Tarea 7 (Figura 4)
se evidencia una correcta relacion entre las figuras en las que se ha descompuesto el cuadrado
grande y el cuadrado negro. Se calcula el area de cada uno de los tridngulos que rodean el
cuadrado negro y luego se resta al area total del cuadrado grande (acumulacion y aditividad).
En la Tarea 3 se evidencia un uso estratégico de los SP2, SP3 y SPa. Se identifica, con ayuda de
calculos, que el triangulo del centro y los dos de cada esquina al interior del rectangulo
corresponden a ¥ del area total del rectangulo. Asi, se establece una relacion correcta entre el
area de rectangulos y tridngulos y se aproxima a que las medidas de longitud estan dadas por la
estructura de filas y columnas. Ademas, se obtiene el area del rectangulo por medio de la suma

de las areas de los tres triangulos que lo componen (Figura 4), evidenciando conversion entre
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un registro grafico, al visualizar cuantos tridngulos componen el rectangulo, y, un registro

numerico al obtener el &rea del rectangulo por medio de la suma de las areas de los tridngulos.

- a- “Si porque podemos usar la férmula para calcular el area del
1 1]
E_D, = cuadrado, que es elevar el costado al cuadrado, por lo tanto, el
Rt < resultado es 122 = 144 cm®”
EU &Q A=C?
A= 122 b- “Calcular las &reas de los triangulos
“Todas, porque si A= 144 cm? y luego restar para saber la del
pones las dos _ S cuadrado”
partes sombreadas \ Al=bxe 8t _qeem?  72.32.8=32 cm?
de cada figura en o bea o4 ,
un cuadrado, . A2=——=——=16cm =
saldra que esta A3= b% = % =8 cm? =
com_pletamente Aq=bXe _12x12 o, o, =
pintado . 2 2 =
TAREA 2 “Medir el costado y elevar al cuadrado”
A=C?>> A=562> A=3136cm’
| fsem| | | a- “18. Si cuentas los cuadrados que hay dentro del
‘ rectangulo salen 18” = bxh =6 x 3 =18.
7 \L 2 b- “Para cubrir el tridngulo del centro hacen falta 9
cuadrados” Al = b:h :3;2 :3/132:1”2”‘ :4;3 =6/A3
| \ | =809 A1+ A2=3+46=9>18-9=9>A3=09
c- “Si, que los cuadrados que cubren el tridangulo central son la mitad
de los que cubren el rectangulo ”
d- “3filas de 6 cuadrados; 6 columnas de 3 cuadrados. 6 x 3=18 >18 TAREA 3
es el area del cuadrado y el nimero de cuadrados que lo cubren”.
e- “Si, usando la formula de bxh = 6 x 3 = 18 cm?”.

Figura 4 — Ejemplo prototipico de las resoluciones de estudiantes de este perfil
Fuente: elaborado por los autores

En la Tarea 2 se evidencia, dentro de un registro de representacion gréafico,
transformaciones de tratamiento. Se descompone la figura D (Tarea 2, Figura 4) de forma
conveniente y luego, por medio del procedimiento de reconfiguracion por complementariedad
de formas, se visualiza que el area representada es % del cuadrado. Para las figuras A, By T
(Tarea 2, Figura 4) se realizan movimientos de rotacion y/o traslacion, para luego visualizar
que las areas son equivalentes. Por ultimo, en la Tarea 7 se observa una conversion entre registro
grafico y numérico. Primero se visualiza la cantidad de triangulos en las que se ha dividido el
cuadrado negro y, posteriormente, por medio del uso de formulas y operaciones de adicion y
sustraccion, se obtiene el area del cuadrado negro. Ademas, se observa tratamiento dentro de
un registro numérico, pues el area del cuadrado negro se obtiene por medio del uso de formula
y, por medio de restar al tridngulo que conforma la mitad inferior del cuadrado de 12 cm de
lado, las areas de los tridngulos pequefios y medianos. En este sentido, se observa un uso mas
complejo del objeto matematico de area, mostrando un uso mas justificado de los conceptos y

propiedades implicados en la medida del area.
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Perfil 6. Estratégico-sofisticado: pone en practica 2 o 3 SP del area. Se muestran
procedimientos mas variados pudiendo medir areas sin llegar a calcularlas. Se evidencia un uso
mas estratégico y sofisticado del objeto matematico de area, aplicando todos los conceptos y
propiedades implicados en la medida del area. En este perfil se ubica sélo a una alumnay en la
Figura 5, se presenta su respuesta a las tareas 2, 3y 7.

En la Tarea 2 se identifica que todas las figuras tienen un area equivalente, estableciendo
relaciones correctas entre las areas sombreadas con base en estimaciones visuales basadas en la
propiedad de conservacion y concepto de acumulacion y aditividad. En la Tarea 3 se evidencia
un uso estratégico de los SP2, SP3, SP4. Por medio de descomposiciones convenientes del
triangulo del centro, se identifica que los triangulos de las esquinas equivalen al triangulo del
centro, concluyendo que el area del triangulo solicitado es % del area total del rectangulo. Se
evidencia un uso justificado de la propiedad de transitividad y se establece una relacion entre
el &rea de rectangulos y tridngulos. Ademas, se identifica que las medidas de longitud estan
dadas por la estructura de filas y columnas. En la Tarea 7 se evidencia un uso estratégico de los
SP. y SPs al descomponer el cuadrado grande en cuadrados y triangulos méas pequefios y
determinar el area del cuadrado negro por relaciones de inclusion. Esto se complementa con el
uso de férmulas, sin embargo, puede determinar el &rea prescindiendo de célculos.

Se observan evidencias de tratamientos y conversiones. En la Tarea 2 se observan
transformaciones de tratamiento dentro de un registro de representacion grafico. Se
descompone la Figura D (Tarea 2, Figura 5) de forma conveniente y luego, por medio del
procedimiento de reconfiguracion por complementariedad de formas, se visualiza que el area
representada es ¥ del cuadrado. Para las figuras A, B y T (Tarea 2, Figura 5) se realizan
movimientos de rotacién y/o traslacion, para luego visualizar que las areas son equivalentes.
Para la Tarea 3 se observan transformaciones de tratamiento dentro de un registro de
representacion grafico y dentro de un registro de representacion numérico. Se descompone el
triangulo del centro de forma conveniente y luego, por medio de superposicion de las formas
en que se ha descompuesto la figura, se visualiza que el triangulo del centro es la mitad del
rectangulo (respuesta b Figura 5). En la respuesta a (Tarea 3, Figura 5) obtiene el area del
rectangulo por medio del conteo de unidades cuadradas y por medio del producto entre el

numero de unidades cuadradas de filas y columnas.
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a- “Si formamos cuadrados pequefios de 1 cm?, nos saldrian 12 filasy 12 iy
columnas y si multiplicamos el n° de filas por el n° de columnas nos saldrian l ,
144 cm?” = A= C? = 12% = 144 cm? .

b- “Si dibujas una de las diagonales del cuadrado puedes ver que esta
' representa el doble de los tridngulos de su lado, y si dibujas la otra, ves
. que representa cuatro veces el mas pequefio de todos. Si trazas la altura
| de los otros tridangulos puedes ver que la mitad del cuadrado representa

9 triangulos... el cuadrado negro g de la mitad. Por lo tanto, del rotal...

4 2 . ., o »
1g O g porque la otra mitad también la dividi en 9 partes

“El lado del cuadrado estd compuesto por tres triangulos pequefios, por lo tanto, cada
. bxh 4x4 16
lado mide 4cm > 2= =="==—>=8 cm’. Como el cuadrado es cuatro veces este -8

cm? x 4 =32 cm?”.

“Con la medida de los lados del cuadrado y haciendo Pitagoras para calcular la
diagonal del cuadrado y dividirla en tres para encontrar el lado del cuadrado negro’

>

“Midiendo el lado del cuadrado”

TAREA 7
"2 2_2 _288 _ 25
9de12—9x144— 5 32cm
sl | a- “6 cuadrados de base por 3 “Todas. En la figura T, la
‘ cuadrados de altura son 18 parte de abajo a la
— cuadrados  totales. Si los izquierda completa
/ \ — contamos 1 a 1 nos da el mismo perfectamente a la de
li resultado. Ademaés, si miramos arriba a la derecha...
las unidades de los dos lados nos 1 5
representa... — de la figura
TAREA 3 damos cuenta que cada 4 .
21s total. Por esta razon
cuadrado representa 1 cm=”.
podemos asegurar que el
b-c “9. Si dividimos el rectangulo por la linea de la altura espacio sombreado de la
del triangulo vemos perfectamente que la parte de la figura C representa la
derecha del interior del triangulo y la que no forma parte misma superficie... en las
del triangulo, pero si del rectangulo, son exactamente figuras A y B, las partes
iguales. Pasa lo mismo con la parte izquierda. Por eso, sombreadas vuelven a

podemos deducir que el area del triangulo es la mitad del

1
i , . . formar - de la figura y...
area del rectangulo con la misma base y altura”. 4

cada parte es % de la figura
total... en lafigura D, cada
parte es igual que en las
figuras Ay B, y ya sabemos

d- Si, cada lado de los cuadrados representa 1cm, pues
vemos que la altura es 3cm y hay 3 filas. La base es 6 cm
y hay seis columnas”.

e- “Multiplicando la medida de la base por la medida de que cada parte representa
la altura, pues el nimero de cuadrados de una columna se % de la figura total, si las
repita tantas veces como el nimero de cuadrados de una sumamos, volvemos a tener

fila y viceversa”. 1,

i TAREA 2

Figura 5 — Unico ejemplo de resolucion de estudiantes en este perfil
Fuente: elaborado por los autores

Finalmente, se observa conversion entre un registro de representacion grafico y
numérico en la respuesta e (Tarea 3, Figura 5). Se visualiza que la cantidad de unidades
cuadradas en cada columna se repite, tantas veces como, la cantidad de unidades cuadradas en
cada fila. Asi, se obtiene el area por medio del producto entre la cantidad de unidades cuadradas
de filas y columnas. En la Tarea 7 se observan transformaciones de tratamiento y conversion.
En la respuesta a (Tarea 7, Figura 5) se observan tratamientos dentro de un registro de
representacion numérico. Se utiliza la formula del area del cuadrado, se multiplica el numero
de filas por el nimero de columnas y se cuentan los cuadrados del interior para obtener el area

del cuadrado de 12cm de lado.
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Se evidencian tratamientos dentro de un registro de representacion gréafico, ya que, se
descompone la superficie cuadrada en cuadrados de 1cm de lado y, luego, se visualiza la
cantidad de filas y columnas. Ademas, se observa conversion entre un registro de representacion
grafico y numeérico, pues se descompone la superficie cuadrada en cuadrados de 1 cm de lado
y se obtiene el &rea por medio de un proceso aditivo y, multiplicativo. En la respuesta b (Tarea
7 Figura 5), se observan transformaciones de tratamiento dentro de un registro de representacion
grafico. Se descompone la superficie cuadrada en triangulos congruentes y se visualiza la
cantidad de triangulos que componen el cuadrado negro.

Dentro de un registro de representacion numérico, se cuenta el nimero de tridngulos que
componen ambos cuadrados y se establece la proporcion que ocupa el cuadrado negro respecto
del cuadrado grande en un registro de representacion numeérico fraccionario. De forma similar,
se evidencian tratamientos dentro de un registro de representacion grafico, pues se descompone
la superficie del cuadrado negro en triangulos congruentes y se visualiza la cantidad de
triangulos que lo componen.

Se observan conversiones entre un registro de representacion grafico y numérico. Se
descompone la superficie del cuadrado grande en unidades congruentes y se obtiene el area del
cuadrado negro por medio del conteo de tales unidades y por medio del calculo de la fraccion
de una cantidad. Ademas, se evidencia conversion entre un registro de representacion grafico y
numeérico, pues se descompone la superficie en triangulos congruentes y se obtiene el area del

cuadrado negro por medio del producto entre el area de un tridngulo y cuatro.

4 Discusién y Resultados

Los hallazgos muestran que una mayoria de estudiantes tiene un repertorio limitado de
procedimientos para resolver tareas que responden a contextos geométricos. Por el contrario,
en contextos numeéricos donde la formula puede ser aplicada de manera directa responden, en
su mayoria, unicamente con uso de calculos dejando de lado procedimientos de naturaleza
geométrica que podrian simplificar la resolucion de las tareas. La Tabla 1 muestra que las tareas
3y 7 presentan el mayor nimero de resoluciones correctas en aquellos casos donde la formula
podia utilizarse directamente. Sin embargo, cuando se pregunta por relaciones entre areas de
figuras (3b, 3c y 3d) el nimero de respuestas correctas disminuye. Asi mismo, sucede cuando

deben emplear mas de un procedimiento para encontrar areas (7b).
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Tabla 1 — Resumen de respuestas de estudiantes Tareas 1, 2 'y 3. (N=83)

Tarea Correcto Parcialmente Incorrecto s/respuesta
correcto

2 11 62 9 1

3a 67 - 11 5

3b 35 - 39 9

3c 34 - 37 12

3d 41 2 35 5

3e 55 1 16 10

7a 59 2 13 9

7b 38 5 27 13

Fuente: elaborado por los autores

Los resultados mostrados en la Tabla 2 evidencian dificultades en el uso de los diferentes
SP del area, ya que una minoria de estudiantes se encuentra en los perfiles estratégico y
estratégico-sofisticado (siete estudiantes y un estudiante, respectivamente). En este caso, al
utilizar dos 0 mas SP del area, los estudiantes utilizan representaciones equivalentes, ya sea por
medio de procedimientos de naturaleza geométrica, numérica o ambos a la vez. Asi, evidencian
un uso justificado de los conceptos, procedimientos y propiedades vinculados a la medida del
area. Esta tipologia de estudiantes puede razonar desde la estructura multiplicativa (Figuras 4 y
5), midiendo &reas sin necesidad de calcularlas (Figura 5), sino por medio de comparaciones y
relaciones entre superficies.

Tabla 2 — Numero de estudiantes en cada perfil. N=83

Perfil N° de estudiantes
Inconsistente 23
Procedimental 4
a- Procedimental-estratégico 1 24
b- Procedimental-estratégico 2 24
Estratégico 7
Estratégico-comprensivo 1

Fuente: elaborado por los autores

La mayoria de estudiantes se ubica en los perfiles procedimental-estratégico 1y 2 (48
estudiantes), lo que indica una tendencia al uso de férmulas para medir y comparar areas. Existe
una aproximacion hacia la puesta en practica de los diferentes SP del area (2, 3 'y 4), pero con
dificultades, como se evidencia en las figuras 3 y 4. Resulta llamativo el alto nimero de
estudiantes que se ubican en el perfil inconsistente (23), ya que evidencian un uso limitado de
conceptos, procedimientos y propiedades involucrados en la medida del area.

En la Figura 6 es posible observar el nimero de SP del &rea que ponen en practica los
estudiantes en cada tarea. Los valores ubicados en el centro corresponden al nimero de SP del
area que son utilizados en cada tarea. El valor minimo es cero, pues el perfil inconsistente no
evidencia uso coherente de los SP del area. El valor maximo es 3 debido a que el perfil méas
avanzado utiliza los SP», SP3y SP4 del area. Esto se debe, principalmente, a que el SP1 considera
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procedimientos con ausencia de razonamiento numérico; es decir, se utilizan expresiones como:

mas grande, mas pequefio, menos, mas, entre otros. Pero los estudiantes, debido a su instruccion
previa posiblemente, tienen incorporado el razonamiento numérico. El circulo rojo indica la

presencia de conversiones y el circulo azul, de tratamientos.

Inconsistente Procedimental P-Estratégico 1

3I;maa 2 ;ﬂlfﬂ 2 %‘al‘ea 2

2 2 2

1 1 f 5 1

0/@ Q A A

Tarea 7 Tarea 3 Tarea 7 Tarea 3 Tarea 7 Tarea 3
P-Estratégico 2 Estratégico E-Sofisticado

Tarea 2 '_{'are@ garc@
3 E :

2 2

VA
T@%\ S/ AN AN
0T g =g -0—-0

—=Tar

Figura 6 — Namero de SP del &rea que utiliza cada perfil de estudiantes.
Fuente: elaborado por los autores

Se puede ver que el perfil procedimental se mueve utilizando mayoritariamente SP, a
excepcion de la Tarea 2, donde recurre a estimaciones visuales para establecer relaciones entre
areas, pero de forma incompleta (Figura 1). Por su parte el perfil procedimental-estratégico 1
hace uso de un SP en las tareas 2 y 3, SP.y SP4, respectivamente vy, utiliza SPsy SP4; 0, SP2y
SP4 en la Tarea 2, pero con errores (Figura 4). El perfil procedimental-estratégico 2 utiliza el
SP2en la Tarea 2, y utiliza SP3y SP4; 0, SP2y SP4 en las tareas 3 y 7, con errores y aciertos
como se observa en la Figura 3. En este perfil hay conversiones y tratamientos en la Tarea 7.

El perfil estratégico utiliza el SP, para la Tarea 2; SP2, SP3y SP4 para la Tarea 3; y SP3
0 SP> y SP4 en la tarea 7, logrando establecer relaciones entre conceptos, procedimientos,
representaciones y propiedades (Figura 4). Hay tratamientos en las tareas 2, 3y 7 y
conversiones en las tareas 3 y 7. Por ultimo, el perfil estratégico-sofisticado utiliza s6lo SP»
para la Tarea 2; SP,, SP3y SP4 para las tareas 2 y 3. Este perfil muestra un uso mas estratégico
y sofisticado del objeto matematico de area, justificando los conceptos, procedimientos y
propiedades. Asi mismo, muestra evidencias de un mayor nimero de transformaciones de

tratamiento y conversién, en relacion a los perfiles anteriores.
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5 Conclusiones

Los resultados de este estudio indican que una mayoria de estudiantes manifiestan un
uso incompleto de los conceptos, procedimientos y propiedades asociados a la medida del area.
Esto se evidencia en el escaso nimero de casos que son capaces de resolver todas las tareas de
manera competente. El uso de los diferentes SP del area se ve restringido por el conocimiento
de la formula del area de cuadrados y triangulos. De esta manera, se confirman resultados de
investigaciones anteriores (D’AMORE; FANDINO, 2007; HUANG; WITZ, 2013;
KOSPENTARIS; SPYROU; LAPPAS, 2011; ZACHAROQOS, 2006), que concluyen que el
desempefio de los estudiantes queda limitado casi exclusivamente por el uso de célculos y
férmulas, aun cuando no se precisa de éstos.

La definicion de los perfiles de estudiantes permite concluir que el uso de registros de
naturaleza geométrica puede vehiculizar la adquisicion de la competencia aritmética de una
manera comprensiva, entendiendo qué se hace y porqué se hace. De esta manera, hacer
transformaciones geométricas llevaria asociado un mejor uso de formulas y una capacidad para
justificar mejor los procedimientos que se utilizan. La caracterizacién de los diferentes perfiles
muestra una relacion entre el uso de diferentes significados parciales y la competencia de los
estudiantes para enfrentarse a la resolucién de tareas matematicas que involucran el area de
figuras planas. La coordinacion estratégica de diferentes SP del area implica el establecimiento
de conversiones entre registros geométricos y numeéricos, sustentadas por el uso justificado de
los conceptos, procedimientos y propiedades propuestos por Sarama y Clements (2009), lo que
se asocia, también con justificaciones més elaboradas por parte de los estudiantes.

El enfoque geométrico presentado puede ser Util para el disefio didactico de tareas de
area, tanto a lo largo de la educacion obligatoria como en la formacién inicial de maestros. Los
resultados muestran que es necesario introducir tareas que incentiven el uso de registros de
representacion de naturaleza geométrica, numerica y algebraica, con el objetivo de favorecer

una concepcion profunda del area como objeto matematico y el uso estratégico de formulas.
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