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Resumo

Este artigo se apresenta no contexto de organizacio do ensino numa perspectiva materialista
historica e dialética. Mais especificamente, sua referéncia ¢ o ensino desenvolvimental,
proposto por Davydov e seus colaboradores. A delimitacdo se expressa na seguinte questdo
de pesquisa: quais as manifestacdes do movimento do pensamento conceitual de fracdo
nas tarefas particulares do livro didatico e de orientacio ao professor, quando a referéncia
¢ o modo davydoviano de organizacio do ensino? Nesta pesquisa bibliografica, os dados
de analise tomam como amostra cinco tarefas particulares extraidas do livro didatico do
5° ano, baseadas na proposicio de Davydov, acompanhadas pelo livro de orientacido ao
professor. As trés primeiras tarefas explicitam o movimento de reducdo do concreto ao
abstrato; as demais revelam o movimento do pensamento de ascensdo do abstrato ao
concreto. O estudo revela que os processos de reducao e ascensdo direcionam o pensamento
para a apropriacio das relacdes essenciais que constituem o conceito de fragdo. A esséncia
se manifesta no problema de medicéo, gerador da necessidade de subdivisdo da unidade de
medida, que constituira a unidade intermediaria. Os dois movimentos se caracterizam por
processos mediados que levam o pensamento a abstracdo e a generalizacdo das conexdes
internas constituintes da lei e da causa do conceito.
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Conceptual thinking of fractions: the Davydovian
mode of teaching organization

Abstract

This article was produced in the context of teaching organization from a historical and
dialectic perspective. More specifically, its main reference is the developmental teaching
proposed by Davydov and his collaborators. The specification can be expressed in the
following research question: what are the manifestations of the movement of conceptual
thinking of fractions in the particular tasks in textbooks and teacher’s guides, when
their reference is the Davydovian mode of teaching organization? In this bibliographical
research, the analyzed data represents a sample of five particular tasks taken from the
5th Year textbook, based on Davydov’s proposal and accompanied by the teacher’s guide.
The first three tasks reveal the movement of reduction from the concrete to the abstract;
the remaining tasks reveal the movement of thought as an ascension from the abstract
to the concrete. This study reveals that the processes of reduction and ascension direct
thinking towards the acquisition of the essential relations constituting the concept of
fractions. Essence manifests in the measurement problem which creates the need for
a division of the unit of measurement that will establish an intermediary unit. Both
movements are characterized by mediated processes leading thinking into the abstraction
and generalization of the inner connections constituting the law and cause of the concept.

Keywords

Fraction - Davydovian proposal — Thought movements.

Introducao

Este estudo trata do movimento do pensamento expresso na proposicio de ensino
de Davydov? e colaboradores, para a apropriacdo do sistema conceitual de fracdo. Esta
vinculado a um projeto mais amplo que tem como enfoque o modo de organizagdo do
ensino para a formacio e apropriacdo dos conceitos matemadticos, fundamentado na
teoria histdrico-cultural. Entre os estudiosos que se dedicaram a organizacio do ensino, a
referéncia ¢ Davydov, psicologo e educador russo, que se preocupou com a objetivacao dos
pressupostos teoricos do materialismo histdrico e dialético em uma proposta de ensino. Ele
e uma equipe interdisciplinar de colaboradores dedicaram mais de 40 anos a pesquisas, com
vistas a formulacdo da “teoria do ensino desenvolvimental”, para propiciar aos estudantes
o desenvolvimento do pensamento tedrico (LIBANEO; FREITAS, 2013). Suas conclusdes
evidenciaram que tanto o conteudo quanto o método, que compdem o curriculo de seu
pais, a Russia, ndo atendiam as condi¢des necessarias para o desenvolvimento intelectual

2- Utilizaremos a grafia Davydov, porém, quando se tratar de referéncia, sera preservada a escrita original.

Educ. Pesqui., Séo Paulo, v. 48, €236913, 2022. 2



0 pensamento conceitual de fragdo: 0 modo de organizagdo do ensino davydoviano

teorico dos estudantes. O ensino desenvolvido até aquele momento se fundamentava nos
principios didaticos da escola tradicional®, que buscava cultivar nos estudantes um tipo
de pensamento, o empirico. Tal apropriacdo segue a ldgica formal e tem por base o carater
visual, cujos processos de abstracio e de generalizacdo se inferem da percepcido empirica
do objeto, por via da observacdo imediata do material concreto dado visualmente e
captado sensorialmente (DAVIDOV, 1988).

Na busca pela superacdo do pensamento empirico, Davydov (1982) apresenta
uma proposta de ensino orientada para o desenvolvimento da atividade de estudo, cujo
conteudo se volta para a formacdo do pensamento tedrico dos estudantes. Essa forma de
pensamento exige, por parte deles, a elaboracdo de abstracdes e generalizacdes tedricas,
formadas mediante a apropriacdo dos conceitos cientificos.

Conforme Davidov (1988), o processo de apropriacéo incide no desenvolvimento dos
movimentos de reducdo do concreto ao abstrato e de ascensdo do abstrato ao concreto. O
movimento de reducdo atua como ponto de partida, uma vez que, propicia no processo de
cognicio a elevacdo do pensamento — por via de abstracdes e generalizacoes teoricas - do
concreto sensivel para sua base universal (abstrata). Tendo revelado a base universal, o
pensamento segue da definicdo abstrata para a reproducéo da diversidade dos fenémenos
concretos (ROSENTAL, 1962).

E nesse ambito conceitual que se define o objeto de investigacio deste estudo: o
movimento do pensamento — de reducdo e de ascensdo — para a apropriacio do sistema
conceitual de fracdo, com base nas tarefas propostas nos livros em anadlise. A justificativa esta
na auséncia de estudos - realizados na mesma perspectiva tedrica histérico-cultural - que
tratam do movimento de ascensdo do abstrato ao concreto no ensino do referido conceito.

Elementos tangenciais estdo nas pesquisas de Amorim (2007), que desenvolveu uma
sequéncia de tarefas para estudar o modo como os estudantes se apropriam do sistema
conceitual de fragdo e suas operagdes; de Santos (2017), que estudou o movimento conceitual
de fracdo fundamentado na logica dialética, a partir de uma situacdo desencadeadora
de aprendizagem; de Romeiro (2017), que tratou do movimento do pensamento tedrico
de professores sobre o conceito de fracdo, tendo como referéncia os sentidos que eles
atribuem aos materiais didaticos na atividade de ensino; de Isidoro (2019), que pesquisou
o que revelam as manifestacdes das académicas de um curso de pedagogia sobre o modo
de organizacdo do Ensino Desenvolvimental, tendo como objeto de estudo a apropriacdo
do conceito de fracdo, a partir do estudo de Santos (2017) e Freitas (2016). Como se
observa nenhum desses estudos de mesma base tedrica trataram, em sua centralidade,
do movimento do pensamento (reducdo e ascensdo) na analise de tarefas particulares
proposta nos livros didaticos do sistema de ensino davydoviano para a apropriacdo do
conceito de fracao.

E nesse contexto, que ocorre a delimitagdo para o seguinte problema de pesquisa:
quais as manifestacdes do movimento do pensamento conceitual de fracdo nas tarefas

3~ Davidov (1987, p. 143) entende escola tradicional como o “sistema relativamente tnico de educagéo europeia, que, em primeiro Iugar, se
formou no periodo do renascimento e florescimento da producéo capitalista e a qual serviu; que, em segundo lugar, foi fundamentada nos trabalhos
de Ya Komenski, |. Pestalozzi, A. Diesterweg, K. Ushinski e outros pedagogos principais daquele periodo e que, em terceiro lugar, conservou até
agora seus principios iniciais como base para a selegéo do contetido e os métodos de ensino na escola atual”.
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particulares do livro didatico e de orientacdo ao professor, quando a referéncia ¢ o modo
davydoviano de organizacdo do ensino? Para tanto, estabelecemos como objetivo geral:
investigar possiveis manifestacdes dos referidos movimentos do pensamento para a
apropriacdo das ideias introdutorias do conceito de fracédo, tendo como referéncia tarefas
particulares de livros didaticos do sistema de ensino davydoviano.

Quanto a atualidade da proposicdo davydoviana, citaremos as revelagdes de autores
como, entre muitos, Schmittau (2011) e Zuckerman et al. (2017).

Consideracoes metodologicas

O pressuposto neste estudo ¢ o de que o processo de apropriacdo de conceito
contempla o movimento que expressa a logica de sua formacdo. Em outras palavras, ndo
se busca simplesmente a reproducio do fenémeno tal como ele se apresenta. Em vez disso,
a finalidade consiste na interpretacio das leis de transicdo de um modelo tedrico a outro,
a fim de descobrir as leis gerais e universais que promovem o movimento do pensamento
teorico (KOPNIN, 1978).

Vale enfatizar que a investigacdo se volta para a possibilidade de manifestacio
do movimento do pensamento conceitual no modo de ensino davydoviano, referente a
introducéo do conceito de fracdo. Para tanto, a referéncia para a analise foi o livro didatico do
50 ano (TOPBOB et al., 2011), especificamente o capitulo VIII, intitulado “Fragéo ordinaria”,
por trazer um conjunto de “tarefas particulares” - denominacio de Davidov (1988) - que
explicitam a necessidade de um novo método de medicdo para a introducdo do referido
conceito. Além disso, aparece no livro de orientacdo ao professor (TOPBOB et al., 2006),
correspondente ao 5° ano, um detalhamento de como conduzir o processo de resolucdo das
tarefas para a apropriacdo, por parte dos estudantes, do conteudo essencial.

Foram demarcadas cinco tarefas para andlise, por apresentarem as caracteristicas
substanciais do conceito de fracdo, que revelam a essencialidade do objeto da pesquisa: o
movimento do pensamento de reducio e de ascensio do abstrato e concreto. Elas traduzem
a esséncia dos conceitos matematicos que, segundo Davidov (1988), ¢ a relacdo de medicio
entre grandezas. Especificamente, o conceito de fracdo trata da medicdo de uma grandeza
quando nela a unidade de medida ndo cabe uma quantidade de vezes inteira.

Os dois livros mencionados estdo escritos no idioma russo, assim, tornou-se
necessaria a traducdo para a lingua portuguesa por uma equipe de tradutores oficiais*.
Apos a tradugdo, realizou-se o estudo das tarefas, que possibilitou a identificacdo de
caracteristicas peculiares ao movimento conceitual.

Todo o processo analitico das tarefas para o movimento do pensamento conceitual
estabeleceu um dialogo com a base tedrica, mais especificamente os fundamentos:
filosdficos (ROSENTAL, 1956; 1962; KOPNIN, 1958; 1978) e psicologicos e didaticos
(DA\/TDOV, 1987, 1988). Nessa base teodrica, o estudo do pensamento traz uma concepcio
materialista historica e dialética, com o entendimento de que o movimento do pensamento
- reduciio e ascensio - ¢ pertinente a apreensio da realidade. E para o referido movimento

4.~ Tradugao realizada por um grupo de professores russos, residentes em Séo Paulo, que fazem parte do Clube Eslavo. Para mais informagdes
acesse: http://www.cursorusso.com.br/.
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que se volta a andlise das tarefas particulares propostas no modo davydoviano de
organizacdo do ensino.

Analise do movimento do pensamento nas tarefas
particulares davydovianas sobre conceito de fracao

Antes de focarmos na analise das tarefas particulares, importa dizer que ela traz
como fundamento a logica dialética materialista, que reconhece o principio do reflexo,
ou seja, a atividade pratica sensorial, como “a base imediata do surgimento de todas as
faculdades intelectuais, inclusive do proprio pensamento” (KOPNIN, 1978, p. 50).

Contudo, Rosental (1956, p. 60) chama a atencio para a limitacdo das percepcdes
sensoriais no processo de apreensdo do objeto, uma vez que refletem apenas o fenémeno
em seus aspectos isolados. O conhecimento tomado isoladamente pode conduzir ao erro
no momento de determinar “sua caracteristica principal, essencial”. No conhecimento
sensivel, ndo se esgota a apreensdo de tal aspecto que determina a existéncia do objeto/
fenémeno. O entendimento ¢ de que, no processo de apropriacdo, o pensamento se move
na busca pela apreensdo das propriedades internas, mediante os processos de reducédo
e ascensio do abstrato ao concreto. Alguns tracos caracteristicos concernentes a esses
movimentos se expressam nos respectivos conceitos: concreto e abstrato, analise e sintese,
esséncia e fenémeno, abstracido e generalizagio.

O concreto se reflete duas vezes: como concreto sensivel e como concreto pensado.
Por decorréncia, existe um movimento do pensamento que promove a superacdo do
primeiro pelo segundo. O concreto sensivel consiste na “percepcido sensivel e imediata” do
conhecimento e dirige o pensamento para a apropriacdo das propriedades e caracteristicas
externas de determinado objeto (KOPNIN, 1958, p. 316, traducdo nossa). O concreto
pensado manifesta a imagem ideal do objeto, como reflexo captado na forma sensorial-
material. Porém, ndo como simples copia do objeto, e sim como sintese das multiplas
relacdes estabelecidas entre o aspecto externo e interno, que expressam sua esséncia na
forma de conceito (KOPNIN, 1958). Ele resulta no conhecimento revelador do movimento
de desenvolvimento do objeto, o qual, por meio do processo de apropriacdo, possibilita a
apreensdo das relagdes internas que conduzem a revelacdo de sua esséncia.

Segundo Rosental (1962), a revelacdo da esséncia ocorre no procedimento
analitico de investigacdo - processo de reducido - tanto para mostrar as caracteristicas
e propriedades externas apresentadas no objeto quanto para expressar as contradi¢des
internas que o constituem. No processo de reducio, a relacdo essencial se constitui em
abstracdo inicial/substancial e manifesta tanto a esséncia do fen6meno quanto a causa
de seu desenvolvimento. Também, se apresenta como ponto de partida do movimento
posterior do processo de apreensdo - ascensdo do abstrato ao concreto. O movimento
de ascensdo investiga, por via do processo de sintese, o0 modo como determinada base
se manifesta na concreta diversidade de suas partes e propriedades. O procedimento de
sintese segue o movimento da abstracdo inicial para a diversidade dos fendmenos para
chegar a generalizacio do conceito (ROSENTAL, 1962).
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Os procedimentos de andlise e sintese apresentam movimentos distintos. A analise
parte da investigacdo dos fendmenos e da experiéncia para alcancar a abstracio inicial. A
sintese segue o caminho oposto, pois provém dessa abstracio para explicar a diversidade
dos fendmenos concretos. No entanto, ambos sdo essenciais para a cogni¢do, uma vez
que possibilitam a reproducio do objeto e o sistema de suas relacdes (ROSENTAL, 1962).

Tais ideias conceituais referentes ao movimento do pensamento, em relacdo
a apropriacdo dos nexos internos do conceito, ¢ que subsidiam o processo de analise
introdutoéria das tarefas particulares do conceito de fracdo, propostas no modo de
organizacdo do ensino de Davydov. Sua proposicdo de ensino tem a finalidade de
colocar o estudante em atividade de estudo. Davidov (1987) entende que a referida
atividade pressupde a apropriacdo dos procedimentos que possibilitam a realizacdo das
transformacdes dos objetos, a fim de modelar e recriar as propriedades internas que
se convertem em conceito. Seu modo de organizacio de ensino tem a seguinte estrutura:
tarefas de estudo, que sdo desenvolvidas por seis acdes de estudo que, por sua vez, requerem
um sistema de tarefas particulares. As tarefas de estudo, “ligadas a generalizacdo substancial,
levam o escolar a dominar as relacdes generalizadas da area de conhecimentos estudados e a
dominar novos procedimentos de acio” (DAVIDOV; MARKOVA, 1987, p. 324, traducio nossa).

A tarefa de estudo para a apropriacido do conceito de fracdo consiste na apreensio
de um novo método de medicio®, com base em situagdes de andlise em que a unidade de
medida nio cabe na grandeza quantidades de vezes inteiras (DAVIDOV, 1988). Para tanto,
¢ proposto um sistema de tarefas particulares para cada uma das seis acdes de estudo®:

1) transformacdo dos dados da tarefa a fim de revelar a relacdo universal, geral, do objeto
estudado; 2) modelacio da relacdo universal na unidade das formas objetal, grafica ou por meio
de letras; 3) transformacio do modelo da relacio [universal] para estudar suas propriedades em
“forma pura”; 4) construcédo do sistema de tarefas particulares para resolver por um procedimento
geral; 5) controle sobre o cumprimento das agdes anteriores; 6) avaliacdo da assimilagdo do
procedimento geral como resultado da soluciio da tarefa de estudo dada. (DAVIDOV, 1988, p. 181,
traducio nossa).

As tarefas particulares, dados de anadlise desta investigagdo, estdo entre aquelas
que possibilitam a elaboracdo do modelo universal do conceito de fracdo e revelam a
manifestacdo de sua esséncia. Sdo apresentadas cinco tarefas particulares, das quais as
trés primeiras (1, 2, 3) explicitam o movimento de reducio do concreto ao abstrato, que
contempla a primeira e a segunda acdo de estudo. No desenvolvimento das acdes, os
estudantes abstraem a relacdo essencial do objeto investigado, mediante a analise da
transformacio dos dados apresentados nas tarefas. A abstracido de tal relacdo revelada
nos modelos - objetal, grafico e literal - fixa as propriedades internas do conceito e as
generalizam na forma de modelo universal (DAVIDOV, 1988).

5~ A palavra método diz respeito ao procedimento de medigdo das grandezas. No decorrer do texto, 0s termos método antigo e método novo
sdo fiéis a tradugdo. O método antigo se refere ao procedimento de medicéo para a apropriacdo dos conceitos de nimero, multiplicagéo e diviséo.
0 método novo diz respeito ao processo de medigao a ser ainda apropriado sobre o conceito de fragéo.

6- A quinta e a sexta acdo de estudo, estdo contempladas no desenvolvimento das quatro primeiras ages (DAVYDOV, 1982).
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As tarefas particulares 4 e 5 manifestam o movimento de ascensdo do abstrato ao
concreto, para a apropriacdo do sistema conceitual de fracdo. Elas contemplam a terceira
e quarta acdes de estudo. Com a revelacdo do modelo universal, a organizacdo das tarefas
possibilita que o estudante transforme o modelo para estudar suas propriedades.

A resolucdo da primeira tarefa particular requer a medicio de segmentos, base dos
conceitos tedricos da matematica (DAVIDOV, 1988). Esta organizada para que os estudantes
percebam a impossibilidade de medi¢do de um segmento ao recorrerem a procedimentos
até entdo adotados por eles em situacdes parecidas.

A Tarefa 1 consiste em medir o comprimento de A, B e C com a unidade de medida
E, como indica a Figura 1 (TOPBOB et al., 2006).

Figura 1 — Dados referentes a Tarefa 1

L
|

L
|

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de ['op6os 6t al. (2011).

Para determinar o aspecto quantitativo do numero, que corresponde a medida de
cada segmento, propde-se a adocdo de um instrumento de medida (recorte de cartolina).
Tal procedimento torna-se indispensavel, pois a simples observacdo dos dados da tarefa
nio possibilita a apreensdo dos nexos essenciais - multiplicidade e divisibilidade - entre
grandezas. O pressuposto ¢ de que, para chegar ao conhecimento da esséncia, requer-se um
procedimento que apreenda as contradigdes internas do fendmeno, pois elas constituem a
fonte de seu desenvolvimento (ROSENTAL, 1962).

Segundo Rosa (2012), no processo de medicdo, o numero se apresenta como
propriedade numérica da grandeza. Em outras palavras, ele expressa o resultado da
medicdo que se obtém a partir da relacdo - de multiplicidade e de divisibilidade - entre
a unidade e a grandeza a ser medida. Trata-se, pois, da relacdo essencial, genética do
conceito de numero que, segundo os livros didaticos, ¢ introduzido desde o primeiro ano.

Educ. Pesqui., Séo Paulo, v. 48, €236913, 2022. 7
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No entanto, a Tarefa 1 traz algumas contradi¢des geradoras da necessidade de um
novo procedimento de medi¢do que, segundo I'op6oB et al. (2006) se manifestam, aos
estudantes, como limitacdes conceituais. Isso porque os conhecimentos adquiridos até
entdo dido conta de resolver algumas situacdes de medicdo e outras nido, de modo que os
numeros carecem de novos significados e representacoes.

As situacoes andlogas aquelas desenvolvidas em anos anteriores consistem
em determinar a quantidade de vezes que a unidade cabe (divisibilidade) ou se repete
(multiplicidade) na grandeza a ser medida sem deixar restos. Isso ocorre na medi¢do dos
segmentos A e C, uma vez que a unidade de medida E cabe uma quantidade de vezes
inteira, 3 e 4, nos respectivos segmentos (Figura 2).

Figura 2 — Processo de medicao em relacdo aos segmentosAe C
E
b

A
t t 4 4 g=3 ou A=3E

C
N " N 4 4 -1 ou c=4
[ [ | [ |

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2006).

Quando a referéncia é o segmento B, T'op6oB et al. (2006) preveem que os estudantes
se colocam diante de situacoes totalmente novas, pois verificam que a unidade de medida E
nédo cabe uma quantidade de vezes inteira no segmento a ser medido, conforme a Figura 3.

Figura 3 — Processo de medicdo em relagdo ao segmento B

A E A
B
m iy E: 5 o med B
A A A
I I I
I I I

&
1
I

L _=p

Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2006).
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Na proposicao davydoviana, situacdes desconhecidas sdo propostas com o proposito
de colocar o estudante em constante acio investigativa, condicdo imprescindivel no
ensino desenvolvimental. Conforme Rosa (2012, p. 70), a ag¢do investigativa é imperativa
no movimento de reducdo do pensamento, pois proporciona que o estudante desenvolva
“a capacidade de estruturar autonomamente e transformar de modo criador sua propria
atividade de estudo”™

No processo de medi¢do do segmento B, a andlise dos dados (na forma objetal),
permitird a constatacdo de que a adocido da unidade de medida E torna impossivel a
obtencdo do comprimento do segmento B, uma vez que a razio (g) nio resulta em um
numero inteiro. A abstracdo - medidas néo inteiras - colocara o estudante diante de duas
revelacdes. Uma delas ¢ a expressdo de conhecimento ja apropriado, no qual o dominio
de um procedimento de medicdo contempla todas as caracteristicas e relagdes necessarias
para expressar uma singularidade numérica, o natural. Em termos de desenvolvimento
do pensamento, as abstragdes % =3 e g =4, obtidas a partir da medi¢do dos segmentos
A e C, traduzem um concreto pensado, pois resultam de um processo de medicio
apropriado pelos estudantes desde o primeiro ano escolar (TOPBOB et al., 2006). Tais
abstracdes expressam a imagem cognitiva do conceito de numero, em unidade de seus
nexos e propriedades, “[...] como um todo composto de diferentes aspectos, qualidades
e relacoes” (KOPNIN, 1958, p. 298, traducido nossa). No entanto, elas tornam-se apenas
ponto de partida para analise do referido conceito, pois expressam a fragilidade dos
conhecimentos diante de novas situacées de medicao.

A outra revelagdo se caracteriza como um desconhecimento, que colocard o
estudante diante de uma nova necessidade: a busca de outro procedimento de medicdo
que permite a expansdo do campo numérico (TOPBOB et al., 2006). Essa situacdo
especifica (mediacdo de B pela unidade E) objetiva uma ampliacdo do processo de medicao
que extrapole as medidas exatas. Os diferentes tipos de numeros (natural, racional,
irracional, negativo) surgem a partir de uma mesma base universal que expressa o geral:
a relacédo entre as grandezas. O novo processo de medicdo traduz outra possibilidade de
representacdo da unidade de medida para além do numero natural, o numero racional
(DAVIDOV, 1988).

A inter-relacdo entre o conhecido e o desconhecido gera o concreto caotico no
pensamento, expresso como conhecimento difuso por nédo traduzir a relacido essencial
do novo processo de medicdo e, por consequéncia, de outra singularidade numérica. A
questido manifestada diante desse momento incerto diz respeito ao aspecto quantitativo
presente no processo de medi¢do do segmento B com a unidade de medida E, por se tratar
de um nimero desconhecido. Por isso, 'op6os et al. (2006) sugerem a representacao por
uma letra qualquer (£ =m)ou B=m.E, conforme mostra a Figura 4.

As representacoes (objetal, grafica e literal) fazem parte do processo de
aprendizagem do estudante desde o primeiro ano escolar. Elas propiciam a revelacdo
do modelo universal expresso na forma de lei (DAVIDOV, 1988). No entanto, a lei
apresentada na primeira tarefa (;=m)nio traduz de imediato as relacdes internas do
conceito de fracdo, mas manifesta o ponto de partida para sua apreensio: relacoes de
multiplicidade e divisibilidade entre grandezas.
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Figura 4 — Representacdo (literal) da medida do segmento B

N e % "
F i F- ™ ou B=mE

Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de 'op6os et al. (2006).

Em sintese, a Tarefa 1 esta organizada de modo a manifestar a contradigéo - surgimento
de medidas néo inteiras - gerada quando a unidade de medida nido cabe uma quantidade
de vezes inteira na grandeza, sem resto. Nessa contradicéo, surge a necessidade de um novo
método de medicdo que supere as dificuldades apresentadas no processo de resolucgéo.

Para 'opOog et al., a impossibilidade de medicio apresentada na resolucio da Tarefa 1
¢ geradora de necessidades conceituais que surgem pelas limitacoes:

[...] em nossos conhecimentos primarios, associados a capacidade limitada de medicéo, a medicédo
de quantidades. [...] Portanto, para conhecer novos numeros, é preciso abrir (inventar) novas
formas de medir valores em situagdes quando a unidade ndo cabe no valor medido sem deixar
resto. (TOPBOB et al., 2006, p. 122).

A Tarefa 2 (Figura 5) cumpre o proposito anunciado pelos autores de propiciar aos
estudantes a apropriagdo de um novo método de medicdo. Sua finalidade ¢ a introdugédo
da modelacdo grafica (esquema com setas) por meio das relacoes de multiplicidade e
divisibilidade entre as grandezas, que requisita duas unidades: basica e intermediaria.

No enunciado da Tarefa 2, ha a seguinte instrucdo: “adote a medida E, desenhe
segmentos de comprimento igual ao perimetro de A e T, pentagonos regulares” (TOPBOB
et al., 2006, p. 31).

Figura 5 - Situacées a e b da Tarefa 2

a) b)

T

A

! @

Fonte: Elaboragéo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2011).
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A situacdo a coloca o estudante diante de duas possibilidades de medicdo. Uma
delas trata da relacdo entre A (pentagono) e E (unidade). A abstracio que movera o
pensamento dos estudantes, em processo de reducdo, ¢ a relacio de igualdade entre a
medida do lado do pentdgono A e a unidade de medida E (I, = E). Para a construgéo do
segmento necessario, correspondente ao perimetro do pentagono A, a unidade de medida
E se repetira cinco vezes (Figura 6).

Figura 6 — Construcdo do segmento: perimetro do pentagono A
A

(O

Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).

Nesse primeiro caso, adota-se um método de medicdo, aquele referente a obtencédo
do conceito de numero, na qual se verifica que a unidade de medida cabe uma quantidade

A

de vezes inteira na grandeza sem deixar restos, isto &, (E = 5) ou A =5E Tais relacdes

estabelecidas sdo representadas pelo esquema (Figura 7). Sua evidenciacido nessa tarefa
cumpre um dos seus objetivos: a fixacdo de procedimentos apropriados até entdao (TOPBOB
et al., 2006).

Figura 7 — Esquema da medig¢&o do segmento A

=]
E > A

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).

Ainda na situagédo a, observa-se que o comprimento da unidade de medida E néo ¢
igual ao lado do pentdgono T (I, # E). A resolucéo dessa situagdo colocard o pensamento
dos estudantes diante de uma outra abstracio de teor visual: a desigualdade de grandezas
(relacdo maior ou menor), que substancia a identificacdo da limitacdo do processo de
medicdo anterior. Ou seja, para a construcdo do segmento correspondente ao perimetro
de T, a adogdo da unidade E torna-se inviavel, pois ela ¢ menor que o lado de T (E, < IT).

Segundo T'op6oB et al. (2006), a orientacdo ¢ a adocdo de uma nova unidade de
medida, a intermedidria, obtida na relagdo entre os conceitos de multiplicacdo e divisio.
Tal unidade ¢ construida pelo agrupamento da unidade basica para agilizar o processo de
medicdo das grandezas e permite o controle de quantidades muito extensas (MADEIRA,
2012). No caso, a nova unidade (intermediaria C) corresponde ao comprimento do lado do
pentagono T, logo L = C = 3E (Figura 8).
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Figura 8 — Unidade intermediaria C

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2006).

Na construcdo do segmento (Figura 9), referente ao perimetro do pentagono T, a
unidade de medida intermediaria C se repetira cinco vezes.

Figura 9 — Construcdo do segmento: perimetro do pentdgono T

(E unidade basica)
Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).

Esse método de medicdo, segundo T'op6og et al. (2006), também se representa por
meio de um esquema (Figura 10).

Figura 10 - Esquema de medic&o; segmento T

E T

C

Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).
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0 esquema indica que a unidade basica (E) se repete trés vezes, o que resulta na
unidade intermediaria (C = 3E), reproduzida cinco vezes, a fim de se obter o perimetro
do pentagono T, isto ¢, T=15E. A construcdo do segmento representativo do perimetro do
pentagono T pela unidade basica E so ¢ possivel por meio da unidade intermediaria C, que
se constitui em elemento mediador no processo de medicdo. Ela propiciara, aos estudantes,
o desenvolvimento do pensamento tedrico multiplicativo, que supera a contagem um a
um propria do pensamento empirico (MADEIRA, 2012).

A andlise dos métodos de medi¢do - adotados na situacdo a - mostra que ha algo
em comum entre eles: a relacdo de multiplicidade e divisibilidade entre as grandezas. A
diferenca estd na quantidade das referidas relacdes. No primeiro caso, ¢ direta: E — A.
No segundo, ao se adotar a medida intermedidria como unidade base, a relagcdo E — T
deixa de ser direta para ser mediada por outras duas: E — C e C — T (MADEIRA, 2012).
O estabelecimento de relacdes mediatizadas - repeticdo da unidade basica e da unidade
intermediaria - possibilita o surgimento de abstracées tedricas. Segundo Davydov (1982,
p- 338, grifo do autor), “estas permitem formular as exigéncias para a defini¢do abstrata
inicial”. Por meio dos processos mediados, o pensamento abstrato visa nio apenas a
separacdo dos indicios essenciais dos nio essenciais, como também a manifestacdo das
conexdes internas intrinsecas ao objeto, que nao podem ser apreendidas no simples olhar
direto dos fendémenos.

Outra situacdo referente ao processo de medicdo, tendo por base de andlise os
pentagonos A e T, ¢ apresentada com a mesma finalidade da anterior, ou seja, construir
um segmento de mesmo comprimento do perimetro das referidas figuras (Figura 11).

Figura 11 — Medicdo com base nos pentagonosAe T

A

Fonte: Elaboragéo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2011).
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A situacdo b também envolve dois processos de medi¢do. Um deles ¢ analogo aquele
desenvolvido na situacdo a, pois os estudantes verificam que a medida da unidade E ¢
igual ao comprimento do lado do pentagono A. Nesse caso, o segmento a ser construido
medira cinco vezes a unidade E (Figura 12).

Figura 12 - Construgdo do segmento: perimetro do pentagono A
A

—
E

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2006).

No caso descrito a seguir, a unidade de medida E néo ¢ igual a medida do lado do
pentadgono T (E # 1). Novamente, apresenta-se ao estudante a relagdo de desigualdade
entre as grandezas. Porém, a unidade de medida E ¢ maior que o comprimento do lado
do pentdgono T (E > ). Ocorre a impossibilidade de se construir uma nova unidade
intermedidria a partir do agrupamento da medida basica E. Isso se evidencia ao se propor
medir o 1, com a unidade de medida E, visto que ela ndo cabe nenhuma vez (inteira) no

1, (Figura 13).

Figura 13 — Impossibilidade de medicao do 1, com a unidade E

T

—_
E

Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).
Inicia-se o processo de busca de um procedimento que conduzirda para a

determinagdo de uma nova unidade de medida com caracteristica de intermedidria, porém
com significado ainda desconhecido. Conforme T"op6oB et al. (2006), a orientacio se volta
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para a relagéio inversa, isto ¢, o 1. cabe uma quantidade de vezes inteiro na unidade de
medida E (Figura 14).

Figura 14 — Processo de medicéo da unidade basica E

T

—

aVatatal

E

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2006).

A medicdo permitird a constatacdo de que o comprimento da unidade de medida E ¢
quatro vezes maior que o lado do pentagono T, podendo ser expressa por E = 4C (Figura 15).

Figura 15 — Comprimento da unidade basica E

c C C C

 —

E

Fonte: Elaboragéo conforme as orientagdes de T'op6os et al. (2006).

A medicio promove o surgimento de uma nova abstracio, a subdivisdo da unidade,
em estado caotico no pensamento. Complexifica-se o processo, pois “a unidade niao cabe
quantidade de vezes inteira na grandeza, o que leva a necessidade de dividi-la em partes
iguais, com a utilizacdo de uma das partes como nova unidade” (TOPBOB et al., 2006,
p. 121). Vale reafirmar, de acordo com Aleksandrov, Kolmogorov e Lavrentyev (1973,
p. 44), que a impossibilidade de medicdo ¢ que faz surgir “a necessidade de fracionar
[dividir] a unidade de medida para poder expressar a grandeza com maior exatiddo em
partes da unidade”.

O processo de constituicio da medida intermediaria passa a ser representado pelo
esquema (Figura 16):
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Figura 16 — Esquema do processo de medicdo da medida E

4

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2006).

0 esquema aparece com a indicacio contraria do que ¢ proposto no modelo abstrato,
para apropriacio dos conceitos de multiplicacio e divisdo. Conforme Madeira (2012), isso
ocorre porque, no esquema, a seta representa a relacdo de multiplicidade, que segue da
grandeza menor para a grandeza maior.

Na situacdo a, a unidade intermediaria para medir T era multipla da unidade basica
com a representacdo da relacdo, que era E — C. Na nova situa¢do, a unidade intermediaria
C ¢ submultiplo da unidade basica, sendo representada pela relacdo E < C, indicadora de
que C ¢ menor que a unidade basica E. A relacio expressa pelo esquema para a construgdo
do segmento (Figura 17), referente ao perimetro do pentagono T, indica que a unidade E
deve ser dividida em quatro partes iguais. Uma delas ¢ a unidade de medida intermediaria
(C), que se repete cinco vezes.

Figura 17 - Construgao do segmento: perimetro do pentagono T
Ca C C C C C cC

T m
m Q (C unidade intermediaria)
E C

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagbes de ['op6os et al. (2006).

C

Todo esse processo passa a ser registrado no esquema de setas (Figura 18):

Figura 18 — Esquema de medig8o: segmento T

A

Fonte: Elaboragéo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).
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Com o apoio do esquema, ¢ possivel a elaboracdo da sintese: “o valor de uma
nova unidade [intermediaria], pode ser obtido, ndo sé pelo multiplo da unidade basica
[agrupamento], mas pela sua divisio em partes iguais” (TOPBOB et al., 2011, p. 124).
Segundo Rosental (1962), o processo de sintese ocorre mediante o desenvolvimento do
processo de analise e vice-versa.

A andlise e a sintese tornam possivel, na resolucio da tarefa, a revelacio da relacdo
essencial - subdivisdo da unidade de medida - que desempenha o papel de abstragédo
inicial na via ascendente do abstrato ao concreto para a reproducio do sistema conceitual
de fragcdo. A abstracio inicial “reflete a esséncia, a lei dos fendmenos, de maneira abstrata,
em seu aspecto puro” (ROSENTAL, 1962, p. 493).

Tal abstragcdo surge no processo de construcdo da medida intermedidria, com a
apresentacdo de uma nova qualidade: submultiplo da unidade basica, abstraido pela
analise da transformacéo dos dados da tarefa. A subdivisdo da unidade se constitui em um
elemento mediador para a revelacdo do novo método, que expressa a obtencao dos numeros
racionais/fracionarios. Trata-se da explicitacdo das relacdes internas - multiplicidade e
divisibilidade - entre as grandezas: unidade basica e unidade intermediaria.

0 movimento de revelacdo da relacdo essencial ocorre pela andlise do processo
de medicdo da grandeza comprimento, representada por meio de segmentos. Eles sdo
apresentados, inicialmente, na forma objetal-sensorial, o que possibilita a abstrag¢do das
primeiras relagdes gerais: 1, = E (relagdo do lado do pentdgono A com a unidade E); 1, # E,
1. >E el <E (relagdo do lado do pentdgono T com a unidade E), em ambas as situagdes.
Contudo, € na abstracdo da relacdo 1. < E que surge a constatagdo da insuficiéncia da
adocdo da unidade E para medi¢do do perimetro de T. Ao se propor a relacdo inversa
entre os dois comprimentos (1T e E), a verificacdo de quantas vezes o 1, cabe na unidade E
possibilita a constru¢do de uma nova unidade intermediaria, a ser obtida pela subdivisdo
em partes iguais da unidade basica.

Portanto, a Tarefa 2 explicita em seu processo de desenvolvimento o movimento de
reducdo, mediado por abstracdes e generalizacdes teoricas, que direcionam o pensamento
para a apropriacdo da relagdo universal do conceito de fragdo, a partir da apreensido de um
novo método de medicdo. Para Rosental (1962), a relacido universal se manifesta mediante a
revelacdo da esséncia, que ¢ um procedimento complexo, pois ela ndo esta dada de imediato
no objeto analisado. Além disso, a simples observacio e contemplacdo dos indicios externos
ndo possibilitam a apreensdo dos nexos internos que constituem o objeto, visto que o
interno consiste nas contradicdes que geram o seu desenvolvimento. Promover a abstracio
da relacdo essencial constitui, nessa tarefa, o foco principal por conduzir a revelacio da base
universal (a lei que expressa o desenvolvimento do conceito de fracdo).

A Tarefa 3 traz como finalidade a generalizacio tedrica do novo método de medicéo,
condicdo para a apropriacdo do conceito de fracdo, que se caracteriza pela reproducao das
relacdes internas manifestadas no modelo universal. Conforme Davidov (1988), a modelagio
da relacdo universal, a lei, se revela gradativamente pela modelagédo objetal, grafica e literal.

Na Tarefa 3, “o desenho mostra, esquematicamente, como a grandeza de area C ¢
medida com a unidade E, a partir da adocdo da [Figura 19]: 1) medida intermediaria T; 2)
medida intermediaria M” (TOPBOB et al., 2011, p. 37-38).
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Figura 19 — Representacdo geomeétrica: relacao de comutatividade
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Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2006).

A tarefa (Figura 20) também propde: “descrever as duas formas de construir um
esquema” (TOPBOB et al., 2011, p. 38).

Figura 20 - Esquema a ser completado na Tartla\f/zi 3

S

E C

Ss

T

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de I'opGos et al. (2011).

T'op6oB et al. (2006) propdem a analise geométrica (objetal), apresentada na Figura
19, como relacdo mediadora para a abstracdo da comutacio dos fatores a e b, a serem
representados no esquema (grafica) (Figura 20), com o objetivo de introduzir a notacio
convencional para o novo método, expresso na forma literal. Para tanto, a centralidade
¢ o movimento de reducdo do pensamento, voltado para abstracio e generalizacido das
relacdes internas, a fim de modelar a base universal do conceito.

A primeira relagcdo a ser abstraida consiste em medir a grandeza C com a unidade
E. As demais, fixadas no esquema, sdo abstraidas mediante a andlise das grandezas,
apresentadas na forma sensorial, o que torna possivel verificar que a grandeza T ¢ a menor
de todas as areas, revelando assim as abstragées E>T e C>T. Mas isso ndo ¢ suficiente,
pois a pretensio ¢ o nivel de pensamento tedrico para o qual nédo basta identificar se uma
grandeza ¢ maior ou menor que a outra, deve-se buscar uma forma de representar suas
quantidades. Portanto, conclama-se pela analise das relacdes E>T e C>T com fundamento
na ideia essencial, a fim de se constatar que, respectivamente, T se repete a vezes em E e b
vezes em C. Além disso, sdo estabelecidas outras relagdes ao se considerar a maior de todas
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as grandezas (M), isto é, M > E e M > C. Na primeira, o fator b corresponde a quantidade
de vezes que E se repete em M. Na segunda relagdo, M > C, o fator a ¢ representativo da
quantidade de vezes que C se repete em M.

No entanto, ainda falta determinar a representacio da relacdo direta entre a unidade
E e a grandeza C, mediadas pelas unidades intermedidrias T e M. Nesse caso, trata-se da
analise da funcio e da ordem dos fatores. Quando a referéncia ¢ a medida intermedidria
T, o fator a apresenta funcio de subdivisdo da unidade E e b a de repeticdo de T em C.
A relacio direta (E — C) representa-se por: @.b.” Por sua vez, quando o foco da analise
¢ a medida intermediaria M, as funcdes dos fatores sdo: b de repeticio da unidade E e
a de subdivisido da unidade M. A relacdo direta (E — C) é descrita por: b.a. O esquema
(Figura 21), representa essas abstracoes.

Figura 21 — Resolucéo parcial da Tarefa 3

M
b a
b .a
E » C
a .b
a b
T

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).

0 esquema da subsidios para a observacio de que a relagdo direta (E — C) possui
duas representacées: a.b e b.a. Elas expressam a comutatividade dos fatores a e b,
pois, ao mudar a ordem deles, ndo ha alteracido no resultado da medicdo da grandeza
C. Isso ¢ valido caso se leve em consideracdo a funcdo de cada fator: @ apresenta a
funcdo de divisdo e b a de multiplicag¢do, que implicam a modificacdo das etapas do
processo de medicéao.

Apds a representagcdo no esquema da relacéo direta, a orientacfo de ['opOoB et al.
(2006) consiste na ado¢do do seguinte registro: (S)S Trata-se da representacdo literal,
caracterizadora do nimero racional que se denomina fracdo ordinaria (TOPBOB et al,
2006). O registro (Z) representa ndo apenas o numero em forma de fracdo (como resultado
da medicdo de grandezas), mas também revela o novo método de medi¢do. Em outras
palavras, consiste na lei geral para a obtencdo dos numeros racionais, que manifesta as

7 - Tal representagdo ¢ introduzida por Top6os et al. (2006), em uma tarefa particular. Na resolugéo, o estudante cria um simbolo capaz de
diferenciar as respectivas funcdes dos fatores ae b. A condicéo é que o simbolo corresponda ao fator que diferencia os procedimentos de medicéo,
indicador da divis&o das unidades.

8 - 0 registro indica a unificagdo dos fatores — a.b e b.@ — de modo que se tornem apenas um (Z)
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relacoes internas de seu desenvolvimento: a subdivisio e a repeticdo das unidades (basica
e intermediaria), conforme Figura 22, com a adocio de m e p, em vez de a e b.

Figura 22 — Modelo universal do conceito de fragao

/\
/ \/ \./

Fonte: Elaboracéo conforme as orientagdes de ['op6os et al. (2011).

ﬂ m

As letras do esquema traduzem uma significacio da relacdo entre cada grandeza:

0 numero p, que se localiza abaixo do traco da fragédo, ¢ chamado denominador. O denominador
indica o valor da divisdo (da unidade bésica) em partes iguais. Ele mostra em quantas partes
iguais se dividiu essa quantidade (E ou K). O nimero m, valor acima do traco, é chamado de
numerador. O numerador indica o valor da repeticdo. Ele mostra o numero de vezes que ¢
necessario repetir o valor da parte T ou da unidade E. A linha de separagdo ou o trago entre
o numerador e o denominador é chamada barra. (TOPBOB et al., 2011, p. 38, grifo do autor).

Desse modo, % se traduz no modelo universal do conceito de fracdo. Ele reflete, no
pensamento, o movimento — de abstracdo e de generalizacio - da esséncia, revelada durante
o desenvolvimento do sistema de tarefas particulares. Conforme Davydov (1982), o modelo
universal traduz a inter-relagdo essencial de um determinado conceito em nivel cientifico,
base incondicional para o desenvolvimento do pensamento tedrico.

Com a revelaciio da relacio essencial em sua forma abstrata, —, o pensamento segue
o movimento da abstracédo inicial para o estudo da diversidade dos fen6menos, a fim de
alcancar a generalizacdo do conceito de fracdo. De acordo com Rosa (2012, p. 51), isso
ocorre com a identificacdo da “vinculacio regular da relacdo principal [essencial] com
suas manifestacoes particulares [...]"”. No processo de resolucéo, a partir do procedimento
geral, analisam-se as manifestacdes particulares, de modo a compreender as formas
concretas de revelacdo da base universal. E para atingir tal finalidade que as tarefas
particulares, apresentadas a seguir, estio organizadas.

A Tarefa 4 trata da generalizacdo tedrica do conceito de fracdo. Propde a reflexdo
sobre o novo campo numérico, em consonancia com a génese do conceito de numero.

A Tarefa 4 pede que se “construa a area A com o auxilio da unidade E” (TOPEOB
et al., 2011, p. 40), conforme os dados apresentados na Figura 23.
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Figura 23 — Dados referentes a Tarefa 4
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Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de I'opGos et al. (2011).

A base de analise sdo os registros (Figura 24) para a execucio dos processos de medicio.

Figura 24 - Resolugéo da Tarefa 4

1 ] 3 d
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E
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Fonte: Elaboragéo conforme as orientagdes de I'op6os et al. (2006).

No estagio de desenvolvimento da Tarefa 4, segundo T'opbos et al. (2006), o
pensamento se movera mediado por abstracoes articuladas com a analise dos esquemas,
que manifestam a relacio essencial do conceito de fracdo. Isso ocorrerd, segundo Rosa
(2012, p. 104), porque o esquema “é representativo do movimento da relacdo entre as
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grandezas” que possibilita aos estudantes a elevagcdo do plano objetal ao plano mental,
mediado pela representacdo grafica. A tarefa ainda propde a representacdo do resultado
pela formula Z=t, correspondente a expresséo literal do modelo universal do conceito de
numero ('OPBOB et al., 2006).

A partir da analise dos dados (Figura 24) é possivel constatar que as duas primeiras
situacdes referem-se ao conceito de multiplicacdo, cujo registro expressa o produto
dos fatores, isto ¢, a quantidade de vezes que a unidade intermedidria (construida pelo
agrupamento da medida basica E) se repete para a obtencdo da area A. Os resultados
obtidos nas respectivas situacdes sio: g =8 e §=10. Na situacio 3, apesarAdo registro na
forma de fragdo, verifica-se que a unidade E cabe duas vezes em A, isto ¢, 7 = 2. Essas trés
primeiras situagdes trazem como resultado valores inteiros de medicdo (TOPBOB et al., 2006).

No entanto, a situacio 4 se configura entre aquelas que, num processo de ascensio
do abstrato ao concreto, solicita a extrapolagdo de determinada imediatez, no caso, trata-se
da medicdo com caracteristica de numero real em sua singularidade natural. ['opGoB et
al. (2006) salientam que a quarta situacio retoma o problema de medicéo, que resulta em
medidas néo inteiras, para a representacdo do novo numero (fraco).

A construcdo da grandeza de area A requer por parte dos estudantes a apreensio
das relacdes internas que constitui o novo método de medicdo, abstraidas e generalizadas
nas tarefas anteriores, mediante o processo de reducdo do concreto ao abstrato. De acordo
com Rosental (1962, p. 485), somente apos ter encontrado, por via da abstracéo, a relacio
“que constitui a base essencial e a unidade de todas as manifestacdes da coisa dada,
comeca o processo de ascensdo que leva deste momento abstrato para o concreto”. Kopnin
(1958, p. 313, tradugido nossa) entende que, no movimento de ascensido do abstrato ao
concreto, “ndo se cria o objeto concreto mesmo, que ja existia antes e independentemente
de ser conhecido; o que surge ¢ o conceito concreto dele”

Para Davidov (1988), s6 mediante a andlise do conteudo do fenomeno tomado
em seu processo de desenvolvimento ¢ que o pensamento pode manifestar sua esséncia,
de modo que reflita os nexos essenciais intrinsecos ao processo de formacdo. Por
consequéncia, a revelacdo da esséncia expressa a universalidade do fenémeno que leva
o pensamento a reproducdo do concreto em sua integridade. Essa revelacio, no que diz
respeito ao conceito de fragdo, ocorre nas relacdes intrinsecas ao modelo universal %
(correspondendo p a subdivisio da unidade basica e m a repeticio da medida intermediaria),

. BT ~ , . . A 5. .
pois subsidiam o processo de construcdo da area A. Ou seja, o registro - =3 indica que a

E 2
unidade de medida E deve ser subdividida em duas partes iguais e uma delas se constitui
na medida intermediaria que, ao ser repetida cinco vezes, permite a obtencdo da area A.
0 pensamento, nesse estagio de desenvolvimento, se move a partir das caracteristicas e
propriedades apreendidas no movimento de obtencdo de um novo método de medicéo,
que permite a verificacio de que E cabe > em A.

Apos as representacgdes, os processos de analise e de sintese da tarefa se voltam para
os resultados das situagdes 3 e 4. O foco se dirige para o seguinte detalhe: a relacido entre
grandezas pode resultar em diferentes numeros (inteiros e fracionarios). Emerge, entio, a
necessidade da generalizacdo desses dois tipos de numeros, ou seja, o conjunto daqueles
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até entio conhecidos pelos estudantes — os inteiros - passa a contemplar um novo método
de medicdo que expande para outra singularidade numérica, as fragdes. Portanto, cria-se
o conjunto dos numeros racionais, expresso por medidas inteiras e fracionarias, como é o
caso de % =2 (numero inteiro) e ; (numero fracionario).

Essa especificidade da Tarefa 4 — ado¢do de um novo método que cria a possibilidade
de num mesmo processo de medi¢do fazer emergir os dois tipos de numeros - revela mais
uma caracteristica do modo davydoviano de organizacdo de ensino da matematica: a
ascensio do pensamento ao concreto pensado envolve a superacdo de um método para
expandi-lo a outro que unifica diferentes qualidades numéricas. Nesse processo, entende-
se que o pensamento supera o transito galgado em definicoes extraidas da exterioridade
do objeto, de modo imediato e contemplativo. Ascender ao concreto pensado faz com
que o pensamento passe por conexoes e relacdes tanto de ordem conceitual como de
procedimentos, porém com a necessaria e peculiar vinculacdo interna (KOPNIN, 1978).

A tarefa seguinte se assemelha a anterior, visto que propde a obtencdo da grandeza
a partir da analise do esquema. Porém o foco de analise se volta para o aspecto numeérico
que corresponde a unidade de medida basica, ao invés do seu aspecto genérico - como
unidade de area.

A Tarefa 5 pede ao aluno que: “encontre o valor de A”, a partir dos dados
demonstrados na Figura 25 (TOPBOB et al. 2011, p. 40).

Figura 25 — Dados referentes a Tarefa 5
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5
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2
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3) E :AeE=6mm

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de I'opGos et al. (2011).

Observa-se na Figura 25 que, em cada situacéo, os estudantes terdo a sua disposicao
os seguintes registros: quantidade de vezes que a unidade E cabe em A e o valor da
unidade E. A adocdo de unidades padronizadas permitira aos estudantes a realizacio das
operagoes - divisdo e multiplicacio - no plano mental, uma vez que néo se faz necessaria
sua representacdo na forma sensorial. A tarefa consiste em expressar, por operacdes
aritméticas, as manifestacées do modelo universal.
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Na primeira situacdo, a unidade adotada ¢ uma particularidade da grandeza massa,
o quilograma (kg). Nota-se que a unidade E é composta por 45 unidades dessa massa e a
grandeza A corresponde a % dessa composic¢do. Para determinar o valor de A, serd necessario
que os estudantes adotem as operagdes pertinentes ao modelo universal de fracdo, abstraidas
a partir da analise dos fatores - numerador e denominador. Uma dessas operagoes ¢ a divisdo
de 45 por 9, pois acompanha o movimento de construcio da unidade intermedidria expressa
no modelo. A outra operagio ¢ a repeticdo dessa nova unidade (resultado da divisio) em 11
vezes para a obtencdo da grandeza A, conforme mostra a Figura 26.

Figura 26 — Resolucdo da medicéo referente a situagao 1

b
= 11

9
E\_/"A-E—» A eE=45Ks mmm) A=(45+9) %11
a b
T ‘k /1'1 =g 11

e A=55Kg

Esquema mais
convencional

Fonte: Elaboragdo conforme as orientagdes de T'op6os et al. (2011).

As operagdes 45 + 9 = 5 e 5x11 = 55 traduzem o movimento no plano mental para
obtencdo da quantidade de massa em quilogramas: A = 55 kg. O mesmo processo de
abstracdo ocorre na situagio 2 (Figura 27), para expressar a medida da grandeza por meio
de unidades padronizadas.

Figura 27 - Resolucéo da situagio 2

b =
P 12

F ey A ¢ E = 1h—60m1n# A=(60+12)x5

NN
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Fonte: Elaboragdo conforme as orientagbes de I'op6os et al. (2011).

Conforme explicitado na Figura 27, a situagdo 2 incide na relacdo entre a unidade
E e o registro % Para sua resolucdo, o estudante devera levar em consideracio a
transformacio de unidades, isto ¢, 1 hora corresponde a 60 minutos. Isso porque, a divisido
1 por 12 (relacdo estabelecida com esquema convencional) ndo resultard em um numero
inteiro. A grandeza A, sera obtida a partir das operagdes 60 + 12 = 5 e 5x5 = 25, dadas
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no plano mental e mediadas pelo esquema com setas. Logo, = h de E correspondera a 25
min, valor referente a grandeza A. 12

No entanto, para a resolugéo da situacéo 3, se faz necessaria a ado¢édo da propriedade
comutativa. De acordo com ['op6oB et al. (2006), ao invés de subdividir a unidade basica,
opta-se inicialmente pela sua repeticdo para obtencdo da unidade intermediaria. Por sua
vez, faz-se a subdivisdo da unidade intermediaria, em parte iguais, a fim de se obter a
medida da grandeza A, que se constituira de uma das partes (Figura 28).

Figura 28 - Resolucéo da situacéo 3
b 2
4

a
E\—>A ) Eep AeE=6mm ) A=(6x2)+4
b /

A=12+4
z\‘/

A=3mm

T

Esquema que
expressa a
propriedade
comutativa

Fonte: Elaboragdo conforme as orientacdes de I'opGos et al. (2011).

As operacdes 6 x 2 = 12 e 12 + 4 = 3 traduzem no pensamento a apropriacdo da
propriedade de comutatividade (expressa pelo esquema) para a obtencido da grandeza A,
que corresponde a 3 mm de comprimento.

O processo de resolucdo da tarefa permite destacar dois aspectos concernentes ao
movimento de ascensdo do pensamento conceitual de fracdo. Um deles é o ponto de
partida, que consiste na analise do modelo universal que se caracteriza como abstracio
inicial, substancial, pois reflete a esséncia, a causa do desenvolvimento do conceito de
fracdo. O outro, o ponto de chegada, é revelador da apreensdo dos processos de analise e de
sintese mediados por abstraces e generalizacdes teoricas que, segundo Davidov (1988,
p. 152), trata-se de duas agdes cognitivas essenciais para o movimento do pensamento,
pois “encontram sua expressao no conceito tedrico que serve de procedimento para deduzir
os fendmenos particulares e singulares de sua base universal”

Nesse ambito, a Tarefa 5, em seu todo, traz a nocdo de que o processo de pensamento,
de ascensdo da abstracdo do conceito de fracdo a sua concretizagdo (pensada), tem
por base a revelacdo das relacdes internas em eventos singulares com determinadas
especificidades. A medicdo se apresenta em uma unidade previamente definida: kg, h
e mm. Tais especificacdes permitem operacdes mentais de cunho conceitual teorico, por
meio do modelo universal. De acordo com Davidov (1988), elaborar e transformar um
objeto mentalmente constitui sua prépria compreensio e a revelacdo de sua esséncia.
Por isso, a cada nova tarefa, 'op6oB et al. (2006) propdem a reproducio do conceito de
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fracdo no contexto de um sistema conceitual que envolve numero, multiplicagédo, diviséo,
propriedade comutativa, medicdo de grandezas, entre outros.

Consideracoes finais

Este estudo trouxe a possibilidade de refletirmos - a partir da analise de um conjunto
de tarefas particulares da proposicdo davydoviana - sobre os movimentos de redugéo
e ascensdo, para o desenvolvimento do pensamento tedrico do conceito de fracdo. A
partir do estudo da literatura, numa perspectiva dialética, pode-se constatar que a base do
desenvolvimento do pensamento consiste nos processos de abstracio e de generalizacio,
emergentes dos procedimentos de andlise e sintese. As mediacdes ocorrem tanto no
movimento de reducdo quanto no de ascensdo. No processo de reducdo, o pensamento
se volta a revelacdo da abstracdo inicial. Sobre esta base, estd a esséncia que, como
fonte unica, determina as demais particularidades do todo (DAVIDOV, 1988). Ao atingir o
conhecimento da esséncia, o pensamento se move da definicdo abstrata para a reproducéo
do “sistema de nexos e relacdes caracteristicos do objeto dado como integridade concreta”
(ROSENTAL, 1962, p. 496, traducio nossa).

As possibilidades desse movimento do pensamento, na especificidade do conceito
de fracéo, se revelaram nas cinco tarefas particulares analisadas. No que se refere a analise
das trés primeiras tarefas, o processo de reducdo do concreto ao abstrato se explicita ao
revelar a relacdo essencial do conceito, que surge mediante o problema de medicdo. Tal
relacdo se apresenta na situacio em que a unidade nio cabe uma quantidade de vezes
inteira na grandeza a ser medida. A referida impossibilidade gera a necessidade de se
desenvolver um novo método de medicio, a ser modelado e apropriado, a partir da analise
dos métodos até entdo adotados.

0 novo método traz como caracteristica essencial a subdivisdo da unidade de medida,
que se transforma em unidade intermediaria. 0 movimento de transformacio revela os
nexos internos do conceito de fracdo: a divisdo da unidade basica e a repeticdo da unidade
intermedidria e vice-versa, com a adocdo da propriedade comutativa da multiplicacio.

Com o surgimento dos nexos, o pensamento se volta a generalizacdo do método.
Trata-se da modelacio da relagdo universal, com a adocio de sistemas de representacio
nas seguintes configuracdes: objetal, grafica e literal. A modelacio traduz a esséncia do
conceito na forma de lei, que se revela em consequéncia do surgimento da necessidade de
outras generaliza¢des: a ordem e a funcdo dos fatores. Sdo elas que dédo as condicdes para a
identificacdo das operagoes (multiplicacéio e divisdo) e a ordem de sua execucio. Portanto,
o modelo universal do conceito de fracdo ¢ o mesmo do conceito de multiplicacdo e
divisdo de numeros inteiros, com a diferenca de que a unidade intermediaria se constitui
como parte da unidade basica.

A partir da generalizacdo das duas relacdes de medicéo, intrinsecas a propriedade
comutativa, ha a manifestagéo da lei, que expressa ambas as relacdes em um unico
registro literal: —. Este se constitui em ponto de partida para o movimento de ascensdo
do abstrato ao Concreto evidenciado nas Tarefas 4 e 5. Nesse caso, a abstracéo inicial,
advinda do processo de redugdo no pensamento, caracteriza-se como um estagio em devir
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para a concretizacdo do conceito. No entanto, como diz Davydov (1982), ndo se trata
de uma abstracdo do tipo empirica. Ela € concreta por possibilitar a busca da revelagdo
das conexdes produzidas historicamente, bem como das contradi¢des e das conexdes
essenciais que caracterizam o conceito.

Com a revelacdo da relagdo essencial em sua forma abstrata, o pensamento segue
o movimento da abstracdo inicial para o estudo da diversidade dos fen6menos, a fim de
alcancar a generalizacdo do conceito de fragdo. No movimento de ascensédo, o pensamento
se move na busca de evidéncias que caracterizam o aparecimento de suas especificidades. No
processo de generalizacdo do conceito, surge o indicio de que € possivel a representacido de
um numero inteiro por meio de uma fracio. Isso ocorre, desde que a quantidade de divisdes
seja de submultiplos da quantidade de repeticdes (% = 2) . A evidéncia dessa relacdo permite
que o pensamento ascenda ao conjunto dos numeros racionais: inteiros e fracionarios.

Observa-se que, mesmo partindo do concreto sensivel (figuras geométricas), por
meio de processos mediados, o pensamento busca a abstracdo e a generalizacdo das
conexoes internas que constituem o conceito de fracdo. As tarefas analisadas ddo indicios
para a afirmacdo de que elas manifestam as possibilidades de desenvolver, nos estudantes,
o movimento do pensamento conceitual dialético: reducdo do concreto ao abstrato e
ascensdo do abstrato ao concreto.

Chegar a esse nivel de desenvolvimento do pensamento conceitual requer, segundo
Davidov (1988), nio so6 tarefas com fortes vinculos entre si como também a colaboracio
do professor com orientacdes pertinentes para que se crie as condi¢des de apropriacdo das
acoes e a aquisicdo das correspondentes capacidades que possibilitam a sua execugéo.
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