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RESUMO - Estratégias Exitosas de Alunos dos Anos Iniciais em Situacdes
de Proporcao. O artigo investiga as estratégias bem-sucedidas, mobiliza-
das pelos alunos do ciclo de alfabetizacdo ao resolverem problemas de pro-
porcao simples. Solicitou-se a 483 alunos do 1° ao 3° ano que resolvessem
seis problemas de proporc¢ao, sendo analisadas as respostas de 182 alunos
que tiveram estratégias bem-sucedidas. Quando comparados os anos es-
colares, hd aumento nos acertos de ano para ano, na classe de situacoes
um para muitos, o que nao se pode afirmar sobre a classe muito para mui-
tos, que permaneceu estagnada. Pelos resultados obtidos, é possivel que a
estrutura multiplicativa esteja sendo pouco discutida, nos trés primeiros
anos do Ensino Fundamental.

Palavras-chave: Proporc¢ao Simples. Campo Conceitual Multiplicativo. Re-
solucao de Problemas.

ABSTRACT - Successful Strategies of Primary School Students in Pro-
portional Problems. The article investigates the successful strategies mo-
bilized by students in the literacy cycle when solving problems of simple
proportion. 483 students from the 1st to the 3rd grade of Brazilian Elemen-
tary Education, were asked to solve six problems of proportion, and the res-
ponses of 182 students who had successful strategies were analyzed. When
comparing school grades, there is an increase in hits from year to year, in
the class of situations one-to-many, which cannot be said about the class
for many, which remained stagnant. From the results obtained, it is pos-
sible that the multiplicative structure is being little discussed in the first
three grades of elementary school.

Keywords: Simple Proportion. Multiplicative Conceptual Field. Problem
Solving.
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Introducao

Um dos grandes desafios para a aprendizagem do conhecimento
matemadtico escolar é o processo de formacao de conceitos por parte
dos estudantes. Nesse sentido, compreender como se d4 essa aprendi-
zagem e as formas de raciocinio mobilizadas por eles é de grande valia
para auxiliar os professores na compreensao dessa trajetoria. A partir
dessa premissa, o objetivo do estudo, apresentado neste artigo, é inves-
tigar as estratégias bem-sucedidas, mobilizadas por estudantes do ciclo
de alfabetizacao' ao resolverem problemas de proporcao simples.

Como pontua Vergnaud (1983; 1988; 1994; 1998), a formacao de
um conceito acontece de forma gradual e durante um longo periodo.
Nesse sentido, buscar descrever e explicar as formas de raciocinar de
criangas ja no ciclo de alfabetizacdo permitird compreender se e como
o conceito de proporcao simples se apresenta para as criancas e como
pode ser trabalhado pelo professor no contexto escolar. Ressaltamos
que tal conceito evoca uma variedade de outros conceitos e de situacdes
que precisam ser exploradas pelos professores em atividades de sala de
aula, se quisermos que ocorra a formacao e expansao conceitual das
estruturas multiplicativas desde esse nivel de escolarizacao. Isso por-
que aprender determinado contetido escolar significa se apropriar de
inimeros conceitos com os quais esse contetido estd relacionado. Esse
é um dos pressupostos que estd na base da sua Teoria dos Campos Con-
ceituais, a qual repensa as condicdes da aprendizagem conceitual.

A Teoria dos Campos Conceituais

Nos referenciais de Vergnaud (1983; 1988; 1994; 2009), um cam-
po conceitual pode ser definido como um conjunto de situacoes, que
reiine uma variedade de conceitos, procedimentos e representacdes
em estreita conexdo uns com os outros. Sob essa 6tica, ao estudar um
determinado conceito, precisamos pensar nele inserido em um campo
conceitual. Compreendemos que uma situagdo, por mais simples que se
apresente, envolve mais de um conceito; na verdade, envolve uma rede
de conceitos interligados, os quais sdo necessarios para a compreensao
eresolucdo do que é solicitado. Por exemplo, na situagdo:

Ana tem 12 balas e quer dividir igualmente entre ela e suas 3 ami-
gas. Quantas balas cada uma delas vai ganhar?

Do ponto de vista da matematica escolar, podemos identificar va-
rios conceitos que estdo presentes na situacdo acima, tais como: cardi-
nalidade, agrupamento, correspondéncia biunivoca, distribuicao, divi-
sdo, particao, dentre outros. Todos eles estdo presentes na situacao e sao
necessarios para a compreensao da situacdo proposta.

Quando pensamos a respeito de problemas matemadticos, como o
proposto acima, notamos que as situacoes sdo as responsaveis pelo sen-
tido atribuido ao conceito. No exemplo apresentado, ela traz o significa-
do de divisao. Para resolvé-la, o estudante precisard lancar méo dos in-
variantes operatdrios presentes nela. Vergnaud (1994; 1998) explica que
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os “invariantes operatérios” se referem as propriedades matemaéticas
que estdo presentes tanto na situacao-problema (igualdade, relacdo um
para muitos, relacdo de covariacao entre os termos, e a distribuicdo em
partes iguais e a compreensao sobre o resto na operacdo divisao), como
nos procedimentos adotados pelo estudante ao resolver aquela classe
de problema. Esses invariantes podem ser explicitados por diferentes
formas de representacdo: alfabética, numérica, pictogréfica, iconica,
entre outras. No entanto, nem sempre estdo explicitos para o préprio
estudante, isto é, ele ndo tem consciéncia dos invariantes presentes na
situacdo e, muitas vezes, do seu procedimento adotado para chegar a
resposta.

Contudo, ao se deparar com uma nova situacao, andloga a vivida
anteriormente, o estudante podera lancar mao dos invariantes ja cons-
truidos para analisar, compreender e solucionar o que lhe é proposto.
E nesse momento que os esquemas — “‘uma organizagao invariante do
comportamento para certa classe de situagoes” — sdo construidos (Verg-
naud, 1998, p. 168).

Por isso é que as situacoes (tarefas/problemas/atividades) estao
na base da Teoria dos Campos Conceituais. Partindo-se desta, estreita-
se arelacdo entre os invariantes presentes (explicitos ou implicitos) e as
diferentes formas de representa-las. E por meio das situacoes que o pro-
fessor pode explorar as compreensoes dos estudantes, tornd-las poten-
cialmente significativas e direcionar caminhos para a aprendizagem.

Enfatizamos que a Teoria dos Campos Conceituais fornece ele-
mentos para a identificacdo do que os estudantes compreendem e nao
compreendem acerca de determinado campo conceitual. No nosso
caso, ela nos auxiliou na constru¢do do instrumento diagndstico e na
andlise sobre a apropriacdo do conceito de proporcao simples por estu-
dantes do ciclo de alfabetizacdo. Esse € um dos conceitos pertencentes
ao campo conceitual multiplicativo, ou, como muitas vezes é chamado,
estruturas multiplicativas.

As Estruturas Multiplicativas

As estruturas multiplicativas referem-se a um conjunto de situ-
acdes, que abarcam as operagdes de multiplicacdo e de divisdo, ou a
combinacao de ambas, que envolvem conceitos e teoremas que per-
mitem analisar tais situacdes. Entre varios conceitos presentes nesse
campo, podemos destacar: razao, propor¢ao, fracao, divisor, multiplos,
namero racional, funcoes lineares e n-lineares, espaco vetorial e anéli-
se dimensional (Vergnaud, 1983; 1988).

Nessa dire¢ao, Gitirana e cols. (2014) afirmam que o trabalho com
situacdes envolvendo o campo multiplicativo deve ocorrer durante
todo o ensino bdsico. Isso significa que, para dominar a multiplicacdo
e a divisdo, por exemplo, o estudante precisa ser capaz de resolver di-
versos tipos de situacdes e compreender os conceitos que nelas estao
envolvidos, ndo bastando apenas dominar o cdlculo numérico relacio-
nado a essas operacoes.
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Na tentativa de organizar a diversidade de situacdes propostas
por Vergnaud, as quais aparecem em diferentes obras (Vergnaud, 1983;
1988; 1994; 1998), Magina, Santos e Merlini (2014), propdem um esque-
ma, no qual esses conceitos sao classificados dentro de uma légica, en-
volvendo relacoes, eixos e classes e tipos de situacoes.

Figura 1 - Esquema do Campo Conceitual Multiplicativo

|| Estrutura Multiplicativa ||

.+ Quaterndria |« | Temaria

+ F"rop-uﬂpo Propor Comparacao Pmdu_m de
. | Simples Dupﬁm Munp|a Multiplicativa [$€=—3 Medidas
T, C

— s _
- —
-*— para |:|c=cc.nhccda | ouReferdo | | Retangutar | [Combinaniria
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¥
I:Bcreln cu.—. nuu Dm:nlo (Continuo Contiruo Disareio

Fonte: Magina, Santos e Merlini (2014).

O esquema proposto pelos autores aponta duas relacoes que ca-
racterizam o campo conceitual multiplicativo: a relacdo quaterndria
e a relacdo terndria. A relacdo quaterndria, denominada por Vergnaud
(2009) de Isomorfismo? de medidas, apresenta uma dupla relagdo en-
tre duas ou mais grandezas de naturezas distintas, envolvendo quatro
ou mais medidas. Estdo inclusos nessas relacdes os eixos: proporcdes
simples, proporcdo dupla e proporcao mualtipla, sendo discutidas nes-
te artigo apenas as propor¢des simples um para muitos e muitos para
muitos, foco da investigacao.

Esclarecemos que a relacdo terndria envolve a combinacdo entre
trés quantidades, sendo uma delas o produto das outras duas, tanto
no plano numérico como dimensional. Fazem parte dessa relacao, por
exemplo, os problemas de combinatéria — Maria levou para sua viagem
4 blusas e 2 bermudas. Quantos conjuntos diferentes ela podera formar
com essas pecas de roupa? — e também aqueles de comparacdao multi-
plicativa — Jodo ja tem 25 figurinhas em seu dlbum. Para completa-lo,
ele precisara ter trés vezes mais figurinhas do que ja tem. De quantas
figurinhas ele precisa para completar seu dlbum?

O eixo das proporcoes simples

Esse eixo envolve uma relacdo de proporcionalidade construida
entre quatro medidas, tomadas duas a duas, sendo duas quantidades
de uma natureza e as outras duas de outra natureza (Magina; Santos;
Merlini, 2014). Por exemplo: Uma tapioca custa R$ 5,00. Quanto pagarei
na compra de 3 tapiocas? Nessa situacao, a relacdo de proporcionalidade
é construida entre a quantidade de tapioca e o valor em real. Notemos
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que, para encontrar o valor desconhecido, o estudante devera estabe-
lecer um cdlculo relacional entre a quantidade de tapioca e o valor em
real, como ilustrado na Figura 2.

Figura 2 - Esquema de resolucio

Quantidade Valor
Tapioca Em Real
1 X5 5
— >
X3 C X5 ;{ earadm-
3 _Relﬁ ’ Es::alar
Funcional

Fonte: Criacdo de Magina, Lautert, Santos para este artigo.

No esquema de resolucdo apresentado na Figura 2, observamos a
existéncia de dois operadores: o operador escalar (3), que opera entre as
medidas de mesma natureza, e o operador funcional (5), que estabelece
arelacdo entre as quantidades de naturezas distintas.

Ao utilizar o operador escalar (3), encontrado na relacao entre as
quantidades de uma das medidas (no caso, as tapiocas), precisamos
aplicéd-lo na relacdo a ser estabelecida entre as quantidades da outra
medida (valores em reais), para manter a proporcionalidade e, dessa
forma, encontrar o valor desconhecido (a solucdo para o problema). O
raciocinio é sempre de proporcionalidade: se a relagdo entre medidas
de uma das naturezas envolvidas na situacao é estabelecida pela mul-
tiplicacdo ou divisdo com um operador escalar, esse operador deve ser
utilizado, com a mesma operagdo, para manter a relacdo entre as medi-
das da outra natureza.

Podemos usar também, para manter a proporcionalidade, a rela-
¢ao funcional (no caso o 5), encontrado a partir da relagao estabelecida
entre a unidade de tapioca e o valor em real correspondente a essa uni-
dade. Nesse caso, temos que multiplicar a quantidade de tapiocas a ser
comprada pelo valor em real correspondente a unidade, que determina
o valor total a ser pago (a solu¢do para o problema). Nessa segunda pos-
sibilidade de resolucao, o raciocinio evocado é uma relagdo funcional,
na qual existe uma dependéncia entre quantidades de naturezas distin-
tas, que pode ser operado através da multiplicacdo ou da divisdo para
estabelecer arelacdo entre essas quantidades. Matematicamente, pode-
mos representar a situacdo por meio da funcao linear f(x) = 5x.

O raciocinio empregado nas situagdes de proporc¢do simples estd
nabase do conhecimento proporcional (Vergnaud, 2009). Ele precisa ser
explorado pelo professor no contexto escolar, porque permite a aquisi-
¢do de conceitos mais sofisticados, como os de proporc¢ao dupla e mul-
tipla, que permitirdao o dominio das relacdes quaterndrias no Campo
Conceitual Multiplicativo.?

Para construir essa base do conhecimento proporcional, precisa-
mos, também, compreender que as situacdes de proporcao se estabe-
lecem a partir de duas classes: um para muitos e muitos para muitos,
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discutidas por nés em vérios estudos (Magina; Santos; Merlini, 2014;
Santos, 2015; Magina; Merlini; Santos, 2016; Magina; Fonseca, 2018). Na
classe um para muitos, a menor relacdo possivel entre as medidas das
grandezas envolvidas na situagdo estd sempre explicitamente posta (1
tapioca custa 5 reais).

Vergnaud (2009) chama a atencdo também para o fato de que as
situacoes de proporc¢do simples um para muitos apresentam variacdes
quanto ao posicionamento dado ao termo desconhecido, a quantidade
a ser descoberta para a solu¢ao do problema. Essa é uma caracteristica
central das relacdes quaterndrias dessa natureza, tendo repercussao so-
bre a operacao que serd empregada na busca da solu¢do, quer seja uma
multiplicacao ou divisao.

Diante disso, podemos ter a mesma estrutura para relacionar
as quantidades de naturezas distintas, porém em diferentes niveis de
complexidade, por exemplo (ver Quadro 1), no qual apresentamos a re-
solucao das trés situacoes, a saber:

Situagdo A: Joao vende flores em vasos, na sua floricultura. Para cada vaso
a ser vendido, ele sempre coloca 5 flores. Se ele vender 3 vasos, quantas flo-
res serdo vendidas?

Situagdo B: Jodo vende flores em vasos, na sua floricultura. Para cada vaso
a ser vendido, ele sempre coloca 5 flores. Se ele tem 15 flores, quantos vasos
sdo necessdrios para vender todas essas flores?

Situagdo C: Jodo vende flores em vasos, na sua floricultura. Para cada vaso
a ser vendido, ele sempre coloca a mesma quantidade de flores. Se ele tem
15 flores e 3 vasos, quantas flores Jodo deve colocar em cada um dos vasos?

Quadro 1 - Esquema de resolucao com diferentes niveis de

dificuldade
Situagdo A Situagae B Situagdo C
Quantidade Quantidade | Quantidade Quantidade Quantidade Quantidade
vasos flores vasos flores vasos flores
1 x5 - 5 1 35 1 L} X
X3 (s }( 3|X3 (x X3 +3 )+ 3
+5
X5 . X P 2N | X5 5 15

Fonte: Criacao de Magina, Lautert, Santos para este artigo.

Notemos que, em cada uma das situacoes (A, B e C), existe uma
relacdo quaterndria, que envolve quantidades de naturezas distintas
(vasos e flores) e que essa relacdo estabelecida sempre parte da unida-
de. Entretanto, o posicionamento do termo desconhecido (x) evidencia
que a natureza da situacdo ndo é a mesma, 0 que ird requerer opera-
¢Oes aritméticas distintas. Notemos, ainda, que, em todas as situacoes,
é possivel lancar mao da relacao funcional ou escalar.

A Situacdo A é resolvida por uma operacdo de multiplicacao, en-
quanto as situacoes (B e C) evocam a divisdo com formas de pensar di-
ferentes. Na Situac¢do B, existe uma quantidade de flores em cada vaso
(quota preestabelecida), devendo-se chegar ao ntimero de vasos ne-
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cessdrios para colocar a quantidade de flores que Jodo possui na sua
floricultura. Essa situacdo é denominada de divisdo por quotas. E im-
portante enfatizar que, muitas vezes, os estudantes a resolvem pensan-
do em adicdo repetida (somando o grupo de partes — no caso, as cinco
flores - até chegar ao todo — no caso, o total de 15 flores). Por fim, na
Situacdo C, é dada a quantidade total de flores que deve ser distribuida
igualmente em trés vasos, devendo-se encontrar o tamanho das partes
(quantas flores ficard em cada vaso), sendo essa situagdo denominada
divisdo por particao.

Por outro lado, para as situacoes de proporcao estabelecida a par-
tir da classe muitos para muitos, a relacdo entre o valor da unidade de
uma das grandezas em relacdo a outra grandeza nao é explicita. No que
concerne ao conjunto dos nimeros naturais, em algumas situacoes, é
possivel determinar essa relacdo, mas em outras ndo. Apresentaremos,
a seguir, duas situacdes envolvendo esses dois casos:

Situagdo 1: Na barraca do Sr. Manoel, eu compro 2 tapiocas com 10 reais.
Para comprar 6 tapiocas, quanto gastarei?

Situagdo 2: A barraca do Sr. Manoel estd com uma promogdo: A cada 4 ta-
piocas compradas, o fregués ganha 2 copos de suco de brinde. Paula e suas
amigas compraram 12 tapiocas, quantos copos de suco elas ganharam de
brinde?

Observamos que, em nenhuma das duas situagdes acima, o valor
da unidade de medida de qualquer uma das grandezas esta explicitada.
Contudo, na Situacao 1, é possivel calcula-lo (se 2 tapiocas custam 10
reais, entdo 1 tapioca custa 5 reais) e, eventualmente, esse cdlculo pode
ajudar o estudante a descobrir o valor a ser pago para a compra de 6
tapiocas (se 1 custa 5, entdo 6 custam 30). Por outro lado, na Situacao 2,
embora seja possivel encontrar a unidade de uma das grandezas, nao
faz o menor sentido encontrar a relacdo de um para muitos, porque a
condicdo do problema informa que a pessoa s6 ganhard os 2 copos de
suco, se, e somente se, comprar 4 tapiocas. Portanto, na Situac¢do 2, nao
existe a possibilidade de comprar 2 tapiocas e ganhar 1 copo de suco,
ou seja, de nada ajuda para a solucdo da resposta a situagdo encontrar
arelacdo um para muitos. A Figura 3 apresenta possiveis estratégias de
resolucdo para cada uma das situacoes.
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Figura 3 - Dois esquemas possiveis para resolver os problemas de
muitos para muitos (Situacoes 1 e 2)

Quantidade Valor Quantidade Suco
Tapioca Em Realq‘ de Tapioca em o
(. ")) 4_+2 o 2
X6 [ 2 1 /X & X3 g DXS
\ye & 2 _x2 X
Situagdo 1 Situagéo 2

Fonte: Criacao de Magina, Lautert, Santos para este artigo.

Note que o esquema o qual escolhemos para a resolucio da Si-
tuacao 1 buscou inicialmente encontrar a relacao um para muitos sen-
do isso feito por meio do operador escalar, dividindo tanto o nimero 2
como o 10 por 2 assim, chegando a relacdo de 1 para 5. Depois multi-
plicou tanto o 1 como o 5 por 6, encontrando, assim, o valor 30 para a
incognita do problema. Esse esquema nao poderia ser utilizado na re-
solucdo da situacao 2. Explicamos que o estudante poderia igualmente
utilizar tal fator sem necessariamente buscar a relagdo um para muitos,
isto é, resolvendo o problema jatende ao ter em conta a relacdo muitos
para muitos (2 para 10). De fato, o estudante poderia identificar que 6
tapiocas sdo 3 x 2 (portanto o operador escalar das tapiocas é x 3) e apli-
car esse mesmo fator para a grandeza valor (em reais). Nesse caso, ele
encontraria 10 x 3 = 30 reais.

Um outro esquema a ser utilizado na Situacao 1 seria o de encon-
trar arelacdo funcional entre as quantidades 2 tapiocas e 10 reais. Nesse
caso, seria: 2 x 5 = 10 (fator funcional: x 5) e entdo aplicar esse mesmo
fator para as 6 tapiocas. O estudante poderia igualmente lancar mao
dessa estratégia para resolver a Situacao 2, encontrando a relacdo fun-
cional entre as grandezas da situacdo (4+2 = 2, ou seja, fator funcional:
x/2) aplicando-a, entdo, para as 12 tapiocas.

Ainda existiria a possibilidade de o estudante resolver as Situa-
¢oes 1 e 2 por meio da aplicacdo do esquema da ‘regra de trés’, em que,
pelo procedimento algoritmico de resolugdo na primeira situacao, o
estudante multiplicaria 6 (tapiocas) por 10 (reais), dividiria o resultado
por 2 (tapiocas) e encontraria 30 (reais); ja para a segunda, ele multipli-
caria 12 (tapiocas) por 2 (copos de sucos), dividiria por 4 (tapiocas) e en-
contraria 6 (copos de suco). Mas, nesse caso, pensamos: que sentido faz
multiplicar tapiocas por reais, dividir por tapiocas e encontrar reais?!
Ou, ainda, multiplicar tapiocas por copos de suco, dividir o produto por
tapiocas e encontrar certa quantidade de copos de suco?! Questiona-
mento similar ao nosso encontramos em Vergnaud (1998, p. 171), quan-
do ele considera que, embora a regra de trés possa ser um procedimento
licito para resolver um problema de proporcao simples, classe muitos
para muitos, “este procedimento é usado muito raramente, e a maioria
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dos estudantes considera que ndo faz o menor sentido multiplicar 40km
por 36 minutos. E eles néao estdo certos?”.

Por fim, esclarecemos que essas situacoes estdo longe de esgotar
problemas que envolvem a relacdo muitos para muitos. Nao tratamos,
por exemplo, de situagdes quando o fator funcional entre as grandezas
extrapola o universo dos nimeros inteiros. Por exemplo, na situacgao 2,
a promocao poderia ser: “para cada 5 tapiocas compradas, o fregués ga-
nharia 2 copos de suco gratis”.

Os estudos empiricos e a resolucao de problemas de
proporcao

De uma forma ampla, o campo conceitual das estruturas multi-
plicativas e, em especifico, o eixo das proporcoes simples sdo abordados
por diversos autores que buscam elencar a importancia da conceitua-
lizacdo no processo de ensino e aprendizagem da matematica escolar,
o conhecimento acerca do modo como se ensina e como se aprende os
conceitos envolvidos e a formulacao e a estrutura de situacdes-proble-
ma pertencentes a esse campo.

Kishimoto (2000) investigou os efeitos do raciocinio proporcio-
nal e metacognitivo sobre 344 estudantes japoneses da escola bésica,
na resolucdo de problemas matematicos escritos com fracées decimais.
Foram propostas situacdes envolvendo multiplicacdo para estudantes
dos 4°, 5° e 6° anos e que abordavam o raciocinio proporcional e um
questiondrio metacognitivo. O estudo identificou ambos os raciocinios
como fatores para a solucdo de problemas matemadticos escritos e, em
particular, que esses raciocinios sao fatores importantes para os estu-
dantes do 4° ano nas suas estratégias de resolucgio.

Pessoa e Matos Filho (2006) analisaram as habilidades de 153 es-
tudantes do 4° e do 6° ano do Ensino Fundamental na resolucao de pro-
blemas do Campo Conceitual Multiplicativo, observando a influéncia
do tempo de escolaridade no desempenho dos desses estudantes, com-
parando as suas resolucdes analisadas nos dois anos. Para isso, os es-
tudantes foram solicitados a resolverem, individualmente, sete proble-
mas multiplicativos de diferentes tipos. Como resultado, observou-se
que os problemas de tipos mais complexos (relacdo um para muitos na
divisdo por quotas e combinacdo) e, provavelmente, menos trabalhados
em sala de aula e nos livros didéticos, sdo os de maior percentual de erro
relacional. Os autores concluem que, ainda, é necessdrio investir na di-
versificacdo dos tipos de problemas, nas suas formas de representacao
e nas situacgoes apresentadas aos alunos.

Em um estudo realizado com 50 estudantes dos anos iniciais do
Ensino Fundamental de uma escola publica da regido metropolitana de
Porto Alegre, Lara (2011) analisou como esses estudantes resolveram
duas situacdes-problema que abordavam a multiplicacdo (uma de cor-
respondéncia um para muitos e outra de muitos para muitos, ambas do
eixo das proporcgdes simples). Constatou-se que os estudantes dos 1° e
2° anos tiveram desempenho melhor do que alguns dos 4° e 5° anos que
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ja faziam o uso de algoritmos. Os resultados do estudo refletem sobre a
exigéncia usual quanto a memorizagao dos resultados de uma multipli-
cacdo, através do uso da ‘tabuada’, o que pode prejudicar os estudantes
no desenvolvimento da sua capacidade de pensar matematicamente,
em que pode ser valorizado o uso de estimativas e criagdo de estratégias
de resolucao multiplas pelos estudantes.

Magina, Santos e Merlini (2014) investigaram o desempenho e
as estratégias utilizadas por 175 estudantes dos 3° e 5° anos do Ensi-
no Fundamental de uma escola ptblica de Sao Paulo, na resolucao de
duas situacdes do eixo proporcdo simples no Campo Conceitual Mul-
tiplicativo, classificando os niveis de raciocinio empregados por eles.
Centrando as discussdes nas relacdes um para muitos e muitos para
muitos, os resultados indicam uma evolug¢do limitada da competéncia
dos estudantes ao lidarem com situacoes desse campo conceitual e do
eixo investigado. Analisando apenas a situacdo que abordou a relacao
muitos para muitos, observou-se uma queda acentuada nessa evolugdo.
No que se refere as estratégias empregadas pelos estudantes do 6° ano,
notou-se que esses estudantes empregam prioritariamente procedi-
mentos multiplicativos, enquanto os do 3° ano utilizam procedimentos
aditivos.

A interpretacdo que professores e futuros professores fazem dos
erros de alunos do Ensino Fundamental na solu¢do de problemas de es-
trutura multiplicativa foi o objeto de estudo de Spinillo e cols. (2016).
Solicitou-se a 12 futuros professores e 12 professores de matematica do
Ensino Fundamental, em entrevista semiaberta, durante a apresenta-
¢ao de seis cartelas, cada uma contendo o enunciado de um problema
(trés de produto de medidas, trés de isomorfismo de medidas), que in-
dicassem a solucdo incorreta do problema que deveria ser interpretada.
Os participantes identificaram erros de natureza procedimental, lin-
guistica e conceitual, caracterizando os erros nos problemas de produto
de medidas, sobretudo como conceituais, e erros nos problemas de iso-
morfismo de medidas, sobretudo como linguisticos. O mesmo padrao
de resultados quantitativos foi encontrado para os dois grupos, condu-
zindo os autores a conclusao de que, no ensino de matemadtica, o tipo de
problema tem papel relevante na forma de interpretar erros mais que a
formacao e a experiéncia desses professores.

Em outro estudo, Spinillo e cols. (2017) investigaram como pro-
fessores do Ensino Fundamental compreendem e formulam situagées
pertencentes ao Campo Conceitual Multiplicativo. Para isso, solicita-
ram a 39 professores de todos os anos desse nivel de escolaridade e que
atuavam em escolas publicas que formulassem situacdes matemadticas
que pudessem ser resolvidas por meio de multiplicacdo e/ou divisao.
Os resultados do estudo evidenciaram que os professores investigados
compreendem o significado de uma situagdo multiplicativa e formulam
problemas apropriadamente, sendo poucos os enunciados em que fo-
ram omissas informagdes ou que apresentaram imprecisoes linguisti-
cas. Identificou-se que a maior parte das situagdes elaboradas era de
um mesmo tipo e envolvia apenas uma etapa para sua resolucdo. A
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pouca variabilidade foi verificada em relacdo a todos os professores, in-
dependentemente do ano em que lecionavam. Os autores concluiram
que os professores investigados tém dificuldade em formular situacoes-
problemas que envolvem as diferentes relacoes que compreendem as
estruturas multiplicativas, sendo necessério desenvolver junto com os
professores do Ensino Fundamental a habilidade de formular proble-
mas matematicos diversificados e que abarquem toda a complexidade
do campo conceitual investigado.

Merlini e Teixeira (2018) analisaram o desempenho de 162 estu-
dantes do 1° ano do Ensino Fundamental de escolas publicas de cinco
regides distintas da Bahia e categorizaram suas estratégias de resolu-
cdo adotadas que levaram ao acerto, quando resolveram uma situagao
de proporcdo simples, da classe um para muitos, cuja operacdo mais
indicada é a multiplicacdo. Os autores concluem que mesmo estudan-
tes do 1° ano do Ensino Fundamental que ainda ndo tiveram contato
formalmente com situagdes da estrutura multiplicativa demonstraram
possuir nocdes matemadticas, pois utilizam a representacdo iconica
como estratégia de resolucao, conseguindo solucionar situacoes das es-
truturas multiplicativas.

Lautert, Santos e Merlini (2018) investigaram o desempenho e os
procedimentos de resolucdo mobilizados por 809 estudantes dos 3° e 5°
anos do Ensino Fundamental de escolas publicas de Recife e Ilhéus, a
fim de resolverem quatro problemas de divisdo envolvendo proporcao
simples: dois de correspondéncia um para muitos e dois de correspon-
déncia muitos para muitos. Os resultados apontam que os problemas de
correspondéncia um para muitos sdao mais faceis que os problemas de
correspondéncia muitos para muitos, para ambos 0s anos; que os estu-
dantes do 3° ano tendem a apresentar mais procedimentos/estratégias
idiossincraticos ou sem conexdo com o enunciado, enquanto os estu-
dantes do 5° ano tendem a realizar procedimentos envolvendo o racio-
cinio multiplicativo.

Em face do exposto, o estudo investiga as estratégias de estu-
dantes do ciclo de alfabetizacdo ao acertarem situacdes de propor¢ao
simples um para muitos e muitos para muitos, cujos aspectos tém sido
pouco explorados na literatura da 4rea.

Consideramos a possibilidade de haver uma relagdo entre o de-
sempenho dos estudantes e o fato de a estrutura multiplicativa cos-
tumar ser pouco ou nada trabalhada na escola até o 4° ano e quando
o0 é, tem uma conotac¢do de adi¢do repetida (muitas vezes relacionada
a tabuada). Contudo, essa visdo se apoia, de sobremaneira, em nossa
vivéncia com a formacdo de professores dos anos iniciais do Ensino
Fundamental, o que reconhecemos ter pouco poder de generalizagao.
O que temos visto é a escola reservar os dois primeiros anos escolares,
e, algumas vezes, o 3°ano também, para a estrutura aditiva. A estrutura
multiplicativa tem espaco nos 4° e 5° anos, quando costuma ser traba-
lhada de maneira formal, por meio da tabuada e do ensino da operacao
de multiplicacdo, seguido da divisdo. Assim, acreditamos que ao inves-
tigar as estratégias de estudantes dos 1°e 2° anos, ndo encontraremos
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estratégia candnica (aquelas ensinadas pela escola, que segue o rigor
formal da Matemadtica) nas resolucgdes das situagdes-problema. Por ou-
tro lado, entre os estudantes do 3° ano, é possivel que apareca alguma
(poucas) estratégia formal, talvez até misturadas com a¢des informais.

O Estudo

Tratou-se de um estudo descritivo composto por um instrumento
diagndstico que contemplou 13 situa¢des-problema. Esse instrumento
foi diagramado em formato de livrinho, ocupando meia folha A4. Toda
situacdo-problema oferecia espaco demarcado abaixo de cada enun-
ciado para a resolucdo e a resposta, e, por isso, cada situacdo-problema
ocupou uma pagina. O diagnéstico foi aplicado coletivamente, por ano
escolar, em estudantes de todo o Ensino Fundamental, cabendo a eles
resolverem individualmente e por escrito. Para efeito deste artigo, ana-
lisaremos seis das 13 situacdes que estavam nesse diagndstico, quais
sejam, aquelas que tratavam da proporg¢do simples e, ainda, referentes
apenas as respostas oferecidas por estudantes do 1° ao 3° anos do Ensi-
no Fundamental, isto é, aqueles que se encontravam, no momento da
aplicacao, cursando os anos de alfabetizagdo. As situacdes que anali-
saremos encontram-se ilustradas no Quadro 2. A aplicac¢do do instru-
mento ocorreu em uma tnica sessdo e contou com a colaboracao do
professor. Coube a ele ler, em voz alta, as situacoes-problema, uma por
vez, solicitando que os estudantes a resolvessem nos espacgos indicados,
antes de passarem para a leitura da préxima.

Do ponto de vista amostral, o recorte do estudo envolveu uma po-
pulacao de 483 estudantes, de ambos os sexos, cursando os primeiros
trés anos do Ensino Fundamental de quatro escolas publicas da cida-
de de Recife, as quais foram participantes do projeto E-Mult, financia-
do pela CAPES, no ambito do Edital Observatério da Educac¢do. Desse
quantitativo, foram selecionados apenas os estudantes que acertaram,
pelo menos, um dos seis problemas presentes no Quadro 2. A partir des-
sa condicao, restaram 182 estudantes, sendo 22 do 1° ano, 45 do 2° ano e
115 estudantes do 3° ano.

Quadro 2 - Situacdes-problema de proporc¢ao simples propostas
aos estudantes

Um para muitos Muitos para muitos
P1. JOANA SABE QUE, EM UM PACOTE, HA 6 | P4. PARA FAZER 3 FANTASIAS. SAO NECESSA-
BISCOITOS. ELA TEM 5 PACOTES. QUANTOS | RIOS 5M DE TECIDO. ANA TEM 35M DE TECIDO.
BISCOITOS JOANA TEM? (QUANTAS FANTASIAS ELA PODE FAZER?
P2. UM SUPERMERCADO FEZ UMA PROMOGAO: | P5. CAIO COMPROU 9 CAIXAS DE SUCO E PAGOU
“LEVE 4 LITROS DE SUCO POR APENAS 12 REAIS”. | 15 REAIS. SE ELE COMPRASSE 3 CAIXAS DE SUCO,
QUANTO VAT CUSTAR CADA LITRO DE SUCO? QUANTO PRECISARIA PAGAR?

P3. A EscoLA RECANTO FARA UMA FESTA PARA | P6. EM UMA GINCANA NA EscoLA SABER, A
36 CONVIDADOS. EM CADA MESA, FICARAO 4 | CADA 3 VOLTAS CORRENDO NA QUADRA, O ALU-
CONVIDADOS. QUANTAS MESAS A ESCOLA PRE- | NO MARCAVA 4 PONTOS. ALEX DEU 15 VOLTAS
CISARA ALUGAR? CORRENDO NA QUADRA. QUANTOS PONTOS ELE
MARCOU?

Fonte: Projeto em Rede E-Mult (Santana, 2013) / Projeto PEM (Magina, 2013).
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Tendo explicado sobre o estudo realizado, discutiremos os re-
sultados obtidos na préxima secdo. E importante relembrar que nossa
andlise focard, apenas, os acertos dos estudantes. Em outras palavras,
nosso interesse € investigar as estratégias bem-sucedidas, mobilizadas
por estudantes do 1° ao 3° ano (ciclo de alfabetizagdo) ao quando resol-
verem problemas de proporg¢ao simples.

Analise dos resultados

Iniciamos, apresentando o percentual de acerto dos trés grupos
estudados (1° ano, 2° ano e 3° ano) nas seis questdes investigadas, con-
siderando o acerto geral e o acerto em cada uma das classes de propor-
¢do (um para muitos e muitos para muitos), apresentados no Gréfico 1
aseguir:

Grifico 1 - Percentual de acerto, geral e por classe, dos estudantes
dos 1°, 2° e 3° anos

100
a0
H 1xM
80 B MM
70
60 52,0
g 50
40 31,8
30
. 13,6
- Wil W
2 = 1
12 ano 22 ano 3%ano

Legenda: 1xM = um para muitos; MxM = muitos para muitos
Fonte: Magina, Lautert, Santos, com base nos dados da pesquisa

O Gréfico 1 mostra que, quando analisamos os desempenhos dos
estudantes nas situa¢des um para muitos, nos trés anos escolares, ve-
rificamos que existe diferenca significativa entre eles (c?, = 17,064; p <
0,001). Todavia essa diferenga ndo se confirma entre o 1° e 0 2°ano (¢* =
0,391; p=0,531), indicando que o grupo o qual apresenta comportamen-
to diferente dos demais € o 3° ano, cujo percentual de acerto foi maior

que o dos dois anos anteriores.

Por outro lado, quando comparamos o desempenho entre os anos
escolares nas situagdes muito para muitos, verificamos que as diferen-
¢as ndo sdo estatisticamente significativas (c*, = 3,584; p = 0,167). Na
verdade, os trés grupos tiveram muito pouco sucesso na resolucdo des-
se tipo de classe de problemas.

Vale a pena pontuar, ainda, que ao analisarmos o desempenho
dos estudantes do 1° ano, segundo o tipo de problema, verificamos que
amédia no percentual de acerto nas situacdes um para muitos é quase o
dobro da média nas situagdes muito para muitos (¢*, = 6,212; p = 0,013).
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No 2°ano, essa diferenca aumenta, chegando a quase 6 vezes mais ((:2(1)
= 37,383; p < 0,001). Por fim, no 3° ano, em que o desempenho dos es-
tudantes nas situacdes um para muitos se mostrou estatisticamente
melhor que o dos anos anteriores, esse desempenho é quase oito ve-
zes maior (¢*, = 215,182; p < 0,001). Assim, verificamos que o ganho na
aprendizagem da proporcionalidade ocorre principalmente na situacao
um para muitos, enquanto g€ na situacao muito para muitos, perma-
nece. Estagnado.

No que se refere ao comportamento dos estudantes quanto ao ni-
mero de situacdes-problema certas, a Tabela 1 oferece uma visao geral
de todos os estudantes versus nimero de situacdes certas. Esclarece-
mos que os estudantes poderiam acertar seis situacdes no maximo, isto
é, trés situacoes da classe um para muitos e trés de muitos para muitos.
Também informamos que a Tabela 1 a seguir apresenta os resultados de
todos os estudantes, sem haver separacao entre ano escolar.

Tabela 1 - Ntimero de situacdes que os estudantes acertaram, de
acordo com as classes de proporcoes

Acertos Uma Duas Trés Quatro Cinco Seis
Classes situacdo sitmacbes situacdes situacdes situacoes situacdes
As duas classes 0
(n=182) 108 46 21 5 2
Um para muitos 96 44 21 0 0 0
(n=161)
Muites para muitos 36 4 0 0 0 0
(n=40)

Fonte: Magina, Lautert, Santos, baseados nos dados do estudo.

Notemos que a primeira linha apresenta as respostas dos 182 es-
tudantes (independente de ano escolar, ou do tipo de classe a que per-
tence o estudante — um para muitos ou muitos para muitos). Assim, por
exemplo, temos que 108 estudantes acertaram apenas uma situacao,
podendo esta ser da classe um para muitos ou muitos para muitos. Da
mesma forma, e ainda olhando para essa linha, temos que cinco (05)
estudantes acertaram quatro situacoes. Essas quatro situagdes podem
ser trés da classe de um para muitos e uma da de muitos para muitos, ou
ainda, duas da classe um para muitos e duas da de muitos para muitos.
Nao poderd ser trés da classe de muitos para muitose uma da de um para
muitos, porque nenhum estudante acertou as trés situacoes da classe de
muitos para muitos. Por outro lado, nas segunda e terceira linhas da Ta-
bela 1, o valor de “n” ndo bate 182 e tampouco € o dobro. Na verdade, ela
parece indicar que seriam 201 estudantes (161 + 40), mas ndo € assim. O
que ocorre é que houve casos em que o estudante foi contado duas ve-
zes, porque ele acertou, por exemplo, duas situacoes da classe um para
muitos (e ai ele € um dos 46 estudantes) e também acertou uma situacao
da classe muitos para muitos (fazendo parte dos 36 estudantes).

Uma informacao retirada dos dados apresentados na Tabela 1 re-
fere-se ao nivel de dificuldade entre uma e outra classe de situagdes. De
fato, nota-se que enquanto na classe de um para muitos, 21 estudantes
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acertaram todas as trés situacdes propostas, na classe de muitos para
muitos, nao tivemos nenhum estudante com tal sucesso. Mesmo o acer-
to de dois problemas da classe, o nimero de acerto das situacdes de um
para muitos foi 11 vezes maior. Como ja discutimos anteriormente, cre-
ditamos tal resultado ao fato de que, enquanto na classe de um para
muitos, exige-se do estudante apenas uma operacao, na classe de muitos
para muitos, sdo exigidas duas operagoes.

Como o foco deste artigo estd em analisar as estratégias bem-su-
cedidas utilizadas por esses estudantes, deixaremos de lado as questdes
relacionadas as competéncias (percentuais e quantidades de acertos)
dos estudantes ao resolverem as situacdes-problema para focar naque-
las que eles utilizaram, obtendo sucesso em suas resolucoes. Enquanto
os estudantes do 3° ano diversificaram mais suas estratégias de resolu-
¢do (identificamos seis ao todo), os estudantes dos 1° e 2° anos limita-
ram-se ao uso de apenas trés estratégias.

Com base na leitura das estratégias utilizadas pelos estudantes ao
responderem o instrumento diagnéstico, foi possivel identificar seis es-
tratégias. Dessas, apenas as trés primeiras foram encontradas entre os
estudantes dos 1° e 2° anos. Do ponto de vista de Vergnaud (1994, 1998),
estes tltimos dispdoem de menos recursos para lidar com tais situacoes,
muito provavelmente fruto da sua pouca expansdo do campo concei-
tual multiplicativo. E importante salientar que uma maior expansio
desse campo por parte dos estudantes do 3° ano nao significa neces-
sariamente aprendizagem escolar. Tal fato pode ter ocorrido pelo fator
desenvolvimento cognitivo ou, ainda, pela interacdo das criancas desse
grupo com situacdes multiplicativas do cotidiano.

A seguir, descreveremos e exemplificaremos as seis estratégias, as
quais foram identificadas com a contribuicdo de trés juizes (especialis-
tas da area da Educagdo Matemética), por meio de discussoes para se
chegar ao consenso da estratégia adotada pelos estudantes na resolu-
¢do das situacgdes:

Estratégia 1 (El): incompreendida — caracteriza-se por nao ser
possivel estabelecer uma relagdo entre o procedimento adotado pelo
estudante e o resultado por ele apresentado, quer seja pelo fato de ndo
deixar clara a representacao ou por que ele fornece apenas um niimero
como resposta, sem qualquer outro registro. Alternativamente, o estu-
dante faz fez algum tipo de registro que ndo nos permitiu identificar a
estratégia que ele usou para resolver a situacao. Apresentamos, na Fi-
gura 4, a seguir, dois exemplos cujas respostas foram classificadas na
categoria E1.
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Figura 4 - Exemplos de estratégias classificadas como E1

P2 - UM SUPERMERCADO FEZ UMA PROMOCAQ:

“LEVE 4 LITROS DE SUCQO POR APENAS 12 REAIS™.

QUANTO VAI CUSTAR CADA LITRO DE SUCO?
TR o ramasrcsoun g sia amatugs i

C U

=
|

P6. EM UMA GINCANA NA ESCOLA SABER, A CADA 3
VOLTAS CORRENDO NA QUADRA, O ALUNO MARCAVA
4 PONTOS. ALEX DEU 15 VOLTAS CORRENDO NA
QUADRA. QUANTOS PONTOS ELE MARCOU?

L

Protocolo de um estudante do 2° ano
Fonte: Projeto em Rede E-Mult (Santana, 2013).

ESPACO PARA REGISTRAR A SUA RESOLUCAG

Respasta. 3 _—

Protocolo de um estudante do 1° ano

1Y Respasta:

Observamos que, nos dois exemplos acima, os estudantes oferece-
ram aresposta correta para as situacoes, porém ndo nos deixaram pista
de como pensaram para resolvé-las. O estudante do exemplo da esquer-
da produz alguns desenhos, os quais ndo sdo suficientes para que pos-
samos entender a estratégia que ele usou. Por outro lado, no exemplo da
direita, o estudante ndao deixa qualquer marca no papel para além de
sua resposta, inviabilizando qualquer identificacdo de estratégia.

Estratégia 2 (E2): agrupamentos — caracteriza-se por respostas em
que os estudantes utilizam agrupamentos (iconicos ou numéricos), sem
contudo indicar se, a partir desse agrupamento, era utilizada a enume-
racdo (contagem um a um) ou uma operacao (adi¢do ou subtracdo) para
chegar a resposta. Nao héd qualquer indicacdo de que o estudante tenha
lancado mao de uma operacao em seu registro. Abaixo, apresentamos,
na Figura 5, dois exemplos do uso desse tipo de estratégia.

Figura 5 - Exemplos de estratégias classificadas como E2

P3. A ESCOLA RECANTO FARA UMA FESTA
PARA 36 CONVIDADOS. EM CADA MESA,
FICARAO 4 CONVIDADOS. QUANTAS MESAS A
ESCOLA PRECISARA ALUGAR?

P3. A ESCOLA RECANTO FARA UMA FESTA PARA 36
CONVIDADOS. EM CADA MESA, FICARAO 4
CONVIDADOS. QUANTAS MESAS A ESCOLA PRECISARA
ALUGAR?

(ESPACO PARA REGISTRAR A SUA RESOLUCAD
ocoaoco
Qoo o

w &
ﬁmﬂ?’zzm‘?

Protocolo de um estudante do 2° ano

ESPACD PARA REGISTRAR A SUA RESOLUCAD

Resposta: T corgacata
Protocolo de um estudante do 2° ano

Fonte: Projeto em Rede E-Mult (Santana, 2013).

Estratégia 3 (E3): adigdo repetida — caracteriza-se pela opcao de os
estudantes em registrarem uma adicao, numérica ou icénica, de parce-
las repetidas em sua a¢do na resolucao do problema. Entendemos que,
ao fazer uso desse tipo de estratégia, o estudante demonstra que se en-
contrar em uma fase de transicdo entre o raciocinio aditivo e o multipli-
cativo (Magina, Santos, Merlini, 2014, p. 528). “Tal estratégia aproxima-se
do pensamento multiplicativo, mas estd ancorada no raciocinio aditivo,
isto é, forma grupos de mesma quantidade para entdo efetuar a operagdo
de adigdo”. A Figura 6 apresenta dois protocolos que exemplificam esse
tipo de estratégia.
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Figura 6 — Exemplos de estratégias classificadas como E3

P1. JOANA SABE QUE, EM UM PACOTE, HA 6 | P1. JOANA SABE QUE, EM UM PACOTE, HA 6 BISCOITOS.
BISCOITOS. ELA TEM 5 PACOTES. QUANTOS | ELA TEM 5 PACOTES. QUANTOS BISCOITOS JOANA TEM?
BISCOITOS JOANA TEM?

[ESPACO PARA REGISTRAR A SUA RESOLUGAD

ESPACD PARA REGISTRAR A SUA RESOLUCAD
4
30
ED) Emwjff\
= Resposta: _30

Protocolo de um estudante do 3¢ ano Protocolo de um estudante do 2° ano

To
oo

\¢

Fonte: Projeto em Rede E-Mult (Santana, 2013).

Tanto no exemplo da esquerda como no da direita, notamos que
os estudantes repetiram cinco vezes o nimero seis e depois somou
essa quantidade. Fica claro que enquanto o estudante do exemplo da
esquerda tem dominio sobre a operacdo de adicdo, do ponto de vista
do algoritmo, o estudante do exemplo da direita ndo tem o dominio de
tal algoritmo. Porém, note que os dois tém o conceito de adicao, os dois
repetem o numeral 6 cinco vezes e ambos chegam ao mesmo resulta-
do correto, numa clara demonstracao que entenderam que deveriam
adicionar cinco vezes o nimero 6, resolvendo, a contento, a situacao-
problema proposta.

Estratégia 4 (E4): operagdo com apoio iconico — caracteriza-se pelo
ato de resolver o problema por meio da realizacao de uma formal da
multiplicacdo, porém com o apoio iconico. Nesse caso, o estudante de-
monstra saber armar e efetuar a operacdao de multiplicar, mas parece
carecer de um apoio iconico que se apresenta como um modelo repeti-
do. Esse apoio provavelmente o ajudou na realizacao dessa operacao de
multiplicar. Esse tipo de estratégia, ocorrida apenas entre os estudan-
tes do 3° ano, aponta nao s6 para o contato formal do estudante com
a operacgdo de multiplicar, mas também para uma busca de estratégia
informal (representacéo iconica). A Figura 7 a seguir oferece um exem-
plo desse tipo de estratégia.

Figura 7 —- Exemplo de estratégia classificada como E4

P1. JOANA SABE QUE, EM UM PACOTE, HA 6 BISCOITOS. ELA
TEM 5 PACOTES. QUANTOS BISCOITOS JOANA TEM?

[ESPACD PARA REGISTRAR A SUA RESOLUCAD

5 e
>
i
¥
Resposta; Sv/sopn 6. clese 30

Protocolo de um estudante do 3° ano
Fonte: Projeto em Rede E-Mult (Santana, 2013)

Ao examinar a resolucdo do estudante, percebemos que ele, para
além de armar e efetuar corretamente a conta, desenhou, ao seu lado,
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cinco fileiras de seis bolinhas. Nao fica claro se primeiro o estudante
fez a conta e, entdo, enfileirou as bolinhas para confirmar que sua acdo
estava correta ou, se, ao contrario, desenhou as fileiras de bolinhas e,
apoiado nelas, armou e efetuou a conta. O que fica claro é que o icone
e também a ideia de adicao repetida fazem parte de sua resolucao, em
conjunto com a conta.

Estratégia 5 (E5): uso de operagdes multiplicativas — caracteriza-
se pela acdo do estudante em lancar mao de uma operacgao aritmética
(multiplicagdo ou divisdo) de maneira candnica, para buscar a solugdo
do problema. Essa estratégia, tal qual a anterior, foi usada apenas por
estudantes do 3° ano. Na sequéncia, apresentamos, na Figura 8, dois
exemplos (um de multiplicacdo e outro de divisdo).

Figura 8 — Exemplo de estratégias classificadas como E5

P1. JOANA SABE QUE, EM UM PACOTE, HA 6 | P4. PARA FAZER 3 FANTASIAS, SA0 NECESSARIOS 5 M
BISCOITOS. ELA TEM 5 PACOTES. QUANTOS | DE TECIDO. ANA TEM 35 M DE TECIDO. QUANTAS
BISCOITOS JOANA TEM? FANTASIAS ELA PODE FAZER?
ESPAGO PARA REGISTRAR A SUA RESOLUCAD 4 ) [ESPACO PARA REGISTRAR A SUA RESOLUCAD —\
. > 7 i
x5 | |
30 |
|
Resposta: _ Resposta: Mvee _gods | -il.“\J
Protocolo de um estudante do 3° ano Protocolo de um estudante do 3¢ ano

Fonte: Projeto em Rede E-Mult (Santana, 2013).

Observamos que enquanto o estudante do exemplo do Problema
1 resolve satisfatoriamente a situacdo, o mesmo nao acontece no Pro-
blema 4. De fato, notamos que, no problema 4, o estudante resolve a
primeira parte do problema (encontra o valor do operador escalar en-
tre os metros, qual seja 7 m), mas ndo aplica essa relacao encontrada
para as fantasias (3 X 7 = 21 fantasias). E importante ter em mente que
enquanto o problema 1 é da classe um para muitos, a qual exige apenas
uma operacao para encontrar a solucao, o Problema 4 pertence a classe
muitos para muitos, que exige duas operacoes (multiplicacao e divisao),
tornando-o um problema mais dificil para os estudantes. Nossa asser-
tiva encontra respaldo nos percentuais de acertos que esses estudantes
apresentaram em um e outro tipo de classe de problema (rever Tabela
1, em que consta que o desempenho dos estudantes nos problemas de
um para muitos foi quatro vezes melhor que naqueles de muitos para
muitos).

Estratégia 6 (E6): funcional com apoio iconico e simbélico — carac-
teriza-se por agdes em que o estudante estabelece uma relacao propor-
cional entre as grandezas de naturezas distintas, aplicando essa relacao
para chegar a resolucdo do problema. Apresentamos, na Figura 9, a se-
guir, dois exemplos em que essa estratégia é usada.
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Figura 9 - Exemplos de estratégias classificadas como E6

P4. PARA FAZER 3 FANTASIAS, SAO NECESSARIOS 5 | P6. EM UMA GINCANA NA ESCOLA SABER, A
M DE TECIDO. ANA TEM 35 M DE TECIDO. QUANTAS | CADA 3 VOLTAS CORRENDO NA QUADRA, O ALUNO

FANTASIAS ELA PODE FAZER? MARCAVA 4 PONTOS. ALFX DEU 15 VOLTAS
ESPACO PARA REG o CORRENDO NA QUADRA. QUANTOS PONTOS ELE
ISTRAR A SUA RESOLUCAD
MARCOU?
J vl TTELL ‘;“.l,riul\l\ i
z 2 2 22 2 22 T e
|
- j“‘! \ Resposta: =
e e —

B —

Protocolo de um esmda_nte? 30 ano_
Fonte: Projeto em Rede E-Mult (Santana, 2013)

Protocolo de um estudante do 3° ano

A primeira coisa que nos chama a atencao nos exemplos é que,
nos dois, os estudantes buscaram apoio de icones (tracinhos ou boli-
nhas). A relacdo que eles estabelecem é entre os valores explicitamente
postos nos enunciados — 3 (fantasias) para 5 (metros) e 3 (voltas) para
4 (pontos). Porém, como eles sabiam que teriam que repetir sete vezes
a relacdo ‘5 para 3'? Ou, da mesma forma, como eles sabiam que para
saber o ponto total que Alex marcou era preciso estabelecer essa relagao
‘4 para 3’ cinco vezes?

Nossa hip6tese é de que o estudante tenha se utilizado primeira-
mente do invariante operativo de covariacdo (ou operador escalar). No
exemplo dos metros por fantasias, o estudante parece ter identificado
que 35 m € sete vezes mais que 5 m (ou, ainda, para chegar a 35 a partir
do 5, é preciso repetir esse 5 sete vezes). Em outras palavras, o estudante
encontrou o valor do operador escalar entre os valores da varidvel metro
(no caso 7) e o aplicou na relacao funcional (entre 3 metros e 5 fanta-
sias), identificando quantas vezes essa relacao se repetiria. Da mesma
forma, podemos supor que, no exemplo da direita, o estudante primeiro
identifica o operador escalar (5), e esse serd o nimero de vezes que a
relacdo entre 4 e 3 se repetird, concluindo que 4 pontos 5 vezes resultam
em 20 pontos.

Essa hipdtese pode ter como variante de acdo a ideia de “comple-
mentacdo” em que o 5 é repetido vdrias vezes até chegar ao 35 (5 + 5 =10,
nao chegou; + 5 =15, ndo chegou... e assim até chegar ao valor desejado),
e, entdo, tal processo é copiado para a outra grandeza (3 sete vezes, che-
gando ao 21). Seja por um caminho ou por outro, o fato é que o estudan-
te explicita o fator escalar entre os valores de uma das varidveis (entre o
5e035,jd queelerepete 7 vezes o 5) e faz o mesmo para a outra variavel,
repetindo o 3 (representado iconicamente) sete vezes. Nosso estudante
deixa claro haver relacao entre os valores das varidveis (5 e 3, no caso
dos metros de tecido, e 4 e 3, no caso das voltas e pontos por volta).

Por fim, para sintetizar nossa andlise, encontramos, na Tabela 2 a

seguir a apresentacdo e quantificacao dos tipos de estratégias utilizadas
pelos estudantes dos trés anos, segundo o tipo de situacdes-problema.
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Tabela 2 - Relac@o entre as estratégias utilizadas com sucesso e as
situacoes-problema

1°ano (n=22) 2°ano (n=45) 3°ano (n=115)
Total
El E2 E3 E1l E2 E3 El E2 E3 E4 E5 E6
3 9 17 125
Pl|(de22) 6 0 |(de45) 16 3|(dell5) 30 18 7 16 0 | (de182)
1 5 14 74
P2| (de22) 3 1 |(de45) 9 0| (dell5) 35 1 0 5 0 | (de182)
7 5 25 50
P3| (de22) 1 0 |(de45) O 0| (dell5) 7 1 0 4 0 | (de182)
0 1 6 10
P4| (de22) 0 1 |(de45) 0 0|(del115) 0 0 0 O 2 | (del182)
7 5 11 23
P5|(de22) 0 0 |(de45) O 0| (dell15) 0 0O O O O | (de182)
0 2 4 10
P6| (de22) 0O O |(ded45) 0 0| (dell5) 2 0 0 O 2 | (del182)
18 10 2 27 77
TOTAL | de132) (de270) 25 3((de690) 74 20 7 25 4
% 14 8 1,5 10 9 1 11 1 3 1 4 0.5

Nota: n = ndmero de estudantes que acertaram, pelo menos, uma das seis
situacoes-problema.
Legenda: P1, P2 e P3 = Problemas um para muitos P4, P5 e P6 = Problemas muitos
para muitos. El= estratégia incompreendida; E2= estratégia agrupamentos;

E3= estratégia adicao repetida; E4= estratégia operagdo com apoio iconico; E5=
estratégia uso de operacoes multiplicativas e E6= estratégia funcional com apoio
iconico e simbdlico.

Fonte: Magina, Lautert, Santos, baseados nos dados do estudo.

Os dados mostrados na Tabela 2 indicam que houve uma ten-
déncia de comportamento nos trés grupos, em que as estratégias mais
utilizadas foram, de longe, E1 e E2 — aquela que nao explicita o esque-
ma utilizado para a resolu¢do da situacao (E1) e a de agrupamento, por
meio do uso de icones (E2). Ainda, embora em numero reduzido, tive-
mos estudantes dos trés anos utilizando a estratégia de adicdo repetida
(E3), normalmente com ajuda de icones. Tal dado nos fornece uma ideia
daimportancia do icone no apoio ao raciocinio dos estudantes, pois sa-
bemos que problemas de multiplicacido sao pouco ou nada trabalhados
nesses anos de escolarizagdo, em especial os 1° e 2° anos. Esses resul-
tados reafirmam as conclusoes do estudo de Merlini e Teixeira (2018).

Queremos, ainda, chamar a atencao para: primeiro, os estudantes
dos trés anos tiveram comportamentos similares no sentido de ter sido
aEl, seguida pela E2, as estratégias mais comumente utilizadas; segun-
do, a E1 pode ter sido “um chute”, uma contagem ou até uma operacao
mental desses estudantes. Mas o que importa aqui é que o estudante
ndo soube (ou ndo podde, ou ndo quis) registrar o caminho que seguiu
para encontrar seu resultado. E importante informar que, durante toda
aaplicacdo do teste, os pesquisadores enfatizaram e estimularam cons-
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tantemente o registro de suas resolucdes. O caso de ndo saber ou nao
poder registrar nos remetes ao uso implicito do invariante (Vergnaud
1994, 1998).

Também notamos que estratégias mais sofisticadas - E4, E5 e E6
— em que a operacao de multiplicacdo ou divisao é explicitamente re-
alizada - s6 aparecem entre os estudantes do 3° ano e, mesmo assim,
com um percentual irrisério (pouco mais de 5%). Isso ja era esperado,
uma vez que, como afirmamos anteriormente, é costume de o universo
escolar s6 introduzir formalmente a estrutura multiplicativa no 3° ano,
sendo que ela ganha énfase a partir do 4° ano.

Por fim, gostariamos de chamar a aten¢do para as solugées nao
canonicas de quatro estudantes do 3° ano, os quais, em duas das situa-
coes-problema (P4 e P6), encontram a solucdo buscando a relagdo, com
o auxilio de icones, existente entre as varidveis presentes no enunciado.
Na visdo de Magina e Cols.(Magina; Santos; Merlini, 2014; Magina; Mer-
lini; Santos, 2016; Magina; Fonseca, 2018), arelacdo de proporcionalida-
de encontra-se construida entre quatro medidas, tratadas duas a duas.

Conclusao

Nossa primeira conclusdo é a de que os estudantes, mesmo sem
terem aprendido o processo de multiplicar, sdo capazes de pensar mul-
tiplicativamente. Tal resultado tem encontrado respaldo em estudos
correlatos (Magina, 2013; Magina, Santos; Merlini, 2014, Lautert; San-
tos, 2017, Lautert; Santos; Merlini, 2018, Merlini; Teixeira, 2018; Magina;
Fonseca, 2018). Identificamos, contudo, que, mesmo que tal pensamen-
to esteja elaborado o suficiente, estratégias alternativas sdo buscadas ja
desde o 1° ano, para leva-los ao sucesso na resolugdo da situagdo-pro-
blema. Assim embora essa conclusdo ja tenha sido apontada em estu-
dos anteriores, trazemos como novidade a identificacdo de estratégias
alternativas dos estudantes, tais como contagem, adicdo repetida e, de
sobre maneira, o uso de icones diversos.

H4 uma clara distincao, em termos de sucesso e uso de estraté-
gias, entre as duas classes — um para muito e muitos para muitos — em
que, na primeira, hd um salto significativo entre os comportamentos
dos estudantes dos 1° e 2° anos e os do 3°, a favor desses ultimos; por
outro lado, na segunda, o resultado sofre o efeito de chdo. Fica clara a
dificuldade de os estudantes explicitarem os invariantes da classe mui-
tos para muitos, resultando em solucoes baseadas, de sobremaneira, em
esquemas implicitos. E isto foi valido para os trés anos escolares.

Por fim, concluimos que esses resultados confirmam a nossa con-
jectura de que a escola pouco ou nada tem ensinado sobre as estrutu-
ras multiplicativas, em especial nos 1° e 2° anos. Tal postura dificulta a
apropriacdo e o desenvolvimento do raciocinio multiplicativo, ja pre-
sente, de maneira intuitiva, entre alguns estudantes dos 1° e 2° anos. Ha
uma tendéncia, entre os estudantes, de pensar a situacao multiplicativa
sob um olhar aditivo, mesmo quando chegam a armar o algoritmo da
multiplicacao (os estudantes do 3° ano)*.
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“ciclo de alfabetizacdo” compreenderd os anos acima referidos.

2 Isomorfismo, do ponto de vista matematico, é o mapeamento entre objetos, que
mostraumrelacionamento entre duas propriedades ou operacdes, preservando
a estrutura dessas propriedades ou operacdes.
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niaire; Pulos, 1985, Lautert; Schliemann, 2020).
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