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Resumo

O método de relacao de coortes € um método demografico utilizado Palabras-

para projecdes populacionais por sexo e idade para pequenas areas. chave

Porém, devido a instabilidade dos eventos demograficos em areas Projecdo

menores, 0 método produz resultados pouco razoaveis para alguns Demografia

grupos de idade. Neste artigo aplicamos um estimador contragao, Pequenas areas

bayesiano empirico, para reduzir a instabilidade nas estimativas dos Bayesiano

fatores diferenciais de crescimento do método em areas menores. empirico

Ao aplicarmos o método de relagao de coortes, ajustado pelo Método da relagao
de Coortes

bayesiano empirico, para projegdes populacionais municipais no
Brasil entre 2000 e 2010, observamos uma redug¢ao na variabilidade
das estimativas por idade. Além disso, o método reduziu o erro
percentual absoluto médio das populacdes projetadas nesse decénio
comparativamente aos resultados obtidos com a aplicagcdo do método
original proposto por Duchesne (1989), especialmente nos grupos
etarios de adultos e idosos.

Abstract

The cohort ratio method isa demographic approach used for sex and
age-specific population projections in small areas. However, due to
the instability of the demographic eventsin small areas, this method
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produces unreasonable results in some age groups. In this paper, Keywords
we apply a Bayesian spatial statistic technique (empirical Bayes) to Projection
reduce instability when estimating the cohort changes' index of the Demography
cohort ratio method for small areas. When applying the method for Small areas
population projections in some Brazilian small areas, from 2000 to Empirical Bayes
2010, we observe a reduction on the variability of the estimations. Cohort ratio

In addition, our method reduced the error of the projections from method

2000 to 2010 when compared to the method originally proposed by

Duchesne (1989), especially on the last age groups.

Recibido: 18/01/2019
Aceptado: 05/08/2019

Introducgao

Desde a segunda metade do século passado o Brasil vem experimentando importantes
mudang¢as demograficas, que ocorreram em ritmos diferentes ao longo do territdrio,
e que teve variagdes ao longo do tempo. Todas as regides do pais experimentaram
significantes declinios nas taxas de mortalidade, especialmente nas primeiras idades,
e diferentes transformacdes nas taxas especificas de mortalidade por causas de
morte (Aradjo, 2012; Castro e Simdes, 2009; Prata, 1992; Schramm et al.,, 2004). As
taxas de fecundidade reduziram em todas as regides em diferentes ritmos de declinio
(Potter, Schmertmann, Assung¢ao e Cavenagui, 2010; Wong e Carvalho,2006). Os fluxos
migratdrios do Nordeste para o Sudeste do pais se tornaram menos intensos ao passo
gue se intensificaram os fluxos dentre uma mesma unidade federativa (UF) ou regido
(Cunha e Baeninger, 2005; Moura, 1980; Oliveira e Oliveira, 2011; Pacheco e Patarra, 1997).
Todas essas mudangas modificaram o perfil da populagdo das unidades federativas,
e, sdo ainda mais impactantes, quando as areas geograficas de andlise diminuemem
tamanho, tornando-se mais complexa a estimacao e a proje¢ao de taxas demograficas.

Estimativas e projecdes populacionais, por variaveis demograficas (ex. sexo e idade)
ou niveis geograficos mais desagregados, sdo importantes para o delineamento
e planejamento de politicas e alocagao de recursos publicos em diversas areas
(Barros e Cavenaghi, 2017; Rees, 1989; Santos e Barbieri, 2015). Porém, estimativas
precisas de populag¢des subnacionais por sexo e idade, especialmente em paises em
desenvolvimento, ainda sdo desafios para demadgrafos e estudiosos de populacgao,
especialmente em dreas com limitacdes na qualidade dos registros vitais e contagem
de populacdo (Justino, Freire e Lucio, 2012; Paes e Albugquerque, 1999). Para lidar com
essa demanda, € necessario o desenvolvimento ou aprimoramento de métodos
e técnicas que permitem incorporar, nas estimativas de populagdo, possiveis
heterogeneidades nos eventos demograficos em areas menores.

Os métodos tradicionalmente utilizados para estimar e projetar populacao
em pequenas areas estao centrados nas tendéncias histdricas do crescimento
populacional, na relagao que algumas variaveis socioecondmicas poderiam ter
com o numero de habitantes de determinada area ou, quando possivel, nas trés
componentes que regem toda a dinamica demografica local (Brito, Cavenagui e
Jannuzzi, 2010; Granados, 1989; Jannuzzi, 2006; Jardim, 2000; Rao, 2003; Smith, Tayman
e Swanson, 2001; Sprague, 2013; Waldvogel,1998). Porém, esses métodos tradicionais
nao incorporam um aspecto importante em projegdes populacionais de pequenas
areas: a configuragao e correlagdo espacial da area em estudo.
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O meétodo de relagdo de coortes € tradicionalmente empregado para projecdes
populacionais por sexo e grupos de idade em pequenas areas no Brasil (Assungao,
2002; Ipardes e IBGE, 1999). O método calcula um fator diferencial de crescimento
por coortes etarias das populagdes de cada area menor e, em seguida, extrapola o
crescimento das coortes de cada drea menor em relagdo ao crescimento das mesmas
coortes etarias numa area maior que compreende, geograficamente, todas as areas
menores (Duchesne, 1989). A principal vantagem desse método é a incorporacao das
mudancas no tamanho da populacdo por coortes de idade de cada area menor em
relacao as mudancas nas coortes equivalentes da drea maior. Ao utilizar a razao entre
as relagdes de sobrevivéncia das coortes etarias das areas menores g, as relagcdes de
sobrevivéncia das coortes equivalentes na drea maior, denominada fator diferencial
de crescimento da coorte,1assume-se que o método incorpora parte da ldgica que rege
adinamica demografica da regiao. Dentre outras vantagens, o método projeta nao sé
o volume total da populagao de cada area menor, mas também uma estrutura etaria
populacional de cada drea menor condizente com a estrutura etaria da area maior. Por
essas e outras vantagens o método de relagao das coortes pode ser considerado como
uma variante do método de coortes componentes necessitando, porém, de um menor
refinamento de dados para ser implementado, conforme descrevemos mais adiante.

Por outro lado, uma das principais limitagdes do método se refere ao fato de os fatores
diferenciais de crescimento por coortes etarias serem tomados como constante por
todo o periodo da projecdo. Esses fatores sao calculados diretamente das informagodes
censitarias entre dois censos, mormente com observacdes dos dois ultimos censos
disponiveis. Além disso, ndo € raro observar a ocorréncia de valores extremos
(discrepantes) nos fatores diferenciais de crescimento em determinados grupos de
idade e em algumas pequenas areas, produzindo estimativas pouco razodveis em
termos de estrutura etaria e do volume da populacao (Alves, 2016). Manter esses
valores discrepantes nos fatores diferenciais de crescimento por todo o periodo da
projecao, geraria erros acumulativos a cada quinquénio, resultando em projecoes
pouco razoaveis quanto menor for a area em questao.

Dentre outras limitagdes menores, ressalta-se o fato de ndo haver uma perfeita
igualdade entre a soma das populacdes por idade entre as areas menores em relagao
as mesmas idades na area maior. No que diz respeito a outras limitagdes menores,
sugerimos a leitura de Duchesne (1989).

Entretanto, em detrimento das limitagcdes do método de relagao de coortes, seja pela
qualidade dos dados ou pela dindmica dos eventos demograficos em pequenas areas,
trata-se de um método demografico que incorpora, ainda que indiretamente, algumas
nuances das componentes demograficas que ndo podem ser previstas ou projetadas
por puras equagdes matematicas ou modelos estatisticos.

Ha uma vasta variedade de métodos de projecdes populacionais de pequenas
areas, alguns baseados em relagdes que tentam levar em consideragao a dinamica
demografica, ainda que indiretamente, outros que tentam relacionar o crescimento
populacional com variaveis correlacionadas ao incremento ou decremento da
populacdo (varidveis sintomaticas) e os métodos por extrapolacdao matematica

1 Para efeito de simplificacdo, muitas vezes esses fatores diferenciais de crescimento das coortes serao chamados de:
fator (ou fatores) K.
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(Cavenaghi, 2012; Granados, 1989; Jannuzzi, 2006; Rao, 2003; Santos & Barbieri, 2015;
Smith et al., 2001; Sprague, 2013; Waldvogel, 1998).

Em alguns paises latino-americanos, como Argentina, Chile e Peru, utilizam-se
um conjunto de procedimentos que envolve a projecao da participagao relativa da
populacao da area menor com relagao a area maior usando uma fungao logistica.
A populacao da area maior deve ser projetada anteriormente, assim como ocorre
no método relagdes de coortes. A partir dessa populagao total projetada para a area
menor, a estrutura etaria é obtida a partir de um processo iterativo com tabelas de
contingéncia para ajustar a distribuicdo da populagdo por idade das areas menores
a distribuicdo etaria da area maior,em determinado periodo da projecao. No manual
VIl das Nacdes Unidas (Naciones Unidas, 1975) hd uma descricdo do procedimento.
Arriaga (2001) também traz detalhes sobre esta metodologia.

No Brasil, Corréa e colaboradores (2011) utilizaram uma funcao logistica para projetar
a participacao relativa da populagdo de areas menores com relacao a uma area maior,
usando o arcabouco metodoldgico do método apportionment method ou AiBi como
ficou conhecido no Brasil (Madeira e Simodes, 1972).

Neste artigo, privilegiamos o método relacdes de coortes, por entender que sua
distribuicao etaria € obtida a partir de um mecanismo, com as relacdes de sobrevivéncia,
gue considera a dindamica demografica de forma mais direta a partir das componentes
gue regem essa dindmica populacional. Além disso, combinamos técnicas de
estatistica espacial com aplicagao do método de relagao das coortes com o objetivo
de amenizar uma das principais limitagcdes do método proposto por Duchesne (1989).
Propomos a utilizagao do modelo bayesiano empirico, que incorpora a distribuicao
espacial das areas vizinhas ou homogéneas aquela drea menor em questdo e reduz
as flutuagdes excessivas no calculo dos fatores diferenciais de crescimento do método
de relagao de coortes (Duchesne, 1989).

A solugao apresentada por Duchesne (1989) para reduzir a alta variabilidade nos
fatores diferenciais de crescimento por grupos de idade seria algum tipo de ajuste ou
suavizagao matematica nesses fatores ao longo dos grupos etarios. Consideramos
que a incorporagao do estimador contragao do tipo bayesiano empirico produz uma
suavizacao nos fatores diferenciais de crescimento por coortes etarias, diminuindo sua
variabilidade e gerando melhores resultados na projecado populacional pelo método
relacdes de coortes.

Assim, neste artigo, além de apresentar os algoritmos para aplicacao do método
de relacdo de coortes e o desenvolvimento do estimador bayesiano empirico para
o calculo do fator diferencial de crescimento, apresentamos uma analise dos erros
de projecao nas seguintes situagdes: i) aplicacdo do método de relagdo de coortes
originalmente proposto por Duchesne (1989), e ii) aplicagdo do método de relagao
de coortes com ajuste pelo estimador bayesiano empirico no calculo dos fatores
diferenciais de crescimento das coortes. Finalmente, apresentamos os resultados
da projegao dos 5.570 municipios do Brasil entre 2010 e 2030. Desenvolveu-se um
algoritmo em R para implementagcao do método de relagao das coortes com ajuste
pelo estimador bayesiano empirico, que esta disponivel no site de Demografia UFRN
(s.d.). O algoritmo desenvolvido facilita a aplicagao do método sempre que houver
uma atualizagdo ou mudangas nos dados de populagdo paras as areas de interesse.
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Dados e métodos

Os dados basicos para qualquer aplicagcdo do método proposto neste artigo sao: a)
populagdo por sexo e grupos quinquenais de idade (0 a 4,5a 9,.., 90+) para todas as
areas menores de interesse e para a area maior que compreende geograficamente
as areas menores nos dois Ultimos censos demograficos; b) populagao projetada para
a area maior, por sexo e grupos quinquenais de idade, em todos os anos calendarios
quinguenais, ao longo de todo o periodo de projecao; c) taxa total e taxas especificas de
fecundidade da area maior, projetadas por grupos quinguenais de idade das mulheres
ao longo do periodo reprodutivo para todos os anos calendarios quinquenais ao longo
de todo o periodo de projegao, e d) tabuas de mortalidade projetadas para as areas
maiores, por grupos quinquenais de idade e sexo, para todos os anos calendarios
quinguenais, ao longo de todo o periodo de projecao.

Os dados censitarios e as estimativas e projecdes de taxas demograficas para as
areas maiores, como estados, departamentos, etc., sdo comumente disponibilizados
por institutos ou agéncias de estatisticas oficiais. Requer-se, no caso do método aqui
proposto, que o intervalo de tempo entre os dois Ultimos censos seja de 10 anos.
Entretanto, com poucas alteragdes no algoritmo, o método pode ser aplicado quando
ointervalo de tempo entre os dois Ultimos censos for de 5anos. Para outros intervalos
intercensitarios, sugere-se a interpolagao das populagdes por sexo e idade no tempo
via modelos geométricos ou exponenciais de crescimento populacional.

Para os resultados aqui apresentados foram utilizados os dados de populagao por sexo
e grupos quinguenais de idade dos 5.570 municipios e das 26 unidades federativas?
do Brasil, nos censos demograficos de 1991, 2000 e 2010. As estimativas e projecoes
de taxas demograficas e populacao, para todas as unidades federativas do Brasil sdo
disponibilizadas pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica, cuja Ultima revisao
foi realizada em 2018 (IBGE, 2018a).

O método de relacéo das coortes

O método de relagdo das coortes, proposto por Duchesne (1989), poderia ser
considerado com uma variante do método de coortes componentes (Gonzéalez e Torres,
2012) que requer, porém, dados mais faceis de serem obtidos para dreas menoresem
muitos paises ou regides. A légica demografica do método estd fundamentada em
uma medida comumente denominada razédo de mudanga de coortes ou razdo de
sobrevivéncia intercensitdria (Hamilton e Perry, 1962; Swanson e Tedrow, 2013), que
representa a mudancga da populagcao na coorte etaria entre os dois censos, comumente
decenais, e pode ser especifica para cada sexo.

O método pressupode a disponibilidade de proje¢des por grupos etarios e periodos
de tempo quinquenais para as areas maiores, preferencialmente realizadas pelo
método demografico das coortes componentes (Granados, 1989). Ademais, o método
baseia-se em dois parametros definidos mediante razdes de sobrevivéncia de coortes
qguinquenais: a) coeficiente de crescimento das coortes etarias da area maior, e b)
fator diferencial de crescimento das coortes etarias das areas menores em relagcao
as respectivas coortes etarias da drea maior. De um modo geral, com algumas

2 O Distrito Federal € uma unidade federativa que compde uma Unica area sem subareas municipais. Portanto, para este
caso as projegdes sao exatamente aquelas disponibilizadas pelo IBGE, na revisao de 2018.
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adaptagdes para o primeiro e Ultimo grupos etarios, o algoritmo de projec¢ao baseia-se
na seguinte equacao:

t+5 _ t t,t+5
Px+51 - SPx,i X SRSx X SKx,i (1)
onde cada parametro pode ser interpretado como segue:

;j;gl populagdo da area menor i no grupo etario x+5, x+10 projetada para 0 ano t+5;
t ~ . . ..
sPxi : populacéo da drea menor i no grupo etario x, x+5 recenseada no ano t;

px+5

st 1 coeficiente de crescimento ou razao de sobrevivéncia correspondente a
populagdo da drea maior no grupo etario x, x+5que alcanga o grupo etario x+5, x+10 entre
osanos te t+5. Esse coeficiente pressupbe projecdes ja realizadas para a populagao da
area maior por grupos etarios quinquenais entre te t+5.

tE+5
SRSx =

O ultimo parametro do lado direito da equagao 1 trata-se do fator diferencial de
crescimento das coortes etarias nas areas menores em relagdo as respectivas coortes
etarias na area maior. Este fator deve ser calculado com base nos dois Ultimos censos
disponiveis e deve ser mantido constante em todos os periodos quinquenais de
projecao, motivo pelo qual este fator nao € indexado pelo periodo de tempo na equagao
1. Sendo considerado como um dos principais parametros da equacao 1, este fator K
carece de maior detalhamento. Segundo Duchesne (1989), o calculo do fator K para
cada area menor i é realizado como segue:

t+5
Px+su

pt .
=Sxi_ (2
SKx,i — _pts
57 X+5
onde: pt
57X

t+5
Px+5 i

t
Pl . o L - . .
5'xt . ¢ arazdo de sobrevivéncia intercensitaria da populacdo da darea menor ino

grupo etario x, x+5 NO primeiro censo (ano t) que alcanga o grupo etario x+5, x+10 NO
segundo censo (ano t +5). A razao no denominador € a medida equivalente para a
area maior.

A definicdo de K tal como expressa na equacdo 2 pressupde que o intervalo
intercensitario entre os dois Ultimos censos disponiveis seja de 5anos, o que dificilmente
ocorre em muitos paises, como no caso do Brasil. Duchesne (1989), sugeriu um ajuste
no fator Kcom o objetivo de incorporar o efeito do diferencial de crescimento paraum
intervalo intercensitario de 5 anos, ainda que os dois Ultimos censos demograficos
sejam decenais. Assim, com base nas populacdes observadas em censos decenais, um
fator Kpara uma area menor i, para grupos etarios e periodos de tempo quinquenais,
pode ser estimado por:

(PLHL0 0,5 (pLH10 0,5
x+5,0 x+10,i
t 3
P . Pt
o 5" x—5,0 5% x,i 3
5le aE 0'5 ptt10 + pt+10 ( )
Pt Pt
sPx-s 5°x
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Como exposto pelas equagdes 2 e 3, uma vez que o crescimento de uma coorte
especifica numa area menor qualquer pode ser maior ou menor que o crescimento da
respectiva coorte na area maior, os valores de K por grupos de idade devem variar ao
redor de uma unidade. Um fator Kmenor que 1significa que o crescimento da coorte
na drea menor € menor gue o crescimento da respectiva coorte na area maior. Por
outro lato, um fator Kmaior que 1significa que o crescimento da coorte na drea menor
€ maior que o crescimento da respectiva coorte na area maior. Assim, pode-se dizer
que a RSda drea maior na equacao1é ajustada pelo fator Kda area menor i.

Uma das vantagens do método de relagdo das coortes € a pouca exigéncia de dados
parasua aplicacdo. Como observado nas equacgdes anteriores, tanto para o calculo do
fator K quanto para implementacao das projecdes em areas menores pela equacao
1, 0s dados necessarios sdo: populacdo recenseada por grupos quingquenais de idade
e sexo das areas menores e na area maior nos dois Ultimos censos; populacdes
projetadas por sexo, intervalos etarios e periodo de tempo quinquenais para as areas
maiores. Adicionalmente, para determinacao dos nascimentos nas areas menores
em cada quinquénio de projeg¢ao, sao necessarias e taxas de fecundidade e tabuas
de mortalidade projetadas para as areas maiores. Estas ultimas informacdes sao
insumos para aplicagao do método das coortes componentes para projegao das
areas maiores e sdo, portanto, comumente disponibilizadas pelas agéncias oficiais
de estatisticas nacionais.

Talvez a principal desvantagem do método seja a constancia do fator nas projecdes
populacionais das areas menores pela equacao 1. Qualquer mudanga temporaria
e consideravel em qualquer das componentes demograficas de uma area menor,
entre os dois Ultimos censos, implicaria em grandes mudangas na estrutura etaria da
populacdo projetada para aquela drea menor. Neste artigo, lidamos com esta limitagdo
ajustando o cdlculo de Kpor um estimador bayesiano empirico que, além de minimizar
a variabilidade nos valores de K produz uma suavizacao espacial estabilizando estes
valores em areas com baixo contingente populacional.

Implementacdo do método de relagéo de coortes

A implementacgdo da projecao populacional por sexo grupos quinquenais de idade
para areas menores, mediante aplicagao da equagao 1, requer alguns ajustes para o
dltimo grupo etario (de intervalo aberto a direita), e também para o primeiro grupo
etario (0 a 4 anos). Para o Ultimo intervalo etario a equagao de projegcao € como segue:

t+5 __ t t,t+5
whx+5,0 — wa,i X WRSx X wKx,i (4)
onde cada parametro pode ser interpretado como segue:

Pt+5

wPxisi:populacao da area menorino grupo etario x+5, x+5+w projetada para 0 ano t+5;

wPL; i populacdo da drea menor ino grupo etario x, x+wno ano t,

tt+5 P;“g .. . ~ A . N
WS =208 coeficiente de crescimento ou razdo de sobrevivéncia correspondente a
populagdo da area maior no grupo etario x, x+w que alcanga o grupo etario x+5, x+5+w

entre osanos te t+5.

Numa perspectiva de projecao populacional por intervalo de tempo quinquenal,
a populagao no primeiro grupo quinquenal de idade se refere aos nascimentos
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sobreviventes ao longo do quinquénio g, portanto, ndo pode ser obtida pelo algoritmo
da equacao 1. Ademais, a baixa qualidade dos dados de populacao e registros vitais
(nascimentos e 6bitos) em areas menores, em particular no Brasil, impossibilitam o
calculo das taxas especificas de nascimentos e ébitos, de modo que tais taxas possam
ser utilizadas para estimar os nascimentos sobreviventes no quinquénio. A solugao
apontada por Duchesne (1989) € a utilizagao de um indice diferencial de fecundidade,
entre cada uma das adreas menores e a area maior, calculado com base nos dados
censitarios. O calculo deste indice diferencial de fecundidade requer, inicialmente,
estimativas da Razdo Crianca-Mulher (Lee, 1957), tanto para as dreas menores quanto
para a area maior. Assim, de acordo com Duchesne (1989), o algoritmo detalhado a
seguir busca suprir tais limitagcdes nos dados e possibilita estimar indiretamente as
guantidades de nascimentos sobreviventes nas dreas menores durante um intervalo
de tempo quinquenal.

Primeiramente, para cada area menor i no ultimo censo, calcula-se a Razao
Crianca-Mulher:

Po,i
RCM; = = (5)

30P1si

onde o sobrescrito “f" no denominador faz referéncia a populagao de mulheres no
intervalo etario reprodutivo, assumindo que este intervalo se inicia no grupo etario
15219 e termina aos 45 a 49 anos, ou seja, as mulheres expostas ao risco de gerar um
nascimento. ;P,; € o numero de criangas de O a 4 anos completos na pequena area i
no ultimo censo.

Em seguida, para a area maior no ultimo censo, também se calcula a Razao
Criang¢a-Mulher:

RCM = <2 )

3DP15

onde, similar a equacgao 5, o sobrescrito “f" no denominador também faz referéncia a
populagcao de mulheres no intervalo etario reprodutivo de 15 a 45 anos (desta vez, na
area maior). Da mesma forma, o .P, € o numero de criangas de O a 4 anos completos,
agora da area maior.

Uma vez determinadas as razdes crianca-mulher nas areas menores € na area maior,
calcula-se o seguinte indice diferencial de fecundidade para cada area menor i

RCM; ()

IDF; = T

Posteriormente, calcula-se a taxa de fecundidade total para cada area menor i

equivalente ao quinquénio de projegao t, t+5:

TFT/**S = IDF;(TFT"*5) (g)
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Observa-se que a taxa de fecundidade total na area menor i depende do indice
diferencial de fecundidade de cada area menor e da taxa de fecundidade total
projetada na area maior. De posse das taxas de fecundidade totais, calculam-se as
taxas especificas de fecundidade (TEF) para cada area menor i

t,t+5

tt+5 sTEFy
sTEFy; (W

Arazao entre a TEF e a TFT no periodo de projegao t, t+5, na area maior, representa o
percentual da TEF das mulheres no grupo etario x, x+5, em relagdo a TFT no mesmo
grupo etario. As TEF para a drea menor ideterminardo o volume de nascimentos desta
localidade no periodo de projecao t, t+5.

Antes de proceder ao calculo dos nascimentos na drea menor i, determina-se o volume
de mulheres expostas ao risco de gerar um nascimento, que pode ser aproximado pelo
total de mulheres no meio do intervalo de tempo de 5 anos:

pfitt+s _ 1 fit f.t+5
sFy.i - ;( sFri t+ sPi ) ()

Lembrando que as populagcdes stl e 5Pf” foram obtidas pela aplicagdo da equacgadol

para o sexo feminino. De posse do numero de mulheres no meio do periodo quinguenal
de projecgao, e também das TEF aplicaveis a todo quinquénio para cada area menor i,
determina-se o numero de nascimentos (B) em cada localidade ientre te t+5:

B[F‘HS = ;5=15[ Eaﬁt,t-l-S( STEFt t+5)]5 (M)

onde a multiplicagdo por 5, em cada termo do somatodrio, deve-se ao fato de que as
TEF representam o risco médio anual de nascimentos dentro do grupo etario x, x+5.
Para estimar os nascimentos em todo o intervalo etario x, x+5 & necessario multiplicar
as TEF por 5.

Os nascimentos determinados pela equagao 11 estao expostos a um risco de morte
desde o nascimento até antes de completarem o 5.° aniversario. Ademais, a equagao
11 ndo distingue entre nascimentos femininos e masculinos, informagao importante
para determinar o total de mulheres que, no futuro estardo expostas ao risco de gerar
um nascimento na area menor i. Assim, o calculo dos nascimentos sobreviventes
masculinos e femininos, respectivamente, na area menor i dar-se-a por:

t,t+5
RSN LY
Pm JA+5 — Bit,t‘i's ( ) ( 540 ) K{J’i’t (12)

1+RsN) \ 51t
e
ft 5 4 L‘F t,t+5 f
+ tt+5 550
P/, B! (_1+Rs~)(5,,g) K, 3

onde os fatores RSN/(1+RSN) e 1/(1+RSN) determinam as parcelas de nascimentos
masculinos e femininos, respectivamente.Ja a razdo ;L /51, para cada sexo, determina
o risco de sobrevivéncia ao nascimento na area maior e deve ser obtido com base
nas tdbuas de vida projetadas para a area maior. Os termos gPyi**® e p/it*5 s30 as
populacdesde 0a 4anoscompletosdadrea menoriprojetadas parao periodoentre te t+5.
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. r ~
As quantidades K e K,; em ambas as equacdes 12 e 13 representam os fatores
diferenciais de crescimento ao nascer, para nascimentos masculinos e femininos
respectivamente, para cada drea menor ie podem ser obtidas por:

0,5
K,;ﬁ = ( 51{&’5 (14)

0,5
Kl{i = ( SK({i) (15)

onde;K,, seja masculino ou feminino, € equivalente ao periodo de um quinquénio g,
por isso, precisa ser ajustado para representar um K equivalente a um ano, ja que o
indice diferencial de crescimento ao nascimento refere-se somente ao primeiro ano.

Duchesne (1989) destaca algumas observagdes importantes sobre o calculo do indice
diferencial de crescimento ao nascimento da area menor em relagao a area maior
entre os dois Ultimos censos populacionais (tal como definido nas equacdes 14 e 15).
Primeiro, se o intervalo intercensitario € de 10 anos, ndo temos informagdes necessarias
para estimar o fator ;K,, tal como expresso pela equagao 3. Neste caso, recomenda-se
a utilizagao do fator ;K;, este sim podendo ser obtido pela equagdo 3. Segundo, nos
casos em que a migracao nas primeiras idades € intensa (quando as maes migram
com seus filhos ou geram nascimentos no local de destino logo apds a migracao),
sugere-se utilizar, no calculo do fator K;,0s fatores .K,, ou .K,; ao invés de ;K;. Nesse
artigo, usamos o ;K.

Um estimador bayesiano empirico para o ajuste do fator K

O fator diferencial de crescimento, o fator K, pode ter alta variabilidade, principalmente
nas areas menores e Nos grupos etarios de menor populagdo. Neste sentido, sugerimos
uma alternativa metodoldgica para minimizar as variancias dos fatores K, a partir de
um estimador contracao, da classe bayesiano empirico. O fator Kpode ser determinado
como segue:

GPL10 0,5 SPL10. 0,5
5 p— 0 5 ( X+5, l) + ( x+10.1) (16)

ESPj4 ESPji,

Podemos ainda simplificar e escrever como na formula 17 a seguir. Os estimadores
bayesianos empiricos propostos sao para estimar K;, e K;, da formula 17.

Kx'i = 0,5 I:(Ki’l)o,s + (Ki'2)0,5:| (17)

onde,
P Pt+10 Pt+10 5PE+1D
ESP: , = Pt S5Tx+3 x+5 ESP — Pt- 5 x+10: K. . = X+5,0 e K, = x+10,i 18
i1 50 x-5,i Pt 2= s5Fxi SP}E i,1 ESP;4 i,2 ESP;, (18)

ESP;, € interpretado como a populagao esperada na area menor i NO grupo etario x+5,
X+10 @N0S, N0 ano t+10,sob a hipdtese de que a razdo de sobrevivéncia da coorte na area
menor iseja a mesma da area maior no mesmo periodo. A interpretagao para ESP;, €
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analoga, ESP;. € a populagao esperada na area menor i N0 grupo etario x+10; x+15anos,
no ano t+10, sob a hipdtese descrita acima. Na equagao 16, tanto 5Pl quantosPiiis; sdo
contagens e podemos trata-los, estocasticamente, como uma variavel aleatéria com
distribuicdo de Poisson. A descricao a seguir se refere ao primeiro termo (sP:1i}) sendo
analogo ao segundo termo:

sPLeS ~ poisson(ESP; ,.6;) (19)

onde 6; € o risco da populagao da coorte ser maior ou menor que o esperado sob a
hipdtese de que a drea menor i possua a mesma razao de sobrevivéncia que a area
maior. Com isso, tem-se que a média condicional de P29 é E( sPLi2%/6;) = ESP10; . O
estimador de maxima-verossimilhanga para 0; € o fator K;,, que pode ser escrito pela
equacao18.

Seguindo o arcabouco tedrico de Marshall (1991), 6; tem distribui¢ao a priori nao
especificada, com momentos E(0;)=m e v(0;)=A. O estimador bayesiano empirico para
K;, é dado por:

6, = m + ¢(K;, —m) (20)

onde,

n Pt+1Q
A~ i=1 5" x+5,0 (2.')

Z?=1 ESPi,
Na equacao 21, nindica o nUmero de pequenas areas e i1 deve ser interpretado como
sendo o fator K médio para todo o conjunto de areas, ou seja, a drea maior. Portanto,
m é 1. Ainda segundo Marshall (1991), o fator éna equacgdo 20, representa o fator de
contragao do estimador bayesiano empirico, que € dado por:

A _ v __ A
i — YT s, m (22
V(K1) A+
ESP;,

onde,
d=st-m[gn, 51;5.:‘/?] é o estimador ianci 3 i

ia para a variancia do parametro 6, O denominador da
expressado 22 € o estimador para a variancia de K, ja s? M , € a variancia
de K, ponderada pelo tamanho do grupo etario na pequena area ie T=@n, P E
|m|oortar1te lembrar que os valores populacionais da formula 21 e da legenda da formula
22, expressos aqui neste paragrafo, se referem a populagdo do primeiro dos dois censos
utilizados como base de entrada para o célculo dos fatores K. No artigo original de
Marshall (1991) o estimador bayesiano empirico € uma taxa de incidéncia, diferente do
gue se propde neste trabalho. Ao longo do Apéndice deste artigo encontram-se as
demonstracdes detalhadas para E(K,,), v(K,,) e A ,respectivamente.

Em suma, & € o quociente entre a variancia de 6, e a variancia de seu estimador, dado
por K;,evariaentre oe 1. Aldgica é que quando a variancia de K;, € muito alta, portando
um estimador pouco confidvel, ¢ tenderd a o. Nesses casos, o valor de 0; (Que é o
estimador bayesiano empirico para K;,) na equacgao 20 tendera para a média (i1 ) dos
seus vizinhos ou, como utilizado neste trabalho, a média da Unidade da Federacao.
Por isso que chamamos de estimador contragao, pois a suavizagao operada por este
estimador da equacgao 20 reduz ou contrai o valor inicial da estimativa de K;, para o
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valor médio. Nesse caso, se por hipdtese o valor de ¢ de uma determinada pequena
area fosse 1, seu fator Kj;, originalmente calculado, seria descartado pelo fator K;, médio
da Unidade da Federagao. Estariamos, portanto, assumindo que aquela pequena area
iteria exatamente a mesma relagcao de crescimento da area maior.

Por outro lado, se a variancia de K;, € muito pequena e tender a o0, 0 valor de ¢ tendera
para 1. Pela equagdo 20 percebe-se que, quanto mais proximo ¢é for de 1menor serd a
contragao, reduc¢ao ou suavizagao operada no K;, originalmente calculado para a area j,
o que faz sentido na medida em que se a variancia de K;, é baixa este ja € um estimador
confiavel, ndo sendo necessario grande ajuste na estimativa inicial.

Também podemos entender 6; como um estimador de carater espacial, uma vez
que contrai a estimativa inicial de K, da area menor para o valor médio, e essa média
pode ser dos vizinhos, dos similares segundo algum critério ou de uma area maior que
contém a pequena area i, como utilizado neste trabalho.

Por fim, essa abordagem é da classe bayesiana uma vez que adotamos o arcabougo
tedrico bayesiano onde os parametros ndao sao fixos, tendo distribui¢ao de probabilidade
associada, ainda que nem sempre especificadas como aqui. Desta forma, nesta
abordagem assumimos uma abordagem estocastica para 6; na medida em que
assumimos variabilidade e a estimamos. Mas ndo estamos gerando distribuicdo a
posteriori, uma vez que a priori para 6; ndo foi especificada. Como dito anteriormente,
todo esse desenvolvimento tedrico é analogo para o K;, da férmula 17. No anexo 4
estao todas as férmulas para o estimador bayesiano empirico para o Kj,.

Resultados

O método de relagao das coortes, com ajuste pelo estimador bayesiano empirico no
calculo do fator diferencial de crescimento, foi aplicado para projecdes populacionais
dos 5.570 municipios do Brasil entre 2010 e 2030, por sexo € grupos quinguenais de
idade (0-4, 5-9, 10-14,...,, 90+). As areas maiores foram as 26 unidades federativas. O
Distrito Federal nao contém delimitagdes municipais e, por isso, nao foi incluido nas
projecdes de areas menores.

Incialmente, para avaliagao dos resultados com o ajuste pelo estimador bayesiano
empirico proposto neste artigo, aplicou-se o método para proje¢des populacionais
em todos os municipios do Brasil entre 2000 e 2010 ndo envolvidos em processo de
emancipag¢ado. Uma avaliagao dos resultados de uma projegao populacional paraum
ano especifico sé é possivel quando se conhece a populacdo observada no mesmo
ano. Dessa forma, utilizou-se os dados de populagcdo dos municipios nos censos de 1991
€ 2000 para projetar as populagcdes municipais para o ano de 2010 e, entdo, comparar
as estimativas com a populagao observada no censo de 2010.

Primeiramente, os fatores diferenciais de crescimento (K) foram determinados sem
qualquer tipo de ajuste ou suavizagdo. Em seguida, utilizou-se o estimador bayesiano
empirico para incorporar uma suavizagao espacial no calculo dos fatores K. Entdo,
projecdes populacionais pelo método de relagdo de coortes foram realizadas
considerando-se essas duas formas distintas de obtenc¢ado dos fatores diferenciais
de crescimento.

3 Emancipagao municipal pode ocorrer no Brasil de diversas formas. Um municipio pode ser desmembrando em dois ou
trés ou determinado municipio pode ser criado com base em populagdes cedidas por dois ou mais municipios distintos.
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Avaliagdo do erro de proje¢do com e sem o ajuste no fator K

A precisao da estimativa populacional para um intervalo de 10 anos foi avaliada
considerando-se o erro percentual (EP) que € o quociente da diferenca entre as
populacdes observada e estimada para 2010:

censo rojetada
PZOJ.O _Papgzgj

EP = (23)

Pigts°

Com base no EP calculou-se o Erro Percentual Absoluto (EPA), que fornece a
magnitude do EPR. Por fim, estimou-se o Erro Percentual Absoluto Mediano (EPAM),
que é simplesmente a mediana do ERPA para o total ou um conjunto de areas de
interesse. Na Tabela 1 sao apresentados os Erros Percentuais Absolutos Medianos
nas projecdes populacionais para o ano de 2010, por sexo e grupos quingquenais de
idade, considerando as duas formas distintas de céalculo dos fatores diferenciais de
crescimento (K). Observa-se maior reducdo no EPAM para ambos os sexos quando o
fator K'suavizado pelo estimador bayesiano empirico (BE) é utilizado. Embora sejauma
reducdao modesta no EPAM pode-se concluir que a metodologia proposta melhora
a eficacia do método proposto por Duchesne (1989) em termos da projecao para a
populacdo total das localidades menores.

Tabelan
Erro percentual absoluto mediano para as projegcées populacionais
municipais por sexo. Brasil, 2000-2010 (em porcentagens)

Calculos alternativos do fator de crescimento Homens Mulheres
K original 11,40 9,49
K suavizado por BE 10,20 8,52

Nota: BE (bayesiano empirico).
Fonte: IBGE (1991, 2000, 2010).

Uma analise do diferencial dos erros de projecdo (com K original e com K ajustado
pelo bayesiano empirico) para todos os municipios do Brasil ndo envolvidos em
emancipagao, por grande regiao e por tamanho populacional € apresentada na Figura .

Seja para o Brasil como um todo ou para grandes regides, os diagramas de dispersao
na Figura 1 mostram a relagcao entre as diferengas dos erros percentuais absolutos
de projecao e os tamanhos populacionais dos municipios. Observa-se, tanto
para o Brasil quanto para suas 5 grandes regides, que as diferengas entre os erros
(erro com o K original menos erro com K pelo estimador bayesiano empirico) sdo
predominantemente maiores que zero, evidenciando que a reducao dos erros com
ajuste do fator K pelo estimador bayesiano empirico é generalizada em todas as
regides do pais. Mais que isso, as relagcdes apresentadas na Figura 1 mostram que
guanto menor o tamanho da populagcdo, maiores sao as diferencgas entre os erros
de projecao. Este resultado ressalta uma contribuicdo importante do ajuste pelo
estimador bayesiano nas estimativas do fator K para proje¢des populacionais pelo
método de relagao das coortes, que é redugao do erro de projegao em areas com
menores tamanhos populacionais.
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Figura 1l
Diferenca entre os erros percentuais absolutos em relagdo ao tamanho
da populagdo municipal por sexo. Brasil e Grandes Regides, 2000-2010
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Figura 2
Erro percentual absoluto mediano, por grupos de idade,
sexo e grandes regides. Brasil, 2000-2010
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Essa melhor precisao nas projecdes populacionais de areas menores pelo método de
Relacao de Coortes, quando ajustado pelo estimador BE, também é evidente quando
comparamos os erros de projecao por sexo e grupos de idade. A Figura 2 mostra os
erros percentuais absolutos medianos das projecdes populacionais municipais por
grandes regides, sexo e grupos de idade (0-4, 5-9,...,75+) mediante o uso do fator K
original ou ajustado pelo estimador bayesiano empirico (BE). O padrdo etario dos erros
€ muito parecido entre as duas formas distintas de calculo do fator K. A suavizagdo do
fator K pelo estimador BE reduziu o erro de projecao em quase todos os grupos etarios
para ambos os sexos, especialmente acima dos 30 anos. Embora os ganhos sejam
timidos, as precisées melhoraram em todas as regides do Brasil.

Projeg¢ées populacionais para os 5.570 municipios do Brasil
entre 2010 e 2030

Utilizando o método de relagdo de coortes (Duchesne, 1989) com suavizagdo dos fatores
diferenciais de crescimento pelo estimador bayesiano empirico, foram realizadas
projecdes populacionais por sexo, grupos de idade e periodos tempo quinguenais para
0s 5.570 municipios brasileiros no periodo de 2010 a 2030. A populacao Brasileira tem
experimentado profundas transformacdes em sua estrutura etaria desde metade do
século passado. A queda vertiginosa nas taxas de fecundidade em todas as regides
sem perspectivas de reversao do declinio dessas taxas e as tendéncias de queda
continuada nas taxas de mortalidade infantil apontam para um cenario onde a razao
de dependéncia continuara aumentando em todas as regides do pais com importantes
impactos nas areas de salde, previdéncia e sociais.

Os resultados das projecdes municipais neste estudo nao contradizem as tendéncias
nas estruturas dos estados ou grandes regides. Como exemplo, na Figura 3 mostramos
aevolugao nas estruturas etarias municipais para 5 estados brasileiros selecionados, um
de cada regido, entre 2010 e 2030. Nesta figura as linhas azuis e vermelhas representam
as estruturas etdrias masculinas e femininas, respectivamente. Ja as linhas cinzas
centralizadas, representam as estruturas etdrias para o respectivo estado. Nota-se que
atendéncia na estrutura etaria de cada estado representa uma média das tendéncias
municipais. Percebe-se também que, as dreas menores nas regides sul/sudeste
apresentam, ja em 2010, em média, estruturas etarias mais envelhecidas que as dreas
menores das regides norte/nordeste. As piramides demonstram o rapido aumento
das proporc¢des de populagdo acima dos 65 anos e diminuigdo das populagdes mais
jovens, com estreitamento da base das piramides, fenémeno observado em todas as
unidades federativas brasileiras.#

As Figuras 4 e 5 mostram a evolucao de alguns indicadores em consequéncia das
mudancas na estrutura etaria: aumento do percentual da populagao acima dos 65 anos;
evolucdo da razdo de dependéncia total, com ponto de inflexdo em 2020, tanto para
homens quanto para mulheres; aumento da razao de dependéncia idosa (populagao
com 65 anos e mais dividido pela populagcdo entre 15 e 64 anos) e; diminuicao da razao
de dependéncia jovem (populagao até 14 anos dividido pela populacao entre 15 e 64
anos). Cabe ressaltar que os resultados demonstrados nas Figuras 3 e 4 sao a média
municipal dos 5.570 municipios brasileiros. Neste sentido, quando se fala que em 2020
a razao de dependéncia total deixara de declinar para comegar a aumentar, estamos
dizendo que em média, as razdes de dependéncia municipal no Brasil passardo a
aumentar a partir de 2020. Essa explicacdo é anadloga para os outros 3 indicadores.

4 As demais piramides etarias e rotinas computacionais utilizadas neste trabalho estardo disponiveis no site de
Demografia UFRN (s. d.).
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Figura 3
Pirmides etdrias municipais para 5 estados do Brasil, 2010 e 2030
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Figura 4
Tendéncia temporal da média municipal de alguns indicadores
populacionais, no periodo 2010 — 2030. Populagdo feminina, Brasil
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Fonte: Proje¢ées municipais elaboradas a partir de dados bdsicos dos Censos demogrdficos 2000 e 2010, e
projecées populacionais no nivel estadual, revisdo 2018, IBGE.

Figura 5
Tendéncia temporal da média municipal de alguns indicadores
populacionais, no periodo 2010 — 2030. Populag¢do masculina, Brasil

Percentual médio de populagdo acima de 65 anos Raz&o de dependéncia média municipal
= &
=
B
o
Ea- 2 8
e @
¢
e
2
®
T T T T T T T T T T
2010 2015 2020 2025 2030 2010 2015 2020 2025 2030
Ana Ana
Razéo de dependéncia idosa média municipal Razéo de dependéncia jovem média municipal
a1 2 4
8 1 @
o | < 4
- —_—
2 =
o | = 4
=2 &
el & o
oo 8
T T T T T T T T T T
2010 2015 2020 2025 2030 2010 2018 2020 2028 2030
Ano Ana

Fonte: Proje¢ées municipais elaboradas a partir de dados bdsicos dos Censos demogrdficos 2000 e 2010, e
projecées populacionais no nivel estadual, revisdo 2018, IBGE.
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Uma consequéncia importante do envelhecimento da estrutura etaria € uma redugao
nas taxas de crescimento populacional. A Figura 6 mostra a distribuicdo das taxas
médias anuais de crescimento exponencial por grupos de idade nos 5.570 municipios
brasileiros entre 2010 e 2030. Essa figura reforca o processo de envelhecimento
populacional generalizado nas areas menores do Brasil. Metade dos municipios
brasileiros apresentara taxa de crescimento populacional negativa para populacao
abaixo dos 35 anos até 2030, tanto para as mulheres quanto para os homens. Por outro
lado, chama a atencao o fato de haver municipio com taxas de crescimento negativas
em grupos etarios avancados.

Figura 6
Boxplot das taxas de crescimento entre 2010 e 2030 dos
municipios do Brasil por grupos etdrios e por sexo
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Fonte: IBGE (1991, 2000, 2010).

Conforme mencionado anteriormente, outros graficos com resultados mais detalhados
para cada estado do Brasil,assim como as rotinasem R para replicagao dos resultados
e aplicacdo do método aqui proposto em outras populagdes podem ser consultados
no site de Demografia UFRN (s. d.). No site disponibilizamos as rotinas em R e acesso
ao GitHub para usuarios interessados em explorar a técnica ou fazer adaptacdes para
aplicagdes em outras populagdes.

Consideracoes finais

Neste artigo propomos uma suavizagao por um estimador bayesiano empirico nos
fatores diferenciais de crescimento do método de relagao de coortes para projecdes
populacionais por sexo e grupos de idade em dreas menores. Este estimador incorpora
distribuicao espacial de areas vizinhas e reduz flutuagdes excessivas no calculo
desses fatores.
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Estudos utilizando a abordagem bayesiana para estimar taxas, razdes e propor¢des
sdo relativamente recentes em demografia (Lee, 1997). Uma tentativa de resolver
as limitagdes nos calculos dos fatores diferenciais de crescimento do método de
relacao de coortes foi desenvolvida por Assung¢ao (2002). Com base numa metodologia
bayesiana hierarquica o autor propds um modelo estocastico para mensurar
a variabilidade dos fatores diferenciais de crescimento em areas menores. Como
resultado, o estudo apontou certa superioridade do modelo bayesiano comparado
com outras aplicacdes do método de relacdo de coortes para projecdes municipais
no estado do Parana (Ipardes e IBGE, 1999). Apds decompor a variabilidade dos fatores
diferenciais de crescimento em duas componentes, grupos de idade e area, Assungao
(2002) concluiu que o efeito de area é maior que o efeito de idade. Ou seja, como
antecipamos, a incorporac¢ao da distribuicdo espacial de areas vizinhas no calculo dos
fatores diferenciais de crescimento do método de relagao de coortes é preponderante
para projec¢des populacionais em areas menores.

A aplicagdo do método para os municipios do Brasil entre 2000 e 2010 permitiu-
nos concluir que a metodologia proposta melhora a precisao das estimativas de
populagdao em areas menores decorrentes das dinamicas demograficas entre essas
areas. Observou-se uma melhoria na precisao das estimativas tanto para populagao
total quanto para sua distribuicao por idade e sexo.

Por outro lado, efeitos produzidos por erros de cobertura ou declaragao de idade nos
dados de populagao censitaria nas areas menores nao sao corrigidos pelo método
aqui proposto e podem impactar fortemente as proje¢des para um logo prazo. Nesses
casos, & necessaria Uma analise e corre¢do nos dados antes de proceder a aplicagao do
método aqui proposto. A utilizagdo do estimador bayesiano empirico resolve apenas
uma das limitagcdes do método de relacdo das coortes, que é alta variabilidade nas
estimativas dos fatores diferenciais de crescimento por grupos de idade e entre dreas
vizinhas. O que se fez nesse estudo, no que tange a corregdo dos dados populacionais,
foi comparar a populagao censitaria de 2010 das unidades federativas do Brasilcom a
populagdo estimada em 2010 pelo IBGE, através do exercicio de projecao populacional
divulgado por este instituto para as UF, por idade e sexo (IBGE, 2018b).

Aplicagcdes do método para projecdes populacionais de todos os municipios do Brasil
entre 2010 e 2030 mostraram que o processo de envelhecimento populacional ocorre
de forma generalizada no Brasil, com 75 % dos municipios apresentando previsao
de taxa de crescimento populacional negativa para a populagao abaixo dos 25 anos,
conforme resultado apresentado na Figura 6. Por outro lado, essa mesma figura
apresenta municipios com taxas anuais médias de crescimento populacional negativas
para a populagao dos dois Ultimos grupos etarios, 85 a 89 e 90 anos € mais. Este
resultado é intrigante, e deve ser relativizado, uma vez que sao estratos populacionais
com populagdo ainda menores, portanto mais sujeitos as flutuagdes aleatdrias, ainda
qgue o método de estimacao utilizado, como estimador bayesiano empirico, tenha
obtido maiores ganhos, em termos de diminuicao nos erros de projecao, justamente
nesses grupos etarios finais.

Porfim, ressaltamos que acombinacdode técnicasde estatistica bayesianacom métodos
demograficos para projecdes populacionais é promissora e deve ser considerada pelos
demaografos quando o objetivo é produzir projecdes populacionais por sexo e idade em
areas menores. Porém, ressaltamos a necessidade de aplicagdes e aperfeicoamentos
futuros do método proposto buscando melhorar a precisdao nas estimativas
produzidas pelo método demografico de projecdes populacionais em areas menores.
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Apéndice

Demonstrag¢do para E(K;,)
Pf+ 10

B(Ki:) = BLE(K,.10)] = £ | (<7572
Da equacao 19, temos que:

sPiisd ~ poisson(ESP; ,.6;) e que E( sPL12%]6;) = ESP;.6;.

1
9&)] =E [FP;E( 5P£Ié2|9i)]
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Logo,

1
E(K;,) =E [m ESP;,. ei] =E|#8

De Marshall (1991), 6; tem distribuicdo a priori ndo especificada, E(0;)=m e
v(0)=A.

Demonstragéo para v(K;,)
v(Ky1) = v[E(K;1|6,)] + E[v(Ki1]6;)]

Da demonstragao anterior foi visto que: E(K;,|6;) = 6;

Entao,
v(K;1) = v(6) + E[v(Ki,]6;)]

t+10

v(Kiy) =v(8) +E [v (5_5‘;%

)| = 0000+  [gzgpzoC setiitlo)]

Numa distribuicdo de Poisson, E( ;iéelg ) — v( ;1-;(”9[)

Novamente, da equacgdo 19, temos que:
sPLe9 ~ poisson(ESP;,.6;) e E( sPL129|6;) = ESP;,.6; e

Retomando,

1 1
M — s ——— t+10 s — . —— o s
v(Ki1) =v(6) +E [(ESPi)z v( Px+5!|91)] v(6;) +E [(Espi)z ESP; ;.6

v(Ki,) = v(9)+ ! E(B)

V(K["l) =A+

m
ESP;,

Demonstrag¢éo para A

Falta conhecer os estimadores das variancias de 6; e K;,0 que equivale a conhecer A.
Tomando s? como o estimador para a variancia do fator K ponderada pelo tamanho
da area, temos:

2
SZ — {L1 SPx SL(Ki.l—m)
T )

onde T = (XL, 5P£_5,,-) e né aquantidade de pequenas dreas numa determinada UF.

Vamos tomar duas expressoes:

E(Kiq — m) =V(Ki,) =A+

ESP” ()
E(s?) = %E?:l 5P:E-5,iE(Ki,1 - m)2 ()
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Agora, substituindo (I) em (I1), temos:

E(sz)—li —li A By
T — I 5,0 ESP(]L _T = —5,1 5% x— 51ESP¢1

Pt
EGH = _Z stx-si 553;351[
L

i=1

Comojafoidito, T = (T}, sPs_s;) Portanto,

n, sPr-si/
S

2y
E(s?) = A +mz .

i=1
A partir da expressdo acima, estimamos A por:

n
sPe_si/ T]

ESP;,

i=1

Como fica o estimador bayesiano empirico 6, para o K;, na formula

sPiti0: ~ poisson(ESP;,.6;)

onde 6; € o risco da populagao da coorte ser maior ou menor que o esperado sob a
hipotese de que a area menor i possua a mesma razao de sobrevivéncia que a area
maior. Com isso, tem-se que a média condicional de sPiiio; € E( sPLt1./6:) = ESP,,6;.O
estimador de maxima-verossimilhanca para 0;é o fator K.

O estimador bayesiano empirico para K;, € dado por:
Bi = ?ﬁ + f'i(K['Jz = T?l)

onde,

t+10
~ l, 1 Px+101

~ Xt ,ESP,

nindica o nUmero de pequenas areas e m deve ser interpretado como sendo o fator
K médio para todo o conjunto de areas, ou seja, a area maior. Portanto, m é 1. O fator

de contracgao:
A‘ [E sp:ﬁ I/T:I
[_

1 Esp;,
L) A
' v(Ki,Z) A+ EST'?)
i,2
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onde,

Sz — ?=1 SPJE,L'(KLE - Tﬁ)z
T

n
T = (Z_ spag,i)
i=1
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