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Resumen: Utilizando el andlisis de von Neumann como herramienta tedrica, se
desarrolla un anilisis sobre las condiciones de estabilidad de algunos métodos explicitos
de avance en tiempo, en combinacién con la discretizacion espacial Local Discontinuous
Galerkin (LDG) por sus siglas en inglés y aproximaciones de alto orden. La constante de
estabilidad CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) se estudia en funcién de los pardémetros del
método LDGy el grado de aproximacion. Se realiza una serie de experimentos numéricos
para validar los resultados tedricos.

MSC2010: 65M12, 65M20, 65M60.

Palabras clave: andlisis de estabilidad de Von Neumann, CFL, Local Discontinuous

Galerkin (LDG).

Abstract: Using the von Neumann analysis as a theoretical tool, an analysis of
the stability conditions of some explicit time marching schemes, in combination
with the spatial discretization Local Discontinuous Galerkin (LDG) and high order
approximations, is presented. The stability constant, CFL (Courant-Friedrichs-Lewy),
is studied as a function of the LDG parameters and the approximation degree. A series
of numerical experiments is carried out to validate the theoretical results.

Keywords: Von Neumann stability analysis, CFL, Local Discontinuous Galerkin
(LDG).

1. Introduccion

Uno de los conceptos fundamentales en la simulacién de problemas
transitorios es el de estabilidad numérica. En términos simples, este
establece la relacién que debe ocurrir entre la resolucién temporal y
la espacial de un esquema numérico a fin de que la aproximacién no
presente oscilaciones, las cuales podrian crecer sin control, degradando
completamente la calidad de la aproximacién. Esta nocién es de gran
interés, en particular al aplicar discretizaciones temporales explicitas.

En las tltimas décadas los métodos de elemento finito de Galerkin
discontinuos han sido ampliamente utilizados en una extensa variedad
de ecuaciones. A diferencia del método de elemento finito cldsico
(continuo), los métodos discontinuos se caracterizan fundamentalmente
por imponer continuidad en forma débil, por lo que la aproximacién
no requiere continuidad entre celdas. Esto posibilita su formulacién
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variacional, de manera natural, en mallas suficientemente arbitrarias,
como por ejemplo aquellas que poseen nodos colgantes. Ademds, permite
el uso de aproximaciones polinomiales de grado arbitrario, pero no
necesariamente uniforme, lo cual es ideal para la versién hp del método de
elemento finito. Aqui se considerard uno de estos métodos, conocido en
inglés como Local Discontinuous Galerkin (LDG), el cual fue propuesto
y analizado por Cockburn y Shu en ¥), para problemas transitorios de
difusién y conveccién no lineal.

Este articulo tiene como objetivo derivar algunas condiciones
necesarias y suficientes para la estabilidad numérica del método LDG,
aplicado a ecuaciones cldsicas basadas en el operador laplaciano, en
combinacién con esquemas explicitos en tiempo. Si bien es cierto
que para problemas de difusion el uso de discretizaciones temporales
implicitas es lo mas recomendable, algunos investigadores prefieren, por
su sencillez en la programacién, el uso de métodos explicitos en tiempo,
los cuales no requieren resolver sistemas lineales o no lineales. Por lo
que es importante hacer un anélisis de las condiciones de estabilidad;
o de la constante de estabilidad CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), en
funcién de los pardmetros caracteristicos del método y del grado de
aproximacién. Con este objetivo en mente, se repasa brevemente el
concepto de estabilidad numérica y se introduce una de las herramientas
tedricas esenciales: el andlisis de estabilidad de Von Neumann, también
conocido como andlisis de estabilidad de Fourier. Aunque nuestro andlisis
se restringe al caso unidimensional, el uso de dicha herramienta para el
estudio de la constante CFL en un método Galerkin discontinuo no es
del todo trivial, ya que su aplicacién a una sola ecuacién es similar a la de
analizar la condicion CFL para un sistema de ecuaciones.

El estudio de la CFL para discretizaciones espaciales de tipo
Galerkin discontinuo ha sido considerado mayormente en el caso de
problemas hiperbélicos, donde las discretizaciones temporales explicitas
son preferiblemente utilizadas. Por ejemplo, Kubatko, Westering y
(1] presentaron un estudio numérico de la condicién CFL
para una clase de métodos de Runge Kutta explicitos, aplicada a un
problema de adveccién lineal unidimensional; y posteriormente, dicho

Dawson

estudio fue extendido, por los mismos autores, a mallas triangulares

[

en 1% y por Toulorge y Desmet en 14, Recientemente, Castillo y

Gémez ¥ estudiaron la condicién CFL del método LDG aplicado a
la ecuacion fraccionaria nolineal de Schrodinger, utilizando el método
"pidola” (conocido en inglés como Leapfrog) como esquema de avance de
tiempo. En dicho estudio se concluye que el uso de mérodos explicitos
puede ser una muy buena alternativa cuando el orden de la difusién
fraccionaria es cercano a 1.

La organizacién de este articulo es la siguiente. En la Seccién 2 se
introduce el concepto de estabilidad numérica. Aunque este ha sido
mayormente utilizado en el contexto de discretizaciones basadas en
diferencias finitas, también puede ser aplicado al método de elemento
finito clésico en mallas cartesianas uniformes; y por consiguiente, también
para los métodos de tipo Galerkin discontinuo, que son los de nuestro
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interés. En la Seccidn 3 se presenta la idea general de la discretizacién
del operador laplaciano por medio del método LDG, utilizando como
ecuacion modelo la de calor en una dimensién. En la Seccién 4, utilizando
el andlisis de estabilidad de von Neumann de la Seccién 2.1, se analizan
las condiciones de estabilidad numérica del método LDG aplicado a
algunas ecuaciones clasicas, como la ecuacion de calor, la ecuacién lineal
de Schrodinger y la de onda, para varias discretizaciones en tiempo.

2. Estabilidad numérica

Considérese el siguiente problema de valores iniciales: #(x, 0) = # (x) para
todo x # #,

Plu) = hu Liuy=0, (t.z)elR x l:[]T (1)

donde #,u denota la derivada parcial con respecto a t: £(-) es un operador

diferencial lineal en la variable espacial x. Se denotan por b, 7 # #*
los pardmetros caracteristicos de la discretizacion en espacio y tiempo,
respectivamente; y por u}, la aproximacion de #(mh,n7) para cualesquiera
m# #yn##. Lanocién de estabilidad numérica sintetiza la idea de que
en cualquier tiempo, # , = #7 < T, la norma de la aproximacion en ese
tiempo estd acotada uniformemente con respecto a 7y # a medida que
estos tienden a cero. Este concepto se formaliza de la siguiente manera:
sea [, (h#) el espacio de las sucesiones de valor complejo u = (u,.),.cz tales
que %<~ dotado, por
conveniencia, de la norma, dependiente de h, definida por

meE L

Se considera la siguiente definicién de estabilidad numérica utilizada
en los libros de Strickwerda '3 y Gustafsson, Kreiss y Oliger *):

Definicién 2.1 (Estabilidad numérica). Se dice que un esquema P- . para
el problema P es estable en una region I, si existe un entero J tal que para
todo tiempo 7"> 0 existe una constante C  tal que paratodo 0 < nz < T’
con (h, 7) #T se verifique

J
u"||l, < Cr E |aed || ,.

|l=[|

Notese que la cota superior solamente depende de la norma de un
numero fljo, J, de aproximaciones iniciales; y que la constante Cr depende
del tiempo final, pero no de los tiempos intermedios ni de los pardmetros
7yh.
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2.1. Anilisis de von Neumann

Por lo general, la aplicacién de la Definicién 2.1 a esquemas numéricos de
alta precision requiere célculos muy engorrosos. En ), haciendo uso de
la transformada discreta de Fourier, Charney, Fjortoft y von Neumann
desarrollaron, rigurosamente, una herramienta para determinar las
condiciones de estabilidad de un esquema numérico, la cual se conoce
como andlisis de estabilidad de von Neumann o andlisis de estabilidad
local de Fourier. La idea fundamental es motivada por i) la igualdad de
Parseval, (ver més adelante la Proposicién 2.3), la cual establece que la
transformada discreta de Fourier es una isometria y, ii) el hecho de que
en el espacio de frecuencias la norma de la aproximacion en el tiempo
¢ n41 se puede expresar como la norma de la aproximacién en el tiempo
anterior, # ,, multiplicada por un factor de amplificacién. Es importante
mencionar que esta herramienta posee la limitacién de restringirse a
problemas lineales con coeficientes constantes, condiciones periddicas
o en un dominio infinito y discretizaciones en mallas uniformes. No
obstante, a pesar de dichas restricciones, se puede obtener una idea sobre
la estabilidad de un esquema en el caso de problemas nolineales, al aplicar
este andlisis a una linearizacién del problema original.

Sea Ly[—n/h, w/h] el espacio de funciones medibles, f : [~x/h. =/h] — € tal
que iri* - /7,152 < ~ donde la integracion se realiza en el sentido de Lebesgue.
La transformada de Fourier y su inversa se definen como sigue:

Definicién 2.2. La transformada discreta de Fourier, F j, , y su inversa,
7', son operadores lineales definidos por

a) Fu:la(hL) — L2 -7, i u — i, tal que para todo w £ :— T

h —

ufw) € U} (2)

Vi &

b) FiliLa [-F, £] — t2(hE), i — u tal que para todo m € Z,

3
1 [ _
Uy = — [ PG W) de. (3)
Vam Sz

El uso de esta transformada discreta es motivado por la igualdad de
Parseval, la cual permite expresar la Definicién 2.1 en el espacio de
frecuencia, preservando las normas.

Proposiciéon 2.3 (Igualdad de Parseval). Para todo u # [ , (h#), sea

it = F(u): entonces se tiene
T | ¥
ul|* = ||ul|;-

Como breve repaso, a continuacién, se ilustra el uso de la transformada
discreta de Fourier (andlisis de von Neumann) para el analisis de las
condiciones de estabilidad numérica del siguiente esquema explicito,
conocido como FTCS, por sus siglas en inglés (Forward in Time Central

in Space):

n n _ogyn 4 .m
m o _ o Mmo1 72U T U (4)

T h?

n+1
upTt —u

el cual aproxima la solucién de la ecuacién del calor,



Revista Integracién, 2019, 37(2), Jul-Dec, ISSN: 0120-419X

Bt — 0Opgu =0, o > 0. (5)

Este esquema se deriva considerando en (x ,, , £ , ) = (mh,n7) la
aproximacion por diferencias hacia adelante para la derivada temporal,
y la central, para la derivada espacial. Aplicando la inversa de la
transformada discreta de Fourier, a cada término del esquema (4), y por
la unicidad de la transformada, se deduce la relaciéon

"t = (ope™™ + (1 = 20p) + ope™) @™ = g(hw)u",
donde i = 7= Esta ecuacién indica que en el espacio de frecuencias
in+1 se obtiene multiplicando @ por el factor de amplificacion o simbolo
ohe) = 1 dopsi? (1) Charney y col. (5] observaron que la estabilidad de
un esquema se reduce al estudio de este factor. Para este ejemplo una
condicidn necesariay suficiente para garantizar la estabilidad del esquema
numérico es

glhw)| < 1, VY hwe|-m, 7.

De manera anédloga se puede considerar el método explicito de Euler
(4) para la ecuacion lineal de Schrodinger

it —iode,u = 0, >0, (6)

Aplicando el andlisis de estabilidad de von Neumann se obtiene el
factor de amplificacion

[ ].
glhw) = 1 —idausin® (Ehd:) .
del cual se deduce que, para todo hw # [-w, 7],

a S 1
g(hw)|* = 1+ 160°u® sint (Ehm) .

por lo que este esquema es incondicionalmente inestable.

La transformada discreta de Fourier también puede definirse en
el espacio de sucesiones u=(u,)ncz. donde w,, ec? para cualesquiera
meZyden. Lo cual permite extender el andlisis de von Neumann a
esquemas numéricos aplicados a sistemas de ecuaciones. En este caso
las condiciones de estabilidad son mas delicadas de obtener, ya que el
factor de amplificacién es una matriz, G(w, h, 7). El criterio de estabilidad
andlogo a la definicién 2.1, en el espacio de frecuencias, se traduce de
la siguiente manera: para todo 7" > 0 existe una constante C 7 (la cual
solamente depende de 7)), para la cual

|G(w,h,7)"|| < Cp, 0<nr<T, we|[-m7a],0<h<h,. (7)

En algunos casos, el anilisis de estabilidad se reduce al estudio de la
relacidon entre h y T de tal forma que se verifique la llamada Condicién
de von Neumann p(G) < 1+ 0(z). 0 su versién mds estricta p(G) < 1. Sin
embargo, puesto que para toda matriz A  ¢4#4 y para todo n # # se tiene
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la desigualdad p"(4) < 14| la cual puede ser estricta, la condicién de von
Neumann es una condicién de estabilidad necesaria pero no suficiente.
Algunos resultados que garantizan que la condicién de von Neumann es

[9.13

ademis suficiente se demuestran en 1%y sus referencias.

3. Método LDG

La formulacién variacional del método LDG aplicado a un operador
diferencial de segundo orden se ilustra a continuacidn, utilizando como
modelo la ecuacién de calor escrita como un sistema de ecuaciones de
primer orden:

T Lq +deu = 0 (8a)
hu+d.g = 0. (8h)
Sea 7. = {#..}mez una particién uniforme de B, y .. :[~1, 1] — I,.el mapa

local de lacelda I, = [x 5 , Xim+1], para todo m # #. Se denota por ¢ = (L),
la familia de polinomios ortogonales de Legendre, la cual forma una base
en el espacio # ([-1, 1]) de polinomios de grado menor o igual a p,
restringidos a la celda de referencia [-1, 1]; entonces, para todo m # #, la
familia 8. = (¢, = ;2v.}, es una base polinomial del espacio de elemento
finito #, (I ,, ). En cada paso de tiempo 7 # (0, 71,y para cada celda I, m
# #, el método LDG busca una aproximacién de la forma

P

»
up(x, t) = Z("J,'—”[f}r_‘;}[.rJ v qule.t) = Z()}”{!Jc{,{.r}k
=0 =0
tales que las siguientes ecuaciones se cumplan, para todo »,v € B, (1,.):

Tl
/-rT_1}‘(‘J'h + unr - [:u,ii_,r =1, (9a)
S, Tm m

/ vihup + c‘qf;,:. "L r'.-:{:u;];. e [(!J;U_rr = (. (9b)
1., Tm l2m I

Los ﬂujos RUMEricos ,(x,.)y G(x,,) SON aproximaciones de u Yy 4,
respectivamente, en cada nodo x, de la malla, y se definen como
combinaciones convexas de los valores de uy y ¢ , por ambos lados del

nodo:
Up(@m) = (1 = Gn)un(z,,) + Guun (] ), (10a)
@n(@m) = Cuan(z,) + (1= Gu)an(ar,), (10b)
donde ¢, 0. 1]. Esta definicién particular preserva la simetria de la
discretizacion del operador diferencial de segundo orden, £(u) = ~u” (para

més detalles, ver ). En este trabajo se consideran tres casos particulares
de flujos:

1) Izquierdo (¢1): ¢, = 1 para todo 7z

2) Central (¢o): G = 1/2 para todo mz;

3) Derecho (¢): ¢ = 0 para todo 7.

La seleccién de los flujos influye tGnicamente en la densidad del
operador discreto, pero no en el orden de convergencia del método.
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En U Castillo propuso algunas heuristicas para reducir el cédigo de
plantilla del operador discreto para problemas en 2D y 3D. En problemas
unidimensionales, los flujos direccionales (izquierdo y derecho) producen
un cédigo compacto, mientras que el central produce uno de mayor
tamano.

En [ se presentd, por primera vez, un andlisis de error para la versiéon
mixta del método en el régimen estacionario y dominios en 2D. Se
demostré que las variables # 1 y g 1, convergen, para cualquier flujo
numérico, con orden © (k1) y O (h7), respectivamente. Perugia y Schotzau
(12] tealizaron un analisis de error para la variable primaria uj, y la versién
hp. En ambos andlisis, la existencia y unicidad de la solucién del problema
discreto se garantiza utilizando el término de estabilizacion s(up) de la ec.

(9b), definido por

s(upEm) = Nm {HJ,[J':I ] M{.r'j, ]‘J v Tm >0, (11)

Sin embargo, Cockburn y Dong 7] utilizando flujos direccionales,
mostraron estabilidad del método aun cuando 7 = 0 en todas las aristas
interiores. Para diferenciar esta nueva versién de la clasica o estabilizada
(3 > 0), esta se conoce como LDG de disipacién minima (md-LDG). El
andlisis del método en dominios unidimensionales y problemas lineales
transitorios de conveccién y difusion fue presentada en 3] para la
version hp, donde ademids se obtuvo convergencia para aproximaciones
constantes, es decir p = 0. El caso multidimensional fue analizado por
Cockburn y Dawson en [/,

Sean a. = @7, v w. = @), ]os vectores de coeficientes que representan qp
y up, respectivamente, en la base local B ,, de la celda 7 . Suponiendo
constante el pardmetro de estabilidad 7, la formulacién semi-discreta
(ecuaciones (9a) y (9b)) se escribe localmente como un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de la siguiente forma:

T Mg = By (W1, th 51 ) (12a)

1
M, = e;;,, = =B (dm-1.Gms Gm+1) = 15 (W1 Uy Ui ) - (12b)
L

4. Andlisis de estabilidad.

Contrariamente al método de diferencias finitas, la aplicacion del anélisis
de von Neumann para discretizaciones espaciales discontinuas es, por
lo general, mas complicada, en particular para aproximaciones de alto
orden, es decir, para 1 < p. Esto se debe a que el factor de amplificacién
es una matriz. El caso p = 0, aproximaciones constantes por celda,
corresponde al método de volumen finito; su analisis es similar al de un
esquema de diferencias finitasy el factor de amplificacién es un escalar. Las
condiciones de estabilidad necesarias, y en algunos casos suficientes, para
el método LDG aplicado a un problema escalar, se obtienen del anélisis de
estabilidad de von Neumann en su versidn de sistemas, mencionado en la
Seccién 2.1. Para poder llevar a cabo el analisis de estabilidad, se asume de
aqui en adelante que el dominio estd dividido en celdas de igual longitud /.
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4.1. Ecuacion de calor

Como primer ejemplo se analiza la condiciéon CFL de la discretizacién
espacial LDG aplicada a la ecuacién de calor, ecuacién (5), utilizando el
método de Euler explicito para la discretizacién en tiempo. El método
completamente discretizado, FT-LDG, toma la siguiente forma en la
celda ],

it = oM By (gl ul L) (13a)

wptt = g, =t ML Balan e ) - oM S (u ). (13D)

donde el superindice 7 + 1 se refiere al tiempo discreto ¢ ,,4; =2, + 7
y M, es la matriz de masa local en la celda 7 .

Sean ii,. B. B. v § los simbolos de los operadores M,..(-). Bi(-). Ba() ¥ S().
respectivamente, los cuales pueden depender de b, wy .

Proposicidn 4.1. El simbolo del operador laplaciano discrero, Ay(-)
generado por el método LDG es

5

An = —(BiM; B + H-"‘-;') :

Demostracion. Aplicando la transformada discreta de Fourier, en su
version de sistemas, a la ecuacién (12a) y al término de la derecha de la
ecuacién (12b), se obtiene

Mogn = Bvin v Awin = —Bogn —nSun -, Ay = —[:}._..ﬁ,”‘r}ﬁ,,.i-).

El resultado se obtiene observando que, por la definicién de los flujos
numéricos (10a) y (10b), se tiene la relacién 2 - ;. donde ! denota el
operador adjunto (conjugada compleja de una matriz), y que i, = u,..

Por conveniencia para el andlisis, el pardmetro de estabilizacién 7 se
escribird de la siguiente forma

Notese que el valor y = 0 se refiere al método de disipacién minima,
md-LDG. De esta forma se incluyen todas las variantes del método LDG.
Sea M la matriz de masa en la celda de referencia [-1,1]; para cualquier
celda’ ,, se tiene M, = 4. luego

2 - - - - -
Ay = _f:'-] donde A = H[_”_I B +45.
h

Las propiedades del método se reducen al estudio del espectro de 4. el
cual no depende del incremento en tiempo T, pero si del tamafio de la
particién 4, de la frecuencia wy del grado del polinomio de aproximacion.

Proposicidn 4.2. El simbolo 5 del operador de estabilizacién S(-) es una
matriz hermitica no negativa para toda aproximacion de grado p.

Demeostracién. De acuerdo a la definicidn del término de estabilizacién
de la ecuacioén (11) se tiene
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S = e“EF_ + (FF_ +TF.)+e™EF,,

con

EF: = [Li(=1)Li(F1)] y [IFs=[Li£1)L;(x1)],

donde {Li())7.,} es una base de polinomios en la celda de referencia
[-1,1]. Utilizando por ejemplo los polinomios de Legendre, el simbolo se
reduce a

a ib a b ...
ih ¢ ib ¢

b l;
a ib a b ... 4

Y]
I

cos(w), b=sin(w)., c =1+ cos(w).
—ih e —ib ¢

Claramente 3 es hermitica, y por la relacién ac = b? se deduce que
ademds es de rango 1 para todo w # [T, 7], por lo que § posee dos valores
propios: 0 de multiplicidad p y otro de multiplicidad 1, y se puede verificar
sin mayor dificultad que es positivo.

Proposicién 4.3. Para todo y > 0, los autovalores de la matriz x4 son
10 negativos.

Demostracién. Siendo M la matriz de masa, esta es simétrica positiva
definida. Considerando su descomposicién de Cholesky, M = LL T se
deduce que para todo eigenpar (A, x) de i se tiene

R N O . " \ s 12 P
Malf? = (Az,z) = <\(J;,L TI-1R, 4 s) a.z)= H; 'Bia| ++(Sz.z) z 0.

Por la Proposicién 4.2 y el hecho de que y 2 0, se concluye que i
es hermitica no negativa; y a su vez, la matriz r-7i;-' también lo es.
El resultado se obtiene notando que las matrices 114y 2741~ poseen el
mismo espectro.

Proposicién 4.4. Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad para
el método FT-LDG, aplicado a la ecuacion del calor, es

1 h*
r o< ( )'—, (14)
-—"Il‘rrl-.'.r a

donde N es el antovalor de vi- i de mayor magnitud.

Demostracion. Sean I , la matriz identidad de ordenp + 1,ypu =1/ 2,
Escribiendo esta vez el pardmetro de estabilidad en la forma» = 25 cony >
0 constante, y aplicando la transformada discreta de Fourier, en su versién

de sistemas, a las ecuaciones (13a) y (13b), el simbolo ¢ del esquema FT-
LDG se reduce a

G = I, —4poM™'A,

Por la no negatividad del espectro de 1, Proposicién 4.3, y como
todo autovalor 3 de G es de la forma 1 - 4pg) con )\ autovalor de v, la
hipétesis, desigualdad (14), equivale a tener p( @) < 1 (condicién estricta
de von Neumann).
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La condicién de von Neumann es ademds suficiente. Nétese que la
matriz G = I, = aueL-'AL-7 es hermitica, por lo que »(G.) = 1G./: ademds, se
tiene

G=LTG, LT = pG)=p(G.).
Luego, para todo 7 # # se cumple
&l < ILTINETNICE] = 1L HILTp(Go)” = NE~TIILT (@)

Claramente, si la condicién de von Neumann se cumple se tiene
estabilidad, ecuacién (7), con ¢ = =77 esta constante no depende w,
hyt.°

En el Cuadro 1 se muestra el autovalor A, de mayor magnitud de
la matriz v , para el método de disipacién minima, utilizando el
flujo izquierdo. Ese valor fue obtenido numéricamente en MATLAB.
Se observa un comportamiento asintético de orden o(p+1)) para
aproximaciones de grado p. Nétese que la condicién de estabilidad para p
=0 es la misma que la del método de diferencias finitas. Ademds se incluy6
la constante CFL(p) = 1/ (2hmax)- Para el flujo derecho se obtuvo el mismo
comportamiento, asi como la misma condicién CFL.

P Amar Tasa CFL(p)

(1] 1 OO b (000 S 0000C0000]
1 LR T N ] 3.17 D005 nnLHGe= 2
2 3706460401 340 LH4S00T08e-02
3 1.00727¢+02 377  4.55677642¢-03
] 261323402 3.50 1913341 850035
5 5456000402 304 933412075004
6 9862500102 396 50606607 4e-04
Fi 167630403 3.97 2 O82T3A6Te-04
8  267878e+03 3,98  1.8G652121e-(M
9 4.07633e:03 398  1.22650257e-0M
10 596138403 3.99 838732492006

Cuadro 1
Comportamiento de Apax y condicién CFL como funcién

del grado de aproximacién para el método md-LDG.

Obsérvese que la constante CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) 1/
(2Amax), para aproximaciones constantes, es decir p = 0, es igual a la del
esquema cldsico de diferencias finitas. Por lo general se desea que esta
constante sea lo més grande posible. Sin embargo, nétese que la condicién
de estabilidad es mas restrictiva para aproximaciones de alto orden.

En la Figura 1 se muestra el comportamiento de la condicién CFL con
respecto al término de estabilizacion y para el método LDG estabilizado.
Se observa un comportamiento muy similar para los tres tipos de flujos y
cualquier grado de aproximacién. Para valores pequefios de y la CFL se
comporta como la del método de disipacién minima, mientras que para
valores grandes de y se observa una condicién de estabilidad mis severa.
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Figura 1

Comportamiento de la CFL para el LDG estabilizado.

En el Cuadro 2 se presenta la condicion CFL para el término de
estabilizacion y = 1y los tres flujos considerados en este articulo. El valor
elevado de la constante CFL para el flujo central muestra una leve ventaja
de este en comparacién con los flujos izquierdo y derecho. Esta se ilustra
concretamente en la Figura 2, donde se muestra la aproximacién obtenida
para los flujos izquierdo y derecho, para un valor de # mis grande que el
requerido por el criterio de estabilidad del Cuadro 2 para aproximaciones
cuadriticas. Para obtener una aproximacién correcta en el tiempo final 77
= 0,002 estos ﬂujos requieren 1957 pasos de tiempo, mientras que para el
flujo central solamente se necesitaron 897. Para este célculo se considerd
v=1

Gradop=2,T= 200000603, h =001 Gradop=2,T = 200000603, b = 0.1 ) Gradop=1,T=200000-03, b =01

(a) p =~ 1,3643875004 x 10-2  (b) p =~ 2,2203913405 x 10-2  (c) p =~ 1,3643875004 x 10~2

Figura 2
FT-LDG flyjos a) izquierdo, b) central y ) derecho.
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Flujos

P lzguierdo Central Derecho

1 3.33333353e-02  6.86915581e-02 33333353302
2 1.02200034e-02  2.22939134e-02  1.022009340-02
3 3.E8042871e-03  9.09495486e-03 38804287 1e-03
4 1.72917277e-03 4.34962799e-03 1.72017277e-03
5 B.T1460746e-04  2.33318723e-03  5.71460T4Ge-04
6 4.82543550e-04 1.36203448e-03  4.82543550e-04
T 2.874108056e-04 8.46957991e-04 287410530504
] 1.8134363%e-04 5.53406908e-04 1.81343639-04
9 1.19863144e-04 3.76387294e-04 1.1956G3144e-04
10 8.23077586e-05  2.64628925e-04  8.23077586e-05

Cuadro 2
CFL como funcidn del grado de aproximacion para el método LDG estabilizado cony = 1.

EnlaFigura 3 se comparan las aproximaciones obtenidas por el método
md-LDG con polinomios cuadraticos y distintos valores de # para el
flujo izquierdo (subfiguras 3a-3c) y para el flujo derecho (subfiguras
3d-3f). Para este experimento ¢ = 1, y el dominio [0, 1] se discretizd
con una particién uniforme de tamano » = 0,01. Noétese la aparicidon
de oscilaciones en las subfiguras 3b, 3¢, 3e y 3f, debida a que los valores
de x utilizados no cumplen con la condicién de estabilidad, CFL(2) ~

1,34899708 x 102 del Cuadro 1.

Gradop =1, T= 20000003

Gradop=2,T=2100000¢-03

s i : : i s i : : i
] [ H] 1] (] o 1 ] 1] o4 [ [:1] 1

(a) g = 1,3490 % 1072 (b) p = 1,3660 x 102

Grado p = 2, T= 200000e-03 Gradop=2,T=200000¢-03 . Gradop =2, T= 200000e-03

(d) o= 1,2485 % 102 () 4 = 1,3660 x 102 (F) 4 = 1,3670 x 102

Figura 3
md-LDG con flujos izquierdo (3a-3¢) y derecho (3d-3f), y aproximaciones cuadraticas.
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Con el propdsito de mejorar la estabilizacion del método anterior, es
decir, aumentar la constante CFL, se considera la siguiente modificacién
denotada por a-FT-LDG, la cual consiste en utilizar la aproximacién #h

"** en el tiempo intermedio # 4, = £ , + aT:

gt = aM 7By (ul L ul ), (15a)

Wit = g, —ar M By (Pt an ) — arn M S (g ul un ) L (15b)

@t = M7 B (unt T (15¢)

Wit =l = M Ba(anT e ) - M (un e ) (15d)

=aM-' B, «1, «m,, (15a)

<+"=«m-arM , 1 B2 (C-, 9m+*, C+i) - arnM,, 'S(«m-i, «m,
<+0, (15b)

Proposicion 4.5. Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad para
el esquema explicito a-FT-LDG, aplicado a la ecuacion del calor, es

S| h? 1
r < I . — =
b= ( In)t,,.u.r) o’ con 8~ o (16)

donde '\ yax es el mayor autovalor de la matriz vi-3 .
Demostracion. El simbolo @ del método se escribe de la forma

=

G = fI,—-llrrr:r.U_].-i-:- 16a(pe)* (_U_].-i)u.

ylos autovalores de ¢ son de la forma 1 - 4/po) + 16o¢(y0')27x2, donde)es
un autovalor de a4 . La estabilidad del método se obtiene satisfaciendo

la desigualdad
|1 dpco ) + ]Uﬂi;n‘rjjhﬂ < 1,

lo cual equivale a satisfacer simultaneamente y para todo autovalor de

14 las desigualdades

0< 1—2ucA+8a(us)A?, (17)
0< pod(l —dapsd). (18)
Observando que

1 — 2uo A + Sa(po)?A? = (1 — pod)® + (8a — 1) (uoA)?,

la desigualdad (17) se verifica siempre que 8a - 1 2 0. Por otro lado, de
acuerdo con la Proposicidn 4.3, los autovalores A son no negativos; y por
la desigualdad (18) se tiene la condicién

0 < 1-4opol,

de suerte que se obtiene la condicién estricta de von Neumann.
Aplicando el mismo tipo de argumentos que en la prueba del método FT-
LDG, se deduce que la condicién es también suficiente.

Obsérvese que para o = 1/8 la constante CFL del esquema alcanza
su valor maximo, el cual es cuatro veces mayor que el del esquema FT-
LDG. Esta superioridad se ilustra en la Figura 4, donde se muestran las
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aproximaciones ctbicas obtenidas por este método, utilizando el flujo
central cony = 1y o, = & Para la Figura 4a se utilizé el valor obtenido en
la Proposicién 4.5, ¢ = 4 x CFL(3) =~ 3,6379819 x 102, donde CFL(3)
corresponde al valor de CFL para aproximaciones ctbicas del Cuadro 2.
Como era de esperar, la solucién no presenta ningan tipo de oscilaciones,
mientras que en la Figura 4b el célculo se realiz6 con un valor de # mayor.

Grado p =3, T = 2.00000-03, h = 001 . Grado p =3, T = 20000003, h = 0.01

o 02 04 os o8 ] ) ] 02 o4 e 0B i
(a) p = 3,63798 x 10-2 (b) p = 4,58280 x 10-2

Figura 4
a-FT-LDG con flujo central y grado p = 3.

El uso de métodos explicitos, como los analizados anteriormente, se
ve limitado debido a la severa restriccion impuesta por la condicién
CFL. En la préctica es mds conveniente el uso de métodos implicitos
para problemas altamente difusivos y aproximaciones de alto orden. A
continuacién se analiza el método implicito denotado por BT-LDG
aplicado a la ecuacién de calor (ecuacién (5)), el cual se expresa en la celda
I, de la siguiente forma:

mt1

(19a)

) = TAMES (L ) L (19D)

q,

n+l _
U,“ -

Proposicion 4.6. El método implicito BT-LDG es incondicionalmente
estable para cualquier grado de aproximacion.

Demostracion. Realizando cdlculos similares a los realizados en los
esquemas anteriores se deduce que el simbolo del esquema implicito BT-

LDG es
G = (.H+-|=.i:r7,-1)_L.U = (.f,,—.—-l,rrrT.'l.l'_'.-Tl)_l.

El resultado se obtiene observando que los autovalores 3 de & son de

la forma (1 + 4po))”, conk como autovalor de 117 ; de acuerdo con la
Proposicién 4.3, = 0, por lo que

- 1
A= —
1 + 4poA
independientemente del valor de .
La estabilidad incondicional del método implicito BT-LDG se ilustra
enlaFigura 5, donde se muestrala aproximacién con polinomios de grado
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15 en el tiempo final T = 0,2, para un incremento de tiempo T = 10°
z15, donde 715 corresponde al incremento en tiempo requerido por la
condicién CFL del método FT-LDG para aproximaciones de grado 15y
h = 0,01, 715 =~ 6,4455 x 10”. Nétese que la aproximacién obtenida no
muestra oscilaciones y es cualitativamente correcta, a pesar de solo haber
realizado 311 pasos de tiempo.

Grado p =15, T = 20000001, h = 0.01

A8 I L L 1

(1] 0.2 04 0.8 K] 1
Figura 5
Aproximacién con BT-LDG, flujo central, gradop =15y T = 10° X T15.

4.2. Ecuacion de onda

Otra de las ecuaciones fundamentales de la fisica es la ecuacidon de onda,
la cual, por conveniencia, se escribira de la siguiente manera:

-3

c g + dyu=10, (20a)
wy + dog=10, (20b)

donde ¢ > 0. Asumiendo el pardmetro de estabilidad # constante, la
formulacién semi-discreta obtenida al aplicar la discretizacién espacial
LDG puede escribirse localmente, en la celda I ,,, como un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias:

€Mt = By (o1 s 1) (21a)

d?u,, : . .
M, = B (Gm—1. G Gms1) = 05 (W1, W, W1 ) - (21b)
a2

Considerando la férmula de diferenciacién central para la segunda

derivada en tiempo, se obtiene el método completamente discreto CT-
LDG el cual se escribe en forma compacta como

m m?

Mq"F = —f'2f31|{rl::l_1.::" ) (22a)

n+1
m+1/

M,
4 n+1 G, n—1 n+1 n+1
S (gt - 2w, ) = —Ba(anth gt

(22b)

< n n .0
— S (g, g g ug )

A diferencia de la ecuacién de calor, el operador de segundo orden
en tiempo no permite una expresion explicita del simbolo, por lo que
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solamente se presentard una relacién entre Ty b que garantice la condicién
estricta de von Neumann.

Proposicion 4.7. Sea ¢ el simbolo del método CT-LDG aplicado a la

ecuacion de onda, ecuacion (20); entonces la relacion

1
- ('-'u' ”"ruru') f rl lj

donde X .. es el autovalor de v~ de mayor magnitud, garantiza la
condicion estricta de von Neumann, es decir o) < 1.

Demostracion. A diferencia de la ecuacién del calor, ahora se espera
una relacién lineal entre Ty A. Sea ¢ = /b, y considérese el pardmetro

de estabilidad de la forma -2 con y 2 0 constante. Por la hipétesis, se
deduce que
(ne)®A, <1, YA, eo (.U“.-ﬁl} . (24)

Notese que el simbolo ¢ del esquema CT-LDG no se obtiene de manera
explicita, pero satisface la ecuacién matricial

G?+2(2AucPMTA-1,) G +1, = 0,

Por lo que, si (%, x) es un eigenpar de &, entonces satisface la igualdad

(A =17z = —d(pc)*AM Az,

de modo que

A—1)? 1%
Ay = Fh[;“-}i'i\ Eo (.U ].-1).

Escribiendo A = a + #b, de acuerdo con la Proposicion 4.3, los
autovalores de ar-'i son no negativos, por lo que se tiene

. b(1—[A7) (2= NN =X B
0= ——— 1 0« —————— 2
) -1”!#]2 A2 Y ) - -](pr'_‘.l"’L\"' (25)
Si s-0n--e2 .-, es una solucidn real de la ecuacién cuadratica de
coeficientes reales
224 2(2(pe)Prg—1)z+1 = 0. (26)

Notese que esta ecuacién admite dos soluciones reales si, y solamente si,

0 < 4((2pe)?ho — 1% =4 = 16(pc)?A, ((pc)ro — 1)),

lo cual contradice la desigualdad de la hipétesis (24). Para el caso limite,
(xc)®k = 1, no hay problema, ya que } = -1, (JA| = 1). Por lo tanto, para
todo reo@), |37 = 1. Ademads, % = 225 — o=1-20. de donde

a

<k =1-a’>=1- (1- 2,\“(;1;']"’) = -|,\[]f;u']2 (1- .'\"[Ig:r'}'J} .
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Por la hipétesis, esta desigualdad se cumple para todoA.

Comentario 1. Del cuadro 1 tenemos que Apy(0) = 1 para el método
md-LDG; en este caso, la condicién CFL del método CT-LDG coincide
con la del método de diferencias finitas, = < =.

Comentario 2. La ecuacién (26) posee dos soluciones reales cuando 1
< (uc)®ho. Nétese que en este caso una de las soluciones, » = w - viZ=1 < -1,

donde w =1 - (uc)®Ao, por lo que el mérodo seria inestable. En el siguiente
ejemplo se ilustra la inestabilidad del método al violar la condicién (23).
Para ello se considera el siguiente problema:

Uy = Ugg, (x,t) € (L, L) x (0,77,
u(x,0) e=r /et 2 e (—10,10),
up(2.0) =0, @ € (—10,10),
w(—=10,t) = u(10,t), t e (0,T].

cuya solucién exacta estd dada por wis -1 (- +=). El primer paso del
método CT-LDG se realiza de forma analoga que para el método de
diferencias finitas, denotando por v un paso auxiliar:
1 =1
U, - U,

:-}...-

L}

= “h.u-

donde ITj es la proyeccidn L; de la condicidn inicial u(x, 0); luego,
utilizando esta aproximacién de v, se aplica el método CT-LDG para
encontrar v} En la Figura 6 se muestran las aproximaciones obtenidas por
el método md-LDG con polinomios cuadréticos y distintos valores de g,
parael flujo derecho. El dominio se discretizé con una particién uniforme
de tamano » = 0,2. N6tese la aparicion de oscilaciones en las figuras 6b,
6¢, debida a que los valores de ¢ utilizados no cumplen con la condicién

de estabilidad, CFL(2) =~ 1,64255720 x 10°%.

Gradap=2, T= 30000+ ot Gradop=,T= 10000000 .’ Gedop=2,T= 300000
] L]

l

(a) = 1,6425 % 10~ (b) p = 1,7025 % 10~ (€) j = 1,7225 % 10!

Figura 6
md-LDG con flujo derecho y grado p = 2.

4.3. Ecuacion lineal de Schrodinger

Realizando un procedimiento andlogo al de la Proposicion (4.4) se puede
demostrar, sin mayor dificultad, que el simbolo & del esquema FT-LDG
aplicado a la ecuacién lineal de Schrodinger, ecuacién (6), es
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G = I, — I."pﬁ_”_l_-?.

Por lo tanto, el método FT-LDG aplicado a dicha ecuacién corre la
misma suerte que el de la discretizacién espacial basada en diferencias
finitas, es decir, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 4.8. El método explicito FT-LDG aplicado a la ecuacion
lineal de Schridinger es incondicionalmente inestable para cualquier grado
de aproximacion.

Demostracion. Nétese que todo autovalor 3 de ¢ es de la forma 1 - 4ipol,
con’A como autovalor de x4 . Por la no negatividad del espectro de -4
, Proposicién (4.3), se tiene

(Al = 1 -i—-llrrrh"; = 1,

por lo que el método FT-LDG aplicado a la ecuacién lineal de
Schrodinger es inestable.

En ¥ Castillo y Gémez presentaron un andlisis de estabilidad y un
estudio numérico de la condicién CFL para el esquema explicito "pidola”
en combinacién con la discretizacién espacial LDG aplicado ala ecuacion
lineal de Schrédinger fraccionaria. En dicha ecuacién se consideré la
derivada fraccionaria de Riesz, de orden 1 < o < 2, como operador
diferencial.

S. Conclusiones

En este trabajo se ha ilustrado el uso del anilisis de estabilidad de
von Neumann para obtener condiciones suficientes y necesarias de
estabilidad numérica para varias discretizaciones explicitas en tiempo,
en combinacién con la discretizacion espacial LDG para el operador de
difusién. Se mostrd, numéricamente, que el comportamiento asintdtico
de la constante CFL en funcién del grado de aproximacién p decrece de
orden @ ((p + 1)) para la ecuacién del calor, y de orden ¢ ((p + 1)?)
para la ecuacién de onda. El uso de una discretizacién temporal explicita
para problemas difusivos, en combinacién con la discretizacién espacial
LDG, se ve muy limitado debido a la severa restriccion en el incremento

en tiempo de orden ¢ h*. La superioridad de discretizaciones temporales
implicitas se ilustré mediante un ejemplo en el cual se permite un paso de
tiempo mucho mas grande que el de una explicita. Sin embargo, el estudio
de la CFL es relevante para aquellos investigadores que prefieren el uso de
técnicas explicitas en tiempo.

En general, el analisis muestra un comportamiento similar al de
discretizaciones espaciales basadas en diferencias finitas, tanto para la
ecuacion de calor como para la ecuacién de onda y la de Schrodinger.
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