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RESUMEN:

Estableceremos condiciones necesarias y suficientes para que la imagen bajo la funcién de Gray de un R-cédigo consta-ciclico sea
un Pm—cédigo cuasi-ciclico. Estudiamos el anillo de vectores de Witt para obtener una manera de operar las p-reducciones de las

componentes p-ddicas de los elementos de los anillos de Galois de indice de nilpotencia 3, R = GR (p3 ,m). Analizamos a los anillos
de Galois, sus propiedades mds relevantes, y en particular la representacion p-dica de sus elementos. Més adelante, examinamos la
construccién del anillo de vectores de Witt y sus operaciones, en particular, obtenemos expresiones explicitas para las operaciones
de suma y producto de los elementos en el anillo truncado de vectores de Witt de longitud 3, W3 (¢ Pm). Finalmente, utilizamos

las operaciones de éstos tltimos y un isomorfismo entre GR (p3 ,m)y W3 (F pm) para operar las y-reducciones antes descritas.

PALABRAS CLAVE: Anillo de vectores de Witt, anillos de Galois, representacién p-dica, codigos consta-ciclicos, c6digos cuasi-
ciclicos, MSC2010: 13F35, 16P10, 12F10, 94B60.

ABSTRACT:

We will state necessary and sufficient conditions for the image under the Gray map of a R-constacyclic code to be F ,m-quasi-
cyclic code. We study the Witt vectors to get a way to operate the p-reduction of padic components of the elements of the Galois
rings of nilpotency index 3, R = GR (p*, m). We analyze Galois rings, its mostly relevant properties, and we focus in the p-adic
representation of their elements. Later on, we examine construction of the Witt vectors rings and its operations, in particular, we
get explicit expressions for operations of addition and product of the elements in the truncated Witt vectors ring of length 3, W3
(¥ pm). Finally, we will use these operations and an isomorphism between GR (p3 , m) and W3 (¥ pm) to get a way to operate
the p-reductions described above.

KEYWORDS: Witt’s vectors ring, Galois rings, p-adic representation, constacyclic codes, quasi-cyclic codes.
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1. INTRODUCCION

En la actualidad los anillos de Galois han adquirido notoriedad en las 4reas de la teorfa de cédigos (cf. [1], [8],
[11], [15], [18]) y la criptografia (cf. [3], [14]), entre otras. La teorfa de cédigos y la criptografia inmersas en
las Matematicas y en otras disciplinas tales como las ciencias de la computacién e ingenieria eléctrica, estin
enfocadas en la optimizacién de la fiabilidad y seguridad de las comunicaciones digitales. A grandes rasgos, la
fiabilidad significa correccién de errores mientras que la seguridad significa prevenir el acceso no autorizado
de intrusos.

La teoria de c6digos algebraicos sobre anillos finitos conmutativos con identidad adquirié relevancia con
los trabajos de Nechaev [13] y Hammons et. al,, [7]. Los anillos de Galois, al pertencer a esta familia de anillos,
también han tenido una participacién activa en el desarrollo de esta teorfa (cf. [8], [11], [12] y [18]).

En el presente articulo estudiamos una forma de operar las p-reducciones de las componentes p-adicas de
los elementos del anillo de Galois R = GR (p*, m) y un isomorfismo entre éste y el anillo truncado de vectores
de Witt de longitud 3, W3(7 ,m), para posteriormente a través de la isometrfa de Gray, dar condiciones
necesarias y suficientes para que la imagen bajo la funcién de Gray de un R-cddigo consta-ciclico sea unr ,m-
codigo cuasi-ciclico.

En la Seccién 2 revisamos los anillos de Galois (cf. [17]), el enfoque estd centrado principalmente en las
propiedades bésicas y una caracterizacién de los mismos. En la Seccién 3, examinamos el formalismo de la
construccién del anillo de vectores de Wite, para tal propésito nos basamos en [6] y [9]. Después, en la Seccion
4, comentamos el isomorfismo entre los anillos de Galois de indice de nilpotencia n y el anillo truncado de
vectores de Witt de longitud n dado en [16]. Posteriormente, en la Seccién 5, se presentardn formulas para
las p-reducciones de las componentes p-ddicas de la adicién en Ry el producto de un elemento arbitrario de
R con una unidad de la forma} = 1 — p . Finalmente, en la Seccién 6, establecemos condiciones necesarias y
suficientes para que la imagen bajo la funcién de Gray de un R-c6digo consta-ciclico sea cuasi-ciclica sobrer

pm.

2. ANILLOS DE GALOIS

Los anillos de Galois son extensiones unicas del anillo de clases residualesz. ,s =z/p* z con s un entero
positivo y p un nimero primo. Estos anillos (en particular z 4) resultaron de importancia en los afios 90,
en el estudio de la caracterizacion de la estructura algebraica de los cddigos ciclicos lineales sobre 7. 4. En [7]
Hammons et. al., demostraron que el cddigo de Kerdock, es la imagen de Gray de un cddigo ciclico lineal
extendido sobre 7 4 (un andlogo en 7. 4 de los c4digos de Reed-Muller de primer orden); més atin, se demostré
que los cédigos de Preparata son a su vez andlogos en 7. 4 a los cddigos extendidos de Hamming. A partir de
estos trabajos, los anillos finitos de cadena (alos cuales pertenecen los anillos de Galois) cobraron importancia
en la teorfa de cédigos algebraicos (cf. [2], [4]).

Una particularidad que acompafia a los anillos de Galois (y que les da su nombre) son las multiples
similitudes con los campos finitos (cf. [10]). A continuacién revisaremos los conceptos y propiedades
principales de estos anillos.

Sean s un entero positivo y p un nimero primo. Denotamos por z.,s =27/p* z. el anillo de clases residuales

mddulo p*,z. s [x] el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en Z. ,s y denotamos al
ideal principal {p1} mediante (p). Definimos las funciones:
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arra+(p) fl@) =" a* = i(f(2)) = Y p(ai)a’.

i=0 i=0

Se tiene que , # son homomorfismos sobreyectivos llamados p-reducciéon y p*-reduccién respectivamente.
Puede apreciarse que " es una extension natural de p sobre el anillo de polinomiosz. s [x]. Un polinomio
monico f(x) € z. s [x] serd llamado bdsico irreducible (vesp. basico primitivo) sip” (f(x)) € ¥ p[x] esirreducible
(resp. primitivo).

Definicién 2.1. Sea p un nimero primo. Un anillo finito R, conmutativo con identidad 1, es un anillo
de Galois, si el conjunto de sus divisores de cero D, con el cero anadido, forman un ideal principal generado
por 0 o por pl.

Ejemplo 2.2. Algunos ejemplos de anillos de Galois son:

1. Los campos finitos pues D = #, asi D U {0} = (0).
2. El anillo de clases residuales z. ,s con D U {0} = (p).

Sea R un anillo de Galois, entonces contiene un subanillo isomorfo az. s el cual denotaremos por Z,s =

{nl:n &€ z}ytodos sus ideales son de la forma Keconk € {0,1,...,s}, formando la cadena
y p

O=@E)cEHc-cmc@P’)=1)=R,

M

Obsérvese que el ideal principal (p) es el tinico ideal maximal de R, es decir, R es un anillo local y su campo
residual RF = R/(p) es isomorfo a ¥ ,m para algin entero positivo 7. Un teorema de caracterizacién para
los anillos de Galois es el siguiente:

Teorema 2.3. Dados enteros positivos p, m, s con p un numero primo, existe un polinomz'o bdsico primitivo

h(x) en z. s [x] de grado m y:

R = GR(p*,m) ~ %

Las unidades del anillo R forman un grupo multiplicativo en el cual existe un elemento ' § de orden p™ —

1 y que es raiz del polinomio h(x). El conjunto T =0, L, &, ..., ™% es llamado conjunto de Teichmullery
estd constituido por representantes del campo residual RF en el anillo de Galois. En [17] se demuestra que
cada elemento ¢ € R tiene una Unica representacion p-ddica dada por:

c=pole) + ppi(c) +---+p* pe_i(c), )
1

donde pi(c) € Tcon 0 <i<s— 1. También, cada elemento de R, posee una tnica representacion de la
forma:
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2 —1
C—C{}+C1£—|—C‘3£ -I—"'—|-r_"m_1.'.r;-m .

conci € 7 s para0 < i< m — 1, llamada representacion aditiva. Dicha representacion es de suma utilidad
cuando se desea trabajar con morfismos sobre el anillo de Galois R en particular resulta conveniente para
definir el automorfismo generalizado de Frobenius: © : R > R el cual es un automorfismo que fijaalos elementos
del subanillo z. ;s en Ry estd dado por:

2 -1 m 9pm (m—1)p™
Oao+al+al’+ +en 1) =+al’ +f? + e MU

Este es un anélogo al automorfismo de Frobenius en campos finitos

o:F, = F,
a— af,
(4)
el cual fija a los elementos del subcampo primo de ¥ o (cf. [10]). A su vez, © genera un grupo ciclico con
la composicion de funciones llamado grupo de Galois de R sobre z. ,s , denotado por Gal(R/z. s ). Cuando
consideramos a los elementos de R como en (2) denotamos R =z. ;s [£]

El lector puede ampliar su visién de los anillos de Galois y sus importantes conexiones con los campos
finitos haciendo una lectura de [17].

3. ANILLO DE VECTORES DE WIT

Existen diversas variantes de la construccién del anillo de vectores de Witt. Ernst Witt introdujo el concepto
de los vectores que llevan su nombre en 1936 mientras estudiaba las extensiones p-abelianas a través de
los trabajos de los precursores A. A. Albert, ArtinSchreier y Kummer. En este apartado seguiremos la
construccion de estos vectores y su correspondiente anillo como se hace en [6] y [9]

Sean Q =2[x7, yj, k] el anillo de polinomios en las 3n indeterminadasxi, yj, zk paral <i,j,k <n,n={0, 1,
2,..}y QN cl anillo de las sucesiones infinitas de elementos de Q, a = (a,) parav = 0. De manera similar, z[xi,
yj ] representa el subanillo de Q formado por los polinomios en las 2n indeterminadas xi, yj donde 1 < i, j <
n. Note que QN tiene las operaciones de suma y producto componente a componente, y los elementos (0) =
(0,0,...,0,...),(1)=(1,1,..., 1...), son los neutros de las operaciones suma y producto, respectivamente.

Dadosa = (ao, Al e v vy Ay, Ay, .. ) (= QN una sucesion y p un nimero primo, denotaremos mediante P(a)
a la sucesion:

(af,al.....ab_,....),

w—1*

y paracadav € n definimos la siguiente relacién de recurrencia:
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IEI_{[JJ —ay v af:f—]._‘,l — {P(EDUJJ +py+1ﬂ-y+1.
(5)

Desarrollando (5) para los primeros valores de v > 1 tenemos:

(1 _ .p
a'?) = ab +pd +pay
N e w—1
a¥ = af +pd]  +---4pld’_| 4 pYa,.

A continuacién dotaremos a QN con nuevas operaciones de suma y producto, para esto es necesario
introducir dos funciones:
Definicién 3.1. Sean 4, b € QN. Definimos las siguientes funciones:

¢: QN — QN
a— @(a) = (a'P,aV, ... a7V, ),
QY — Q"

b U(b) = (co,C1,. s Cro1,...),

donde:
co = by,
1
€1 = » (b1 —f),
c L (b & pcp)
2= —F b2 —¢y — )
p2 0 1
]_ va—l Cpu—? 1"_2039
Cp1 = pv_l (bz/—l. — % — P&y — =P 'zf—'.'!) '

(6)

Existe una relacién importante entre las funciones ¢ y ¥ la cual se presenta a continuacion:
Lema 3.2. La funcion ¢ es una biyeccion y ¢ -l= V.

Demostracion. Sea a = (ao, Al .e s Anls...) € QN, entonces:
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vo(a) = w(a®,aV,...,a™V,..)
n—1 n—2
| -2 -1
=Y(ag, e +pay,...,af +pal 4+ p" a4+ an_1,...)
= (co. €1, ..., Cn_1,--.)

Demostraremos por induccién el resultado. Para ver que ¢; = a; parai € {0, 1,.. .}, el caso i = 0 resulta

trivial por (5). Supongamos que para cadai < n — 1, ¢;= a;, asi por (6):

1 n—1 n—2 n—1
_ P P n—2 _p n—1
Cn—1= pn—1 (aﬂ + pay 4+ p Al o+ D" a1 —
n—2
. n—2 P
—pf‘}; — =P Cﬂ—ﬂ)

1 n—1 n—2 n—1
_ P P L n—2_p =1 P
S — (a{, +pay AP 0, s+ P Op — GG

1 _
= 'p”_l (pn lan—l) = fp—1

de ahi que:
’{r'(ﬂ{ﬂ} = {C(],C’L, Y N [ } =i
Por otro lado, si b= (b, by, ..., b, 1,...), entonces

P (b) = ¢ (co,CryensCny...) = (Cuu;ﬁeujvl_ﬁﬂm_n)_

Veamos que ¢ 0 = p, paracadai € {0, 1,.. .}, por (5) se tiene que ¢y = by. Supongamos que parai < n —

1,cW=b;, sustituyendo c,_; segin (5) tenemos:

. \ n—1 n—2
TV =d dpel 4T
n—1 n—2
+pn—l (Pn_l—l' (bﬂ—l. - Cﬁ —chf - Pn_chl_z))
n—1 n—2 n—1 n—2 o5
=& +pd 4P b= —pd - =P
_b?l—l.
Asi
Yo(b) = (bo, by, - .., bp1,...) =D

La funcién ¢ resulta de gran utilidad para nuestro objetivo. Ahora podemos definir las nuevas operaciones
en Q como sigue
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a@b:=v(¢(a) +¢(0b), vy
a® b= (¢(a)p(b))

(7)
Como consecuencias del Lema 3.2 tenemos las relaciones:
Ha®b) = o(a) +0(b), ¥
(8)
¢la®b) = ¢(a)p(b)
)
Ahora, de la definicién de ¢, sic=a @ byd =a o b, entonces:
(@, Yy = (0 e a6 el ),
(d©,dO,. . dn=D ) = (@®,aD, .. "D, ). (O, 60, D),
por consiguiente, para cadav > 0:
(@@ B® = a® 4 b, y
— { AT K|
@OB)®) = aH),
(10)

Observese que de (5), cadaa ® esuna expresion polinomial con coeficientes racionales en las componentes
ag, ai, .. ., 4y, omitiendo todas aquellas cuyo subindice es mayor que v. De manera anéloga, para las expresiones
en (10) existe, a su vez, para cada una de éstas una expresién polinomial con coeficientes racionales en a;, b;
coni,j € {0, 1,...v} que las representa.

Definicién 3.3. El anillo W(Q) = (QN, @, =) es llamado, anillo de vectores de Witt.

Proposicién 3.4. W(Q) es un anillo conmutativo con identidad.

Demostracion. Resulta claro que las operaciones son cerradas, veamos que los elementos neutros de las
operaciones definidas en (7) son (O, 0,...,0,.. ) y (1, 0,...,0,.. ) respectivamente. Sea a = (ao, ...,
ay-1, . . .), ENLONCES:
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{:[1[) 15 p—1, ) & (0105 !0 . } - b{@({aﬂ‘ Qs .-, Gn—1 ))+
= b[{:a[DJ..ﬂ-{lJ ..... {I[n_”, )+
(010 oW . om=b )

((@® + 0, aM 40
LamY ol )

= ¥((a®,aM,....a™"V, . .))
= T.I.'){(IJ({(ID (15 PR / P ):])
= {{1(}._{1]_._ P 7 S P )

Como ¢((1,0,...,0,...)) =(1,1,...,1,...), tenemos que:

(ap,ay,...,0n0-1,...) ®(1,0,...,0,...) =v(é((ap,a1,...,0n—1,...))"
((1,0,...,0,...)))
=((a,a), ... a1 ).
(1,1,...,1,...))
= t;'J((a.m)._am._ a0
= T;'J[:(fl{:{a(}._al._. R | A ))}
= [:ﬂ,g,l‘ll,. ..,(1.,3_]_,...).

El resto de las propiedades de anillo pueden demostrarse usando las ecuaciones (8),(9) y (10). Por ejemplo:

d((a®b) @c) = d((a®b))g(c)
= 6 (¥ (#(a) + $(5))) &(c)
= (¢(a) + 6(5)) B(c)
= ¢(a)d(c) + ¢(b)d(c)
— 6 (¥ (6(a)6(c))) + 6 (¥ ((b)6(<)))
= ¢la @)+ o(b@ ),

yasiporelLema3.2,(a @ b) e c=(aw c) @ (b ¢).

En lo sucesivo, denotaremos a los neutros de @ y = mediante 0y 1, respectivamente.

Ahora, presentaremos algunos resultados que nos serdn de ayuda en la construccién del anillo de vectores
de Witt sobre anillos més generales.

Lema3.5.Seanm 21,0 <i,j,k<sm—1,a=(a,), b= (b,) elementos de QN tales que a,, b, € Z[x;,Yy;
] con 0 <v < m — 1. Entonces:

a, =b, (modp™) 0<v<k)

si, y solo si;
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al.’:x',' = bl.'!«"j flﬂéd pm+:x:l fU <v< k}

Demostracion. (cf.[6, Lemma 1])

Lema 3.6. Sean ¢(x) = co + Cix + ... + crxr € Z[x], r € ¥y p un nimero primo. Entonces (d(x))P =2 (x
p) (méd p) donde + (t) € z[t].

Demostracion. Hagamos induccién en r. Parar = 1 tenemos que ¢(x) = ¢ + ¢z, . Es claro que:

p—1
((z))? = (e + e12)F =} +Z J(eon)P™ 3[1:11)3 + 2P,
j=

Luego, (cl)(x))P — [ +daf] =T50) (Co) P (Cz )
(6(0)P =2 (x?) (méd p)

Supongamos que el grado de ¢ es menor que r, asi, el resultado es vélido y sea d(x) = co + ¢z +... + ¢x” . Por

il <j<p-1.Notequesi eleglmosy (t) =d +dt, entonces

lo tanto, f(x) = $(x) — ¢ € 7.[x] es un polinomio de grado menor que r. De la hipdtesis inductiva tenemo
(f(z))” = f(=F) (mod p),
donde 7(t) € z[t]. Mds atn, como (¢(x) — ¢x” )P = (f(x))P, entonc

(p(z) —erz” )P = f(zP) (mod p).
(11)

Por otro lado, es ficil ver que procediendo como antes, obtenemos que ($(x) — " )P = ($(x))P — & "
(méd p). Luego, combinando esto con (11) concluim

(p(z))? — ckaP" = f(zP) (mod p).

Definamos¢ (t) =/(t) + cP ,t"y de lo anterior se sigue el resultad

Este resultado puede extenderse de manera natural por induccién a polinomios en multiples variables x;,
X2, ..., Xk para k un entero positivo como sigu

Corolario 3.7. Sean f(z) € z[z] y p un nidmero primo. Entonces (f(z))P =i(z p ) (médd p) para algin i(t)
e zlt), dondef(z) :=f(x1,x2, ..., x),7 (2P ) :=7(xP 1, xP o, ..., xP ) yz[u] :==z[u}, up, ..., u) parau=xou=

Ahora, aplicando los resultados anteriores estableceremos una caracterizacién de las operaciones de dos
elementos en W(Q) bajo @ y « , lo cual es de sumo interés para lograr nuestro objetiv

Teorema 3.8. Seana, b € W(Q).Sia#b representaa & boa o bya s brepresentaa+bda- b, segin
sea el caso, entonces (a 0 b)v =1£,a;, b; ) dondef,(x;, y ;) € xi,y;j] es un polinomio con coeficientes enteros y
término constante 0 en las variables x;, y; con i, j corriendo en el conjunto {0,1,...,v}

Demostracién. Sean a, b € W(Q), entonces (aob) = ((aob)y,...,(aob),-1,(aob),,...) y paracadav >
0; (aob), = H(a;, b; ), para algun o(xi, Y ) € elx;, ¥j ]. Veamos mediante induccién sobre v que B(x s Y )
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€ z[x;,y;]. Siv=0, por (5) y (10), tenemos que (a0 b)o = (a0 b) @ =20 5 b© =325 sby = fy(ag, bo) donde
fo(xi,y;) = 1xi 6 ly; € z[x;, ;] y se sigue el resultado. Supongamos que (a o b)i = g(a;, bj) para algiun gi(x;
,yj) EZ[xi,y;] siempre que k es tal que 0 < k < v — 1. Por (5) tenemos que

p’(aob), =(aob)® — (Plaob))” ",

(12)

y también:
(aob)® = (Plaob)”™ " (msd p").

Por otro lado, P((a o b)) = (a0 b) P = (gk(ai, bj )P y ademds, por el Corolario 3.7, existe fi(x;, y;) € z[x;
,yj ] tal que:

P((aob)r) = (gk(a:b;))” = filaf,b%) = fi(P(a), P(b)) (mdd p).
Se sigue de lo anterior* que:

P((aob)i) = (P(a) o P(b))x (médp) (0<k<v—1).
En particular parav — 1, por el Lema 3.5:

(P(aob))" ™" = (P(a)o P(b))"™" (méd p").

Por (5) tenemos que a ) = (P(a))®™) (méd p”*) yb® = (P(b))*V (méd p?), y por (10) se tiene que
(aob)®=a® sb® por consiguiente:

[:EI-'D b)f:z} _ afzz}ébfzz) = {P['\a_})i:f—l]a {P[:b‘;l){u—l} (lﬁéd _'PU)-.
y como (P(a))®"V 5 (P(b))*"Y = (P(a) o P(b))") (méd p* ) tenemos que:

(aob)™ = (P(a)o P(b))* 1 (méd p*).

Se sigue que p * |[(a # b) ™ — (P(a 0 b))?V], iie,, p ¥ es un factor de la diferencia de las evaluaciones
polinomiales que corresponden a (a 0 b) ™ y (P(a 0 b)) Y. Por la hipétesis inductiva existe un polinomio
g(xi,yj) €z[xi,y;] tal que:
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g (ai,b;) = (a0 b)) — (P(aob))¥~1

y por lo anterior g,(x;,y;) € p” Z[xi,y;], de ahi que existe £,(x;, y;) € z[xi,y;] tal que g,(xi, yj) = p hilxi
,yj ). Finalmente, de (12) tenemos que el polinomio g,(x;, y; ) es tal que p” (a0 b)” = g,(a;, bj) = p"f,(a;, b;
)y dado que £,(x;, yj) € z[x;,y; ] esto concluye la demostracion.

En virtud del teorema anterior podemos denotar en lo sucesivo para (a,),(b,) € W(Q) :

(a@b)y, =su(ap,a1,... @ _1,b0,01,...,b,1) = sp(ai, bj), ¥

(ﬂ. o b)z, = My ldp, A1, ..., 0,1, b[),b-h . ,bz,_l:l = my(ai,bj),
(13)

dondes,, m, € z[x;,y;] parav20y0<i,j<v.
Sea A un anillo conmutativo con identidad 14 de caracteristica p, notemos quez[x;, yj, zk] #2[x;, y;j, z]
puede ser sumergido en el anillo de polinomios 4[X;, 1}, Z; ] mediante:

ALz, g, 2] — A[XG, Y5, Zi]
n+—nly (neZ)
T — X
y; — Y;
Zpp Zk.

Dado f(x;, ¥i»zk) € Z[xi,yj, zk] denotamos pori(Xi, Y;, Zy) a (f(xi, yj » z«)). Por otro lado, a la luz del
Teorema 3.8, las operaciones @ , © son cerradasal tomara,b € z[x;, y;, zk]Ny 0,1 ez[xi,yj, 7)™, es decir,
éste es un subanillo de W(Q) que denotaremos por W(z). Ahora consideremos los conjuntos de sucesiones
infinitas: ANy (M(z[xi, y;, zk]))™, entonces h :z[xi, y;, zi] > Mz [xi, yj , zi]), es un homomorfismo de anillos
sobreyectivo y puede ser extendido de manera natural como sigue:

L TATPTT L ) il
(folziyy, 2)) = (fu(Xe, Y5, Z)).
Nuevamente, por el Teorema 3.8 dadas dos sucesiones a, b € W(z) existen polinomios con coeficientes
enteros s, m, que satisfacen (13), asi tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.9. Dados dos elementos r = (r,), t = (t,) € A definimos la sumay el producto de estos como
las sucesionesr ® t=((r+t),) yr o t=((rt),) tales que:

{.i'“ -+ t}!/ = i‘L{SI,(ifi?yj}} — él/(.ri-.tjjh V
[St)!, = i"i_{-ﬂ]-!,[.'r.i__ yj':lj = ?h!f[ri\tj}-
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(14)

Veamos que en efecto mediante las operaciones definidas antes, se puede dotar de una estructura de anillo
aA:

Teorema 3.10. E/ conjunto A es un anillo conmutativo con identidad (1 4,0 4,...,0 4, ...) y neutro de
lasuma (04,0 4,...,04,...)

Demostracién. Sean X = (Xo, X1, ..o, Xt -+, Y= Yo, Yoo oo, Your, .. )Y Z = (Zo, 21, - s Zieas - - )
€ A. Como A es sobreyectiva, existen X = (X0, X1, « - «» Xn1r - ), Y = (Y0, V1o - « 05 Yelo - - ), 2= (21, Z25 « + ., Zn

1) € zNtales que A(x) =X, A(y) = Yy A(z) = Z. Luego, por (14):

[X +}P)y — (EJJ(XE.}})} :f‘xfsz,lf:t‘;—f_‘iy]ly]l‘ :5_.-"
[X}F)V [fﬁqy (Ti- yj}]' — ﬂ{ﬂi'v O] y):fl

y esto se cumple para cadav > 0, entonces:

AMz)aAly)y=XaY =Azay), ¥y
AMz)oAy)=X oY =Alz0y),

es decir, A preserva las operaciones entre W(z) y A, en otras palabras, A es un homomorfismo sobreyectivo
de anillos, asi por el primer teorema de isomorfismos:

A= ker(A)

Finalmente, dado que A(1) = (1.4,0.4,...,04,...) yA(0) =(0,4,04,...,04,...), estos son la identidad
y el neutro de la suma en A respectivamente.

El teorema anterior establece un hecho importante, puesto que nos ha bastado con hallar una imagen
homomérfica del anillo de polinomios en varias indeterminadas (x;, Yi» zx) con coeficientes en z para poder
extender la estructura del anillo de vectores de Witt

W(Q) al conjunto de sucesiones infinitas A. Esto resulta muy ttil dado que si A =r ,m las condiciones se
satisfacen de manera inmediata y nos acerca a nuestro objetivo.

Es importante reconocer la diferencia al usar z[x;, Yj s ) N y W(z) pues el primero hace referencia a
las sucesiones con las operaciones usuales de suma y producto, mientras que el segundo nos debe indicar
que estamos usando la estructura inducida mediante @ y @ . El siguiente corolario es el paso final en la
construccion del anillo truncado de vectores de Witt.

Corolario 3.11. Sean

Wi (4) = {(r,) € W(A) 7, = 0,0 > 5},
I-{-'TS(A_:] = {(']"‘[j‘ .- ."T'S_l) N~ A0 < i < s5— 1}‘

y la funcion:
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T Wi (A) = W,(A)

(ry,) —= (P, 1. Te1).
(15)
Si definimos la suma +, y el producto -;en W, (A) mediante:
(o, "1, oeaTs1) +s (o, B, .. tsm) =T(r B E), ¥
{.i"‘(].,'r'l._ e e Ps—l]' ‘g {f(],fl,. - ,ts_l) = TI:T‘ o },‘
entonces (W(A), +s, +) es un anillo conmutativo con identidad 1 = (15, Oa, . . ., 04) y neutro de la suma 0

=(04,04,...,04).

Definicidn 3.12. Sea A un anillo conmutativo con identidad. Los anillos conmutativos (W(A), @, « )
y (W(A), +5 +;) asociados a A, reciben los nombres de anillo de vectores de Witt sobre el anillo A y anillo
truncado de vectores de Witt de longitud s sobre A, respectivamente.

En la seccién 2 se mencionaron dos representaciones para elementos del anillo de Galois, la representacion
p-ddica (1) ylarepresentacién aditiva (2), la diferencia sustancial entre dichas formas de escribir los elementos
del anillo estriba en que, mientras que las representaciénes aditivas son féciles de operar mediante la suma'y

producto usualesen z ,* [£], las representaciones p-ddicas, por otro lado, representan un problema mayor, ya
que sus coeficientes deben ser elementos del conjunto de Teichmiiller T el cual en general no es cerrado bajo la

suma, pero como la p-reduccion resulta ser una biyeccién entre Ty , ™, éste hecho permitird posteriormente
dar una solucién a dicha problemdtica, mis atin, en [16], los autores presentan un isomorfismo entre el
anillo truncado de vectores de Witt W(7 , ™) y el anillo de Galois GR(p *, m) luego, haciendo uso de esta
herramienta se consigue operar a las p-reducciones de las componentes p-adicas de los elementos del anillo

de Galois.

Dicho resultado se enuncia a continuacién, en lo sucesivo, denotaremos mediante7i (c) a p(pi(c)) la p-

reduccién de las componentes p-4dicas de un elemento ¢ € GR (p°, m).
Teorema 3.13 ([16, Theorem 4]). El anillo truncado de vectores de Witt de longitud s, W (¥ pm) es isomorfo

al anillo de Galois GR(p° , m) mediante la funcidn:

[': GR(p*,m) — W (Fpm)
c=polc) +pr(e)p+ -+ pr(c)p* ' = ('f‘[)[f-]h ri(c)?,... .-rs_liﬂ}p"_l) ,

donde pi(c) € T, (0 < i < s—1) son las componentes p-ddicas del elemento c#GR(p° , m) como en (1) y

ri(c)=pi(c).
4. ArRitMETICA EN GR (P3 , M)
A continuacion estudiaremos cémo el isomorfismo I' del Teorema 3.13 nos permite estudiar la suma de dos

elementos cualesquiera en el anillo GR (p® , m) y el producto de un elemento arbitrario en dicho anillo con

una unidad de la formai=1-p 2,
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Se conseguirdn férmulas para dichas operaciones y éstas nos permitirdn estudiar también la aritmética de
las componentes p-ddicas de los elementos en un anillo de Galois. Vale la pena remarcar la importancia de
hallar una manera esquematica de operar dichas componentes y més adelante usaremos esto para analizar

c6digos definidos sobre GR (p 2 , m).

Consideremos el caso s = 2. Dados elementos (uo, u1),(vo, vi) € Wa(¥ pm), aplicando (15) a (10) tenemos
que:

. (1) ) .
(50,51)") = ((uo, u1) 42 (vo,v1))" = (uo,us)™ + (vo,v1)™.
Por (5) tenemos las siguientes expresiones:

Sp=1Up+ o, ¥
P N ; 2 y

(16)

Notemos que:
p—1
P P Y 1 5, Pt
55 = Up + Uy + E (i)“{}t'm -
i—1

De (16) y lo anterior tenemos

psy = (uf, + vl — sf) + plug +vq),

p—1
ps1 = _Z (1:)“3]1’(]_! +p(ur +v1), ¥
i=1

§1 = Uy + v1 + ho(uo, vo),

donde

oy o) = — 5~ g
ho(uo, vo) = — Lugug
i=1

Para los términos s, con v > 3 la expresién es mucho mas compleja, por lo tanto presentamos el siguiente
resultado.

Lema 4.1. Sean u = (ug, uy, ..., u1), v=(Vo, Vi, ..., V1) € W (F pm).Em‘onces:
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I:'H +s5 0 ]'zf = Uy, + Uy — h‘zz—l{'uisi!j}m
(17)

donde0<i,j<v—-1lyh(x, ¥j ) es un polinomio con coeficientes enteros y término constante (vespecto a todas
sus variables) cero, para0 <1<v—-1y0<v<s—1.

Demostracién. Por (10) tenemos que (u +s v) M =u®4v® ahora expandiendo como en (5) y si
denotamos por si a si(u; , vj ) tenemos que:

v v—1
s§ 4+psy e p Tl sa,—(uo +puy T l—p“ul,)
+ (?‘0 +Plf l-‘r----‘rpu_l?_.!ﬁ_l +p“'1-'4,) .
: v
Despejandop” s
r—1 r—1
i zx k —k
p's, =p' Lr,!,—l—ly}—l-g p —I— E ps&

k=0 k=0

r—1

g v—k v—k
u’:/"‘lz,—}"‘Zp (?f +of = )
k=0

(18)
Nombremos h,_1(u; , vj ) al segundo término en el lado derecho de (18). Asi, dividiendo por p * ambos
lados de dicha ecuacion, se obtiene (17). Las caracteristicas de hy(x; , y; ) se siguen del Teorema 3.8.
Por otro lado, para la multiplicacién sean (ug, uy),(vo, vi) € Wa(F pm). Procediendo como antes, tenemos:
mp = Upto., ¥
mb + pmy = (ul) + puq) (v + pvy)
0 1 o T Pu1)\Uy +~ pt).

Esta claro que m? o = uf ¢ v? o y despejando m; tenemos que:

my = ubvy + viug + plugvy).

Reduciendo médulo p obtenemos m; = u? gv1 + vF gul. Para poder hallar el nuevo término m, debemos
tomar la expresién m; antes de la reduccién médulo p, asi:
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mil:" — {ug?-"i — -?_.‘E?L[-J_ =+ p(ult’L))p
p—1
= (ugv1 +vju1)” + Z () (w1 + vgus)” ™" p'(urv1)" + pPuie}
t:l

1
uu v} —|—'u{] uy +p Zi—l{u )" (vfun)"

=1

-1

2 B i i1
+p ZQ(HS-vwvﬁuﬂp T uwn)' + pP

=t (19)

De ahi, dado que my =uz vi'y
P 2 P’ v 2 P P 2
My +Pmy +p me = Uy +puy +p U | (Vg +PU] +p U2
P2 p? PP il 3
= uu v +p [uﬂ vl + 10 u ] +p [uﬂ v2 +uyvy +vp uz| +p°T,

podemos agrupar términos semejantes y cancelar:

2 2 2 3
pma =p [uﬁ v] +vf ul — mﬂ +p [-u{] va +ujv] + v 1!2] +p'T.

Aqui T representaa todos los términos que tienen como factor comunap? ; luego al dividir porp* quedara
un factor p acompanando a T, y estos términos desapareceran al aplicar la reduccién médulo p, por lo tanto,
no es relevante (para este caso) conocerlos explicitamente. Usando (19) en la expresion anterior tenemos que:

r—1 r
2y = p? Pyt Q)
pmg =p u)12+1{111+1 Uy —

i=1

Puy )P (vBuy )| 4+ p* T

El tltimo sumando de (19) estd contenido en T’ ahora debido al factor adicional p, y ast tras dividir por

p 2 y aplicar reducciéon médulo p
P’ PP p* PE_:L [?D P (P
: P \ ' L AP—1 ., i
M2 = Uy V2 + Uy 1y -+ Up U2 — P {H{}’L-J_}P {T_.Uu]_}
1=1

Es decir, que dados (uo, uy, uz),(vo, v1, v2) € W3(¥ ;m), entonce

(w0, w1, u2) +a (vo, v, v2) = (uo + vo, w1 + v1 + ho(uo, vo), uz + v2 + hi(uo, ur, v, v1))
(o, w1, u2) -3 (vo, v1,v2) = (u-nvo. vy + vhus, uf va +uPv? +vf ua — k(uo, u1, vo, t-'l)) :
(20)
Ahora podemos aplicar las férmulas (20) para hallar las y-reducciones de las componentes p—édicas del

producto de un elemento en el anillo de Galois GR(p °, 3 m) y una unidad de la forma = l—p . Antes de
hacerlo, un resultado que nos sera de apoyo es la siguiente:
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Proposicién 4.2. Sea ¢ € R. Entonces:

ke ) me—jle), B<j <2
rj{p ¢) = { 0 de otro modo.

para0 <k <2.

Demostracion. Seac € R con representacion p-ddica ¢ = po(c) + ppi(c) + p %p2 (c), entonce:

pFe = p* (po(e) + ppi(c) + pPp2(c))
= ppo(e) + 0" pale) + pF 202 ).

Sik = 1, es claro que pc = ppo(c) + p *pi(c). Y dado que po(c), p; (c) € T, se sigue de la unicidad de la

representacion p-:idica que:

po(pe) = 0, p1(pe) = po(c) ¥ p2(pe) = pi(e).

(21)

Por otro lado, si k = 2, tenemos que p” ¢ = p* po(c). Y dado que po(c) € T, entonces:

2 2 2
po(p~c) = p1(p7e) =0y pa(p~e) = po(c).

(22)

Finalmente, aplicando la p-reduccion a las expresiones (21) y (22) se tiene el resultado.

Ahora, considere una unidad en R de la formai=1-p 2, aplicando el isomorfismo I' tenemos:

L'(A) = (ro(A), 71 (AP, r2(A)P7) = (1,0, -1).
Asi,dadoc € GR(p3 ,m) con
. 2
I'(e) = (r‘n (e),ri1(c)?, ra(c)? ) \
si aplicamos (20) para el producto Ac tenemos que:
ro(Ac) = ro(e)
ri(Ac)? = r(c)?
ra(Ac)?’ = ra(c)P’ —ro(c)P” — k(1,0,7o(c), r1(c)).

(23)
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Es fcil ver de lo anterior que k(1, 0, ro(c), r1(c)) = 0 y aplicando el inverso del automorfismo de Frobenius
a(23) en el campo finitor ,m se llega a:

ro(Ac) = ro(c),
ri(Ae) =ri(e), ¥y
ra(Ac) = ra(c) — role).

5. IMAGENES DE GRAY DE CODIGOS CONSTA-CICLICO

En esta seccién exhibiremos condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de Gray de un cédigo -
ciclico o consta-ciclico sobre R = GR(p* , m) sea cuasi-ciclica sobre el campo finitor q con q = p” elementos.
En adelante, sea T es el conjunto de Teichmiiller de R, = p” y n es un entero positivo tal que (n, p) = 1.

Definicién 5.1. Seak =1 —-p° =1+ N#p° ,con N # € T tal que w(N #) = —1. Un corrimiento )
ciclico o consta-ciclico es una funcién:

vy R — R"

(CosvesCpno,Cn1) = (Aep_1, 00, ..., 0 _2).

Un cddigo C es llamado consta-ciclico o A-ciclico si, y solo si, w(C) # C.

Definicién 5.2. Sea c = (co, €1, ..., Cn1) € B " q- Un corrimiento ciclico es una funcién:
T Ff; — FE}

(Cos-vs 2 Cpnt) = (En_1.C0s - .. Cr_2).
Dados enteros positivos s, t tales que st = n se puede escribir:
M = (erry iy Chs)
y por tanto:

c= (gill‘_,___gmw__‘g:::)_

Un corrimiento cuasi-ciclicoo ™ : 7 q> 7" qes una funcién tal que:

o®(c) = (7 () 7 (),....7 (c)).

Un cédigo C se dira cuasi-ciclico de indice t y longitud sz, si o™ (C) = C.
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Sean w una raiz primitiva de la unidad enr ={1, o, ...,o" 1} una base der , como F .-espacio
q¥ q P
vectorial. Puesto que hay una biyeccion entre 7z 4 yF  dada por:

010 = o (41) 7 () . (4)).

donde 0 <h;<p-1parai=0,1,...,m, — 1,los elementos del campo finitor ¢, con q=p ™ elementos,

se tomardn en el orden siguiente:

F,={wy|h=01,.. . p"—1}.

Obsérvese que,

Wip +k=wpipparad<k<p-1lyO0<i<p™-1, y
Wip+j + k= Wipy(jph), Paral <j<p-10<k<p-1y0<i<p™ -1,

donde (#)p denota la reduccién médulo p.
Sea

Q: = [ihlf.p-_ 3 I "I :-';"‘"!p+lfp—lf|:|:.

parai=0,1,...,p" ' =1yk=0,1,...,p — 1. Entonces los elementos del campo finito 7 4 se pueden
expresar y enumerar en la forma:

I':l;-;.'{]._:'.:...'l, . .L-;.'p”i_ljl = [ﬂ.;),....,ﬂl, . ,ﬁpm—l_ljl.

Definimos:

U = {ﬂ{],...,ﬂ;,... :.ﬂ Jri—i_l:l:.

el

v=(1,...,1,...,1)

L -

i
g—veccs

co = u@u,
g =vEU,
Co — U E .

Aqui, # denota el producto de Kronecker expandido de izquierda a derecha.
Definicién 5.3. Sean R = GR(p 3 m), n un entero positivo y RF = ¥ q con q = p ™ entonces la funcién
de Gray estd dada por:
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2
$:R" — F

c—1o(e) @ co+7ri(e) @ e +ra(e) @ ea.
(24)

La funcién de Gray resulta ser de gran importancia pues funciona como un puente entre los codigos
definidos sobre anillos finitos de cadena y los c6digos definidos sobre campos finitos (cf.[7], [18], [11]). Una
de las propiedades més conocidas y que resulta de gran importancia en la teoria de cédigos es el siguiente
(cf. [41.[5]):

Teorema 5.4 ([4, Theorem 1.1]). La funcién de Gray ® es una isometria inyectiva entre (R", dj,, ) y (5
,dH).

Aqui, dH(#) es la distancia de Hamming y dnom(#) es la distancia homogénea, las cuales se definen de la
siguiente manera: dy(¢,2) = wi(c —4) y dhom =55 Whom(ci — di) donde

wi(e) = [{ile; #0 0<i<n—1}

y
| e z € (p*) \ {0}:
whﬂm{i‘) = pm{pm - 1} re R \ {pz}
0._ Ir =

El peso de Hamming y el peso homogéneo respectivamente.
Proposicion 5.5.

prﬁm—l

bopvy =0 od.

Demostracion. Sea A= (ap, aj ,...,an—s a,-;) € R"y denotemos por B = (by, b;,...,b,-1) =wn(d),
entonces:

bop = Aan_1
bj=aj—1 (1<j<n-1),

asi de (23) tenemos:

ro(B) = (ro(@n—1).r0(ao). ..., ro(an—_2)),
ri(B) = (ri(ap—1).71(an),....r1(@n—2)), 3
ra(B) = (ra(an—1) — ro(@n—1), r2(ag) ra(@n—2))
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Ahora por (24) el k-ésimo bloque de longitud 7g de ®(B) es:

3(B)M =ry(B) @ u+r1(B) @ (wi)pm +12(B) @ v
= ?‘()(B) & {Q{)._ PR Q.g._. Cey me—l) + 'T‘-J_(B) ® {<u,'k)p, PR (u,'k)p, PR (wk):p)—F
ra(B) @ ((L)ps -5 (U)ps - (1)p)-

Ast podemos extraer el i-ésimo bloque de longitud np de ®(B) y lo denotaremos por B;
Bi =ro(B) @ Qi +71(B) @ (Wi)p + 72(B) @ (1)p.

Procediendo como antes y expandiendo los productos tenemos que:

B; = (ro(an—1),70(a0),...,r0(@n-2)) @ (Wip, . .. ,Wip+j,-. s Wipt(p—1))
+ (r1(an—1).r1(an), ..., r1(Gn—2)) @ (Wk, ..., Wk, - .. ,Wk)
+ (r2(an—1) — ro(@n—1),r2(an), ..., r2(@n—2)) @ (1,...,1,...,1).

Tras realizar los productos, podemos estudiar el j-ésimo bloque de longitud n de B ; el cual denotaremos

por B j es decir:

Bij — {?1{}({171—1}0-31'},4_3', o (a{}}';’-f'ip+j-. C ey rﬂ{aﬂ—i}wip—kj}
+ (ri(an—1)wk, r1(ag)wk, - - ., 71 (An—2 )wi)

+ (ro(an—1) — rolan—1),r2(an), . .., r2(an—2)).

Notemos que la primera componente de B j; es:

(Bij)o = rol@n—1)wips; +r1(@n_1)wi + r2(@n-1) — ro(@n-1)
= 710(@n-1) (Wip+j + (p— 1)) + r1(@n-1)wk + r2(an-1)
= 70(@n-1) Wips(j+p-1),) +T1(an-1)wk +72(@n-1)

) (

= 7To(@n-1 Wz‘pﬂj—l})+?‘1(ﬂn—1}wk+?‘2({1n—1)-

Se sigue que:

(Bi.j")ﬁ' = rﬂ{aﬂ—l) {wip+{j—lj) + 'rl{a'n—l)wk + T2 (a'ﬂ—'l}r ¥
(25)

{B‘ij).k = T’g{ﬂ.;\:_l)wip_;rj + ]"’l{ﬂ-k_l)-’.dk + PE(GI\:—'L) {1 < k <n-— 1) (26)

Por otro lado, aplicando la funcién de Gray al #-tuple A obtenemos:
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(I]{J:l} = ?‘(](Jfl) @ o + T‘l{fl} @ ecy + e [:14.) & eo.

7

Procediendo como antes analizaremos el i-ésimo bloque de longitud 7p de ®(A) ast:

\

Ai =10(A) @ +711(A) @ (Wr)p + r2(A) @ (1),.

Expandiendo los productos de Kronecker de A ; , podemos escribir dicho bloque como un arreglo de

tamafo 7 X p, es decir:

ro(ap)w;y + ri{ao)wy + ra2(an) ro(@n—1)wip + T1{@n—1)wp + ra(an_1)
A= ro(ao)wip+; +ri(ao)wy + r2(ao) s ro(an—1)wipty +ri(an—1)wp + r2(an_1)
ro(ao)wipyp_1y +ri(ao)wr +r2(ao) - ro(@n_1)wWipy(po1) +T1(@n_1)wr +T2(An-1)

Observemos que al aplicar el corrimiento ciclico 7 en este bloque:

rolan—1)wipsp—1y trilen—1)we +ra(an—1) rolan—2)wep +ri(an—2)we +ralan—z)
T (A:) = | rolan—1)wiptg—1y+ri{an—1)wr+ra{on—1) rol@n—2)wiptg+rifan—2)wp+ralan—_2)
ro(an—1)wWip+p—2)+ri{an—1)we+ra(an—_1) rol@n—2)wipt(p—1)+ri{an—z)wr+raan—z)

Denotemos por A Y al j-ésimo bloque de longitud n del arreglo & (A ;), de ahi tenemos que la 0-ésimay la

k-ésima entradas de este bloque son respectivamente:

(A7)0 = ro(@n—1) (Wiptr(j—1)) + r1(@n—1)wk +r2(an-1), ¥
(27)

(A7) = rolap—1)wips; + 71 (ar—1)wi + ro(ag_1) 1<k<n-1). (8)

Una comparacion por pares de (25) con (27) y (26) con (28) respectivamente, nos permite llegar a que

paracadak € {0, 1,...,n — 1} los bloques de longitud 7; B ijyA 7 son iguales, de ahi que
B;=7(A;) (0<i<p™?!t—1),

y dado que

B(va(4)) = D(B) = (Bo | --- | Bi| - | Bym-1_1)
= (T(Ao) | --- | T(A:) | -+ | F(Apm-s 1))
= %" (B(4)),
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se sigue el enunciado de la proposicién:
Esta proposicion nos permite enunciar el resultado principal de esta seccion:

Teorema 5.6. Un R-cédigo C de longitud n es consta-ciclico si, y solo si, su imagen bajo la funcién de Gray
2m-1

y longitud np™”.

O(C) es un cddigo cuasi-ciclico sobre v ,m de indice p

Demostracion. Sea C un R-cédigo tal que O(C) es un codigo cuasi-ciclico de indice p *™ ' y longitud np*™,
entonces por definicidn:

-~ 2m—1

B(C) = 07" (B(C)).
Luego usando la Proposicién 5.5:
®(C) = ¢(va(C)),
y de la inyectividad de @:
C = 1,(C).
El reciproco de esta afirmacion se sigue de manera aniloga.

6. CoNCLUSIO

Los anillos de Galois tienen una conexidn estrecha con el anillo truncado de vectores de Witt como se mostré
con el isomorfismo del Teorema 3.13. Dicha conexién nos permitié establecer el Teorema 5.6.

A lo largo de este manuscrito una técnica recurrente ha sido el uso de las propiedades de las operaciones
del anillo de vectores de Witt para analizar una forma adecuada de operar los elementos del anillos de Galois
mediante su representacion p-ddica. Esto indica que al hacer uso de estas estructuras algebraicas en conjunto
nos abre las puertas para investigar los c4digos definidos sobre los anillos de Galois de manera eficiente.
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