Revista Integracion

ISSN: 0120-419X

ISSN: 2145-8472
integracion@matematicas.uis.edu.co
Universidad Industrial de Santander
Colombia

Grafos pesados y aplicaciones estables
de 3-variedades en R °’

Huamani, Nelson B.; Mendes de Jesus, Catarina

Grafos pesados y aplicaciones estables de 3-variedades en R s

Revista Integracion, vol. 39, nium. 1, 2021

Universidad Industrial de Santander, Colombia

Disponible en: https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=327068399008
DOI: https://doi.org/10.18273/revint.v39n1-2021008

Esta obra esta bajo una Licencia Creative Commons Atribucion 4.0 Internacional.

r@&a‘yc ' (;Trg PDF generado a partir de XML-JATS4R por Redalyc

Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto



https://www.redalyc.org/articulo.oa?id=327068399008
https://doi.org/10.18273/revint.v39n1-2021008
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

NELSON B. HUAMANI{, ET AL. GRAFOS PESADOS Y APLICACIONES ESTABLES DE 3-VARIEDADES EN R 3

Articulos Originales
Grafos pesados y aplicaciones estables de 3-variedades en R °

Weighted graphs and stable maps of 3-manifolds in R

Nelson B. Huamani DOIL: https://doi.org/10.18273/revint.v39n1-2021008
Universidad Nacional de San Cristébal de Huamanga, Redalyc: https://www.redalyc.org/articulo.oa?
Peri id=327068399008

nelson.berrocal@unsch.edu.pe

Catarina Mendes de Jesus
Universidade Federal de Juiz de Fora, Brasil
cmendes@ufv.br
Recepcién: 28 Julio 2020
Aprobacién: 25 Febrero 2021

RESUMEN:

En el presente articulo se estudia el espacio de grafos con pesos, junto con dos operaciones entre estos grafos. Los resultados que
se encuentran en este espacio son usados en el estudio de aplicaciones estables de 3-variedades en R 3 en particular cuando la

3-variedad es My, donde esta variedad es la suma conexa de n-copias de S! x S% con Mg = S3 . Ademis, se prueban resultados
importantes para la construccién de este tipo de aplicaciones.

PALABRAS CLAVE: Aplicaciones estables, conjunto singular, grafos pesados, 3- variedades, 3-esfera, MSC2010: 58K15, 57R45,
57M15, 57R65.

ABSTRACT:

In this paper we study the space of graphs with weights together with two operations between these graphs. The results found in
this space are used in the study of stable maps of 3-manifolds in & 3 in particular when the 3-manifold is Mn, where this manifold
is the connected sum of n-copies of S! x $2 with Mo = S>.. In addition, important results are proven for the construction of this
type of maps.

KEYWORDS: Stable maps, singular set, weighted graphs, 3-manifolds, 3-sphere.

1. INTRODUCCION

Los grafos con pesos son una herramienta para el estudio de aplicaciones entre variedades usada por varios

matemdticos [3], [4], [9], [11], [6]. En [9] introdujeron grafos con pesos en vértices y aristas, asocidndolos a

3

las aplicaciones estables de 3-variedades cerradas y orientadas en ® °, como invariantes topoldgicos globales.

En [11] introdujeron las cirugfas (operaciones) entre aplicaciones estables de 3-variedades en & ?, las cuales
inducen cirugfas entre los grafos asociados a estas aplicaciones. Tomando en cuenta estas cirugfas en grafos
con pesos, es posible estudiarlos y obtener resultados para el estudio de las aplicaciones estables.

El documento est4 organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2, se estudia el conjunto de los grafos
bipartitos con pesos en vértices y aristas, e introducimos las cirugfas en este tipo de grafos. Se estudia la
estructura algebraica que tiene este espacio de grafos. Esta forma de estudiar grafos con pesos es un enfoque
que nace de los grafos asociados a aplicaciones estables y sus cirugfas, que se presenta en la primera seccién.
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En la Seccién 3.1, presentamos una aplicacion de los resultados que encontramos en la Seccién 2. Para
esto comenzamos presentando, de forma resumida, la definicién, ejemplos y resultados de estos grafos para
aplicaciones estables de las 3-variedades S’y S' x S*en r . El objetivo es dar a conocer la construccién de estas
aplicaciones asociadas a un grafo bipartito con pesos no negativos en los vértices y aristas, haciendo un paralelo
alas construcciones de aplicaciones estables entre superficies introducidas por HaconMendes-Romero en [4]
y [3], usando para esto las cirugfas entre aplicaciones estables que se presentan en la subseccién 3.1. Ademis,
se estudia los efectos de estas cirugias en los grafos asociados. Finalmente, presentamos resultados en torno a
la construccién de aplicaciones estables de S y S' x S*en & ?, usando los resultados de la Seccién 2; adems,
probamos de manera sencilla el Teorema 5.5 de [11].

Cabe indicar que en [11], [5] y [6] los autores estudiaron y presentaron otras técnicas para construir
aplicaciones estables, usando las transiciones de codimensién 1, presentadas en [7] y [2].

2. GRAFOS BIPARTITOS PESADOS

Definicién 2.1. Un grafo G es llamado grafo pesado si tiene asociado a cada vértice y a cada arista un entero
no negativo. Un grafo es bipartito si todos los ciclos tienen un nimero par de aristas. Finalmente, un grafo
es vacio si no tiene aristas.

Notacién. Denotaremos por ¢ al conjunto de todos los grafos pesados, bipartitos, conexos y no vacios.

Definicién 2.2. Un grafo G € ¢ serd representado por la cuaterna [V, E, W,, W, ] = G donde /'y E son,
respectivamente, el nimero de vérticesy aristas; ',y W son la suma de pesos en los vértices y suma de pesos
en las arista, respectivamente. Puesto que G es un grafo no vacio, tenemosque V' 22, E> 1, W, 20y W,
> 0. Estos niumeros son enteros no negativos.

2.1. Cirugias.

Cirugia es una operacioén que une dos grafos de G o une dos vértices en un mismo grafo (ver Figura 1). Estas
cirugias se definen exactamente de la siguientes dos maneras:

Definicién 2.3. Dados G= [V, E W, W,|,H=[V' ,E' W' ,, W' .]& ¢ lacdrugiahorizontal
y cirugia vertical entre Gy H denotada por G @y Hy G @ , H respectivamente, se definen como:

a) G @, H se construye en tres ctapas: (i) se elige una arista en cada grafo correspondiente; (ii) se identifican
las aristas clegidas con sus vértices respectivos, uniendo asi los grafos G y H; (iii) se suman los pesos de
los vértices y aristas identificadas. El grafo obtenido por este proceso sera denotado por G @ H. Una
representacion grafica de esta cirugfa estd en la Figura 1(a). Si esta cirugfa se hace en el mismo grafo G, se
escogen las aristas de forma que el nuevo grafo resultante al realizar la cirugia horizontal sea bipartito y sera
denotado por @ ((), y cuya representacion estd dada por:

GanH=[V+V' =2, E+E' —1,W, + W, W, + W/,

v

on(G) = [V — 2. E—1,W, W.].

b) G @, H también se construye en tres etapas: (i) se elige un vértice en cada grafo; (ii) se unen por una
arista los vértices elegidos, uniendo asi los grafos G'y H; (iii) el peso en la arista que se cred para unir los vértices
en cero y los pesos en los vértices no cambian. Finalmente, el grafo obtenido de esta forma serd denotado
por G @, H. Si esta cirugia se hace en el mismo grafo G, se escogen los vértices de forma que el nuevo grafo
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resultante al realizar la cirugfa vertical sea bipartito y serd denotado por @ ,(G). Una representacién grafica
de esta cirugfa estd en la Figura 1(b), y cuya representacién estd dada por:

GavH=[V+V E+E +1,W,+ W, W+ W],
®u(G) = [V.E+1,W,, W.].

Note que el grafo @ ,(G) tiene un ciclo a mas que G.

g H g B H g
¢ r'! + Cj _— ;"‘\ e J
- Illl |

Cip1TCit1

(a) (b)

FIGURA 1.
Operaciones entre grafos bipartitos.

Definicién 2.4. El conjunto G, junto con las cirugias horizontal y vertical definidas anteriormente, es
llamado el espacio de grafos pesados bipartitos y serd denotado por (G, ®h, @ v ).

Definicién 2.5. Los grafos bdsicos G = [V, E, W,, W, ] en (¢, @, ®,) son aquellos que no pueden ser
obtenidos de otros grafos usando las cirugias vertical y horizontal de grafos.

Proposicion 2.6. Los grafos bésicos de G son /=1[2,1,0,0],/=[2,1,0,1], K=[3,2,0,0] yL = [2, 1,
1, 0], y sus representaciones gréficas estan en la Figura 2.

y T L.

¥ 4 ¥
0 0 0
0 0] \o 0
0 0 0 1
FIGURA 2.

Grafos bésicos.

Demostracion. Como todos los grafos con ciclosen (G, ® 1, @) pueden ser construidos de grafos drboles
con la operacién @ ,, entonces los grafos basicos son drboles. Asi, basta buscar en el espacio (4, @), donde
A es el conjunto de todos los grafos drboles con pesos no negativos en los vértices y aristas; por tanto 4 # G.
Ahora consideremos el conjunto 1 ={(x,x y,z) € N 4oix y,z € N o}, donde ¥ ( representa el conjunto
de nimeros naturales incluido el cero. Mostremos que (1 *, +) es isomorfo a (4, @ 1,). Para esto, verificamos
que la siguiente aplicacién ¢ es un morfismo y, ain mas, es un isomorfismo.
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w: (N*,4) — (A, &)
(z,2,y,2) — @[z, z,y,2) | = [+ 2,2+ 1,9, 2].

En primer lugar, notemos que dado [V, E, W,, W, ] € a,se cample que 1 = V'+ E=0yaque [V, E, W,
W, ] es un arbol. Entonces, como ¢[(x, x, y, z)] = [x + 2, x + 1, y, z], se tiene que x, y, z > 0; lo que implica
quex+222,x+121,y20,z20.Ademéds, 1 - V+E=1-(x+2)+ (x+1) =0, entonces ¢[(x, x, y,
z)] =[x+2,x+ 1,y,z] € a. Ahoramostremos ¢[(x,x,y,z) + (x ' ,x' ,y' .,z )]=¢[(xxy,2)] @
Sl x' Ly aat )]

[[3+1 e+ y+y, 242",

s+ '+ 2+ + 1 y+y, 2 +2],

T+ 2)+ (2 +Q)—Q.(3'+2)+[r’+1)—1._-y+y’._2+2"].
r+ 2,z + 1y 2] @ 2+ 2,2 + 1,y 2]

L

pllz, z,y,2)] ®r (2’ 2"y, 2)].

oz, zy,2) + (2 2,y 2]

MAM‘S

s

Esto implica que ¢ es un morfismo. Seguidamente mostremos que ¢ ~1dado por

el (A &) — ["" *+),
[a,b,c,d] — ¢~ Y[a,b,e,d]) = (a —2,b—1,¢,d)

es el morfismo inverso de ¢. En efecto, comoa>2,b22,c20yd 2 0, tenemos que ¢ 1([a b, ¢ d]) =
(a—2,b-1,64d) € n".Severifica de manera natural que ¢ a b d] @hla#,b#, c#,d#]) = ¢ -1
([4 b, ¢ d])+d—1([a#, b#, c#,d#]). Como

el 2,y 2)]) =9 ([ + 22+ 1,3,2) = (z.2,9,2), ¥

el (a,b,e,d)]) = p[la—2,b—1,¢c.d)] = (a,b,cd),

concluimos que (1 *, +) = (A, ®h). Ahora notemos que (1 *, +) es generado por el conjunto {(0, 0, 0,
0),(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0, 0,0, 1)}. El elemento (0, 0, 0, 0) estd en este conjunto pues no puede ser generado
en funcién de los otros. Luego, usando el isomorfismo tenemos que (4, @) es generado por los grafos {[2,
1,0,0],(2,1,0,1],[3,2,0,0], [2, 1, 1, 0]} = {LJ, K,L}. Finalmente, como todo grafo con ciclo puede ser
construido a partir de un 4rbol, se tiene que (4, @1, @) es generado por los grafos ./, Ky L.

Note que los grafos basicos tienen representacién tnica como grafos con pesos.

Observacidn 2.7. De la demostracién de la Proposicidn 2.6, tenemos que el monoide (2, @) (aun por
demostrar) es generado por los grafos basicos ./, Ky L, es decir, (&, @) = h{L,], KGL}.

Observacién 2.8. Denotamos por G ®"¥ a la suma horizontal de k-copias de G, asfexe+

Proposicion2.9.Si G = [V, E, W,, W.] € G, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

L. G ®hk=[kV -2k + 2, kE — k + 1, kW, kW],
2. lo,G=G=G a1,
3. Gek g, G =@ C+’h(k”)yporconvcnciénG&’thLSikZO.

Demeostracion. Para la Propiedad 1 se tiene:
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Gork = [V.E,W,, W] @ ---&n [V, E,W,, W.]

=

k—wveces
=[V+(k-1)(V-2),E+(k—1)(E—1),kW,, kW],
_ KV — 2k + 2,kE — k + 1, kW, kW,].

Ahora, para la Propiedad 2 se tiene:

TonG =[21.0,00@n[V.EW,, W] =[V+2-2E+1-1W, W.]
V.E,W,,W.],

= (G, asltenemos T @&, G =G.

De igual forma se muestraque G = G @, 1. La Propiedad 3 es evidente.

En particular se tiene que: / °hk =12,1,0,0],] ®™ =[2,1,0,k], K ®"k = [k+2, k+1,0,0] y L ®Pk =
[2,1,k,0].

Proposicién 2.10. El espacio (G, @) es un monoide abeliano y en particular (&, ®1) es un monoide
abeliano finitamente generado.

Demostracidn. Para mostrar que (G, @ 5) es un monoide abeliano basta verificar tres condiciones.

o Asociativa: G & (H @y T)=(G @ H) @, T, paratodo G, H, T € ©. (Se verifica de manera
fécil de la definicién de cirugfa horizontal).

o Elemento identidad: Hay un elemento E € ¢ talque G @ E=G=E &, G, paratodo G € ¢.
(Bastatomar E=1=[2, 1,0, 0] y considerar la Propiedad 2 de la Proposicion 2.9).

o Conmutativo:G @ wH=H &, G, paratodo G, H € G.(Severificade manera natural dela definicién
de cirugia horizontal).

Finalmente, (4, ®4) es un submonoide de (G, @®1,) pues la suma horizontal de grafos 4rbol sigue siendo
arbol. Ahora, considerando la Observacién 2.7, se tiene que (4, @) es generado por los grafos bésicos I/,
Ky L, por tanto, (A, ®1,) es finitamente generado.

G =T, k&4 g, 7o (Z09)

FIGURA 3.
Esquema de demostracién de la Proposicién 2.11, caso E =1, E = 5.
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Proposicién 2.11. Sea G= [V, E, 0, W, | € G un grafo drbol (1 — V + E =0), con peso cero en sus vértices.
Entonces G puede escribirse como combinacion lineal de los grafos bdsicos I =[2,1,0,0],/=(2,1,0,1] yK =3,
2,0,0] y usando la cirugia horizontal & y. Ademds, G puede escribirse como:

Dermeostracion. Daremos una prueba por induccién sobre el nimero de aristas. Sea G un grafo arbol con
una sola arista (es decir £ = 1) y cualquier peso gen esta arista. Si g = 0, entonces G=1=[2,1,0,0]. En el caso
general, si g > 0, este grafo lo construimos sumando horizontalmente g veces los grafos /= [2, 1, 0, 1]; dado
un grafo arbol G con E > 1 aristas ycon pesos giensusaristasgi € N #i=1,.--, E, haremos esto en tres pasos:

(1) Comencemos retirando todos los pesos gi de cada i-ésima arista (note que We =x2.4 de G, asi
obtenemos un nuevo grafo G ' que tiene E aristas con pesos nulos (ver Figura 3).

(2) Hacemos cirugfa horizontal de 7 = [2, 1, 0, 0] con E —1 grafos basicos K = [3, 3, 0, 0] de forma que
al final obtenemos el grafo G/

(3) Hacemos cirugfa horizontal del grafo G ' con W, grafos basicos J = [2, 1, 0, 1] de forma que
restituimos todos los pesos en las aristas hasta obtener el grafo G (ver Figura 3).

Ast, G= [V}, E, 0, W, ] puede escribirse como:

T @p K& (E-D g, JEaWe [2,1,0,0] ©p [(E — 1) + 2,(E — 1) 4+ 1,0,0] @y [2,1,0,W,].
[2,1,0,0] @y, [E+1,E,0,0] ¢4 [2,1,0,W,],

= [E+1,E.0,0] @ [2,1,0, W],
=E+1+2-2E+1-1,0,1¥],

[E+1,E0W,] ycomoV=F+1,

[V.E.0.W.]=G.

Por tanto, los grafos Gy I @ K® h(E-1) g 1] ®Me tienen el mismo nimero de vértices, aristas y pesos en
sus aristas.

Notacién. Denotemos por @ *, (G) a la cirugfa k-veces realizada en un mismo grafo G, es decir: @<, (G)
=:00...), y por convencion, sik = 0, se tiene que @ °,(G)=G.

Proposicion2.12.Sea G= [V, E, W,, W, ] € G, entonces este grafo puede escribirse como combinacion lineal
de los grafos basicos [=[2,1,0,0],J=(2,1,0,1], K=3,2,0,0],y L = [2, 1, 1, 0] usando la cirugia horizontal
#y,y cirugia vertical #, en el mismo grafo. Ademds, G puede escribirse como:

G =@ v+= (T an KV -2 @y goWem) @, JO1 gy, LOWo

donde v = =% g, y gk es el peso de una arista en G de forma que si se retiran esas aristas el nuevo grafo
obtenido es un drbol

Demostracidn. Mostraremos por construccién, dividiéndolo en siete pasos (ver Figura 4 para un esquema
de la demostracién)

(1) Retiramos todos los pesos (/) de los vértices del grafo G; obtenemos asi un nuevo grafo ¢

(2) Del grafo ¢ , identificamos un ntimero minimo de aristas E’ en ¢ (de forma que si las retiramos
obtendriamos un 4rbol conexo). Este niimero coincide con E’  =by(G) = 1 — V' + E, retirando todos los
pesos gk de estas aristas identificadas (sea y ==t gk la suma de todos los peso de las arista identificadas),
obtenemos el grafo ¢, con peso 0 en todas sus aristas identificadas.
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(3) Luego del grafo ¢, retiramos las 1 — 7"+ E aristas identificadas, asi, obtenemos el grafo @ , que es un
arbol con peso cero en sus vértices y sus respectivos pesos en sus aristas.

G=[V, E,W,,W,] G=[V,E,0,W,] G=[V.E,0,W.—n]

Por proposicion 4 4:
G=17m, KerlV-2) @, Fon(Wen)

® ) ® ’
G=[V,E,0,W,] G=|V,E,0, W, —1] G=[V,V — 1,0, W, — 7]

FIGURA 4.
Esquema de demostracién de la Proposicion 2.12.

(4) Por la Proposicion 2.11, ¢ puede expresarse en términos de los grafos bésicos usando las cirugfas entre
grafos y estd dado por:

Q _ T @y, KB E-1-(-V+E) g 7®(W.—1) _ V.E—(1-V +E),0,W, —q),
=T @p KPV=2 @, gEWemn) — [V V — 1,0, We —1).
(1)

(5) Ahora, haciendo 1 — "+ E sumas verticales en el mismo grafo & entre los dos vértices incidentes en
cada unadelas 1 — V" + E aristas retiradas, obtenemos el grafo ¢.

(6) Haciendo sumas horizontales convenientemente entre ¢ con 1 grafos basicos J = [2, 1, 0, 1] que
aumentan los pesos gk de las aristas identificadas en ¢ , obtenemos el grafo ¢ .

(7) Por tltimo, haciendo sumas horizontales convenientemente entre ¢ y W, grafos basicos L = [2, 1, 1,
0], obtenemos el grafo G, con sus pesos originales.

Asi G =V, E, W,, W, ] puede escribirse como:
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@LVYE (T qy, KBV =2) gy Lf;—eh.r_i-i-'},—n:) @ T @y, LOWe —
DL VE(V,V=1,0,We—1]) @1 [2,1,0,7] @ [2,1, We, 0] =
V,E,0W, —n] & [2,1,0,n] & [2,1,W,,0] =

V.E,0,W.] @ 2,1, W,.0] = [V.E, W, W,] =

g.

Asi los grafos Gy @ V(T e, K oh(V-2) g i @ h (We-n) Yon/J ®' @y L ®" | tienen el mismo
ntmero de vértices, aristas Y pesos en sus aristas como en los vértices.

3. UNA APLICACION

3.1. Construccion de aplicaciones estables

Sea M una 3-variedad y Coo(M, R 3)el conjunto de aplicaciones suaves de M en & > Dos aplicaciones f, g
e C°(M, r ?) son A-equivalentes, cuando existen dos difeomorfismos ¢ : M —> My ¥ : ® 35 w2 tales
queg=V#f#¢ . Unaaplicacién f € C™(M, & ?) es estable, si todas las aplicaciones suficientemente
proximas a f (en la C”—topologia de Whitney) son equivalentes af. Segtin J. Mather [8], el conjunto de todas
las aplicaciones estables, denotado por E(M, = 3), es abierto y denso en C*(M, r 3).El complemento del
conjunto E(M, & *) en el conjunto C*(M, & ) es llamado conjunto discriminante.

Seaf€ C™(M, r *) unaaplicacién de forma genérica (esto es, una aplicacién general). El conjunto singular
de f tiene dimension dos y estd formado por subvariedades de dimensiones cero, uno y dos [10], [2]. Ahora,

sif € E(M, r ?) esuna aplicacién estable, un punto x en M es llamado punto regular de f; si la aplicacién f
es un difeomorfismo local en la vecindad del punto x; caso contrario, diremos que x es un Dpunto singular.
De [1] se tiene que la forma normal de los gérmenes de los puntos singulares de f son:

a)  Ay: punto pliegue, (x,y,2) 7> (x 2, y, 2);
b) Ay punto cispide, (x,y,z) 7> (x 34 VX, Y, 2);
c) Aj; : punto cola de golondrina, (x,y,z) 7> (x 44 yx2 +2x,,

corle seceionoal punto cola de _(_,rnﬂ(.r;.:.rf'r;f:ﬂ(.i.
-,

sl
~ /‘/ - \
: T T

/“/ -
{H.
N !
punto pliegue s .
: .
A L . .
— ponto cispide

interseccion transversal

FIGURA 5.
Ejemplos de puntos de curva cuspidal y cola de golondrina.

Si M es una 3-variedad compacta y orientada, el conjunto singular de f; denotado por Zf, estd formado por
los siguientes: (£) la unién disjunta de superficies compactas, orientadas, inmersas en M; (iz) curvas formadas
de puntos de ctspide, en la cual puede haber punto de cola de golondrina aislados si existen; y (i) puntos

pliegue.
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Las superficies en (7) separan las componentes regulares de /'y en cuyos bordes estdn contenidos =f. El

conjunto de ramificacion de fes la imagen f(Zf) del conjunto singular y estd formado por una coleccién

de superficies cerradas, orientadas e inmersas en ® e

, posiblemente con intersecciones transversales y
singularidades correspondientes a una cantidad finita de aristas cuspidales y puntos de cola de golondrina

aislados (ver Figura 5). El conjunto de ramificacién de ftiene las siguientes auto intersecciones (ver Figura 6):

A% :interseccidn transversal de dos superficies de pliegue;

2. A,A;: interseccion transversal de arista cuspidal con una superficie de pliegue;
3. A? | : puntos triples aislados, obtenidos por la interseccién de superficies de pliegue.
™
Al A, 4 A3
FIGURA 6.

Puntos del tipo A% ALA y A3,

Cabe indicar que los conjuntos de ramificacion formados por superficies que presentamos en las figuras,
tienen un corte seccional para visualizar mejor las superficies (para ver si hay otra dentro o no).

3.2. Grafos de aplicaciones estables de 3-variedades en R 3

Seaf: M—>r > una aplicacién estable, donde M es una 3-variedad cerrada y orientada. Como el conjunto
singular de f es un conjunto de superficies cerradas, en [11] los autores definieron el grafo pesado asociado
a la aplicacion f de la siguiente forma: a cada superficie Si en Zf asociaron una arista y a cada componente
regular Mj de M \ Zf un vértice. A cada vértice vj (correspondiente a la regién Mj ), se define su peso como
G = b(Mj ) — s +1, donde sj es el nimero de componentes conexas del borde de A4 . Intuitivamente, ¢;
puede ser visto como el niimero de generadores del segundo grupo de homologia H»(M) en Mj, que no son
determinados por el borde de Mj . A cada arista asociamos el peso dado por el género gi de la superficie Si que
¢l representa. Como cada regién del complemento M — Zf recibe un signo +, pueden ser atribuidos signos a
los vértices de G r donde cada vértice recibe el signo y la regién correspondiente. Como Zf separa regiones
de signos opuestos, cada arista de G  conecta vértices de signos opuestos. Asi, el grafo asociado es bipartito.

Definicién 3.1. El grafo asociado a una aplicacion estable serd denotado por G = (¥, E, W,, W, ), donde
V'y E son, respectivamente, el nimero de vértices y aristas; y /W, y W, son la suma de pesos en los vértices y
suma de pesos en las arista, respectivamente. Diremos que un grafo bipartito pesado G es realizable por una
aplicacion estable de una 3-variedad compacta y orientada M en R 2, si existe una aplicacién f € E(M, = *)
tal que el grafo asociado a fes G. Ademds, M serd llamado la variedad de Gy serd denotado por V(G) = M.

Notemos que el primer nimero de Betti de G = (V; E, W,, We) esta denotado por bi(G) y dado por
bi(G) =1 — ¥V + E. Ahora, si denotamos por M,, a la suma conexa de n copias de S'x S§?, conMy=S§> por
convencion, entonces tenemos el siguiente resultado.

119



RevisTA INTEGRACION, 2021, voL. 39, NUM. 1, ENERO-JUNIO, ISSN: 0120-419X 2145-8472

Teorema 3.2 ([11]). Cualguier grafo bipartito G = (V, E, W,, W, ) es realizable por una aplicacion f € E
(M, r3) s, y solo si,

Wy+1-V+E<h(M,)<W,+W,+1-V +E,

donde by (M,,) es el sequndo niimero de Betti de M, . Ademds, la igualdad se alcanza cuando W, = 0.
En la Figura 7 presentamos dos ejemplos del conjunto de ramificacién de las aplicaciones estables f; y f, de

Senr’? y dos ejemplos de aplicaciones estables g; y g, de S!'xS%en & 2 con sus respectivos grafos asociados,
donde f; corresponde a una aplicacién con un conjunto de ramificacién homeomorfa a tres esferas formada
solo por puntos de pliegue. Asi, su grafo asociado tiene tres aristas con todos los pesos igual a cero en aristas
y vértices. En f, tenemos una aplicacién con un conjunto de ramificacién homeomorfa a tres esferas, dos de
ellas con una curva cuspidal envuelta por la tercera formada solo por puntos de pliegue; asi, su grafo asociado
tiene tres aristas con todos los pesos igual a cero en aristas y vértices, pero distintaala de f;. En g; tenemos una
aplicacién con un conjunto de ramificacién formada por dos superficies, una de ellas homeomorfa a un toro
y la otra que estd por dentro es homeomorfa a una esfera. Asi, su grafo asociado formado por dos aristas, una
arista con peso 1y los demds pesos igual a cero. Finalmente, en g, tenemos una aplicacién con un conjunto
de ramificacién formado por tres superficies una de ellas homeomorfa a un toro y las otras dos homeomorfas
a una esfera. Asi, su grafo asociado tiene tres arista con peso 1y los demds pesos igual a cero.

En adelante, cada vez que hablemos de grafos estaremos haciendo referencia a los grafos con pesos no
negativos en los vértices y aristas.

N

h

1)

1]

0

il
]
0 [0

.\..
I}

f2

0

S x 5%

G2

0

1

]

0 [0

0

© |3 )

®O

FIGURA 7.
Ejemplos de grafos de aplicaciones estables.

3.3. Cirugia entre aplicaciones estables con G -grafo

Presentamos aqui dos tipos de cirugfa entre aplicaciones de 3-variedades en & ? y sus efectos en su grafo
asociado G, que denominaremos cirugia horizontal y cirugia vertical, para mas detalles revisar [10], [11].
Cirugia horizontal entre aplicaciones:
Dadas dos aplicaciones estables f € E(M, 3) v/ €EM#, r 3), donde M y M # son 3-variedades,
cMH#M#—> R,
construida como sigue: comenzamos removiendo dos 3-bolas B; y Boen My M #, respectivamente, tales

llamaremos cirugfa horizontal entre las aplicaciones fy f ', a la aplicacién £S5, f/

que sus intersecciones con el conjunto singular de /'y /' son dos discos D; y D, de puntos de pliegue (no
interceptan curvas cuspidales o curvas de pliegues dobles). Después, conectamos las variedades My M ' en
0B, y 9B, por un tubo $? x I (donde D, y D, son unidos por un tubo S'x1).La proyeccién en R 3 de este
tubo no interseca parte alguna del conjunto de ramificacién. El conjunto de ramificacion de la aplicaciéon
resultante es la suma conexa de los conjuntos de ramificacién de fy /' .
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Sila cirugfa horizontal se realiza en la misma aplicacién f; entonces se realiza de manera similar como fue
definida /Sy /" (con la diferencia que las 3-bolas B; y B, removidas pertenecen solo a M ) y el resultado de
esta cirugfa est4 denotado y dado por la aplicacién Sy, (f) : M #(S' x S*) —> » 3.

Ademis, el grafo asociado a f s, /'y 5 1, (f) serd denotado por G5, G 'y sh (G) respectivamente, donde
Gy G’ sonlos grafos asociados a las aplicaciones fy /' .

Observacion 3.3. Consideremos Gy G ' los grafos asociados a las aplicaciones fy /' , respectivamente.
El efecto de esta cirugfa sobre estos grafos es como en la Figura 8(a). Observemos que la cirugfa horizontal
entre aplicaciones induce una cirugia entre los conjuntos singulares (que no es nada més que la suma conexa
de superficies) la cual resulta una superficie con género igual a la suma de las dos superficies involucradas; lo
que implica que, si la cirugia se realiza en las superficies S; y Sj asociadas a la i-ésima y j-ésima aristas de Gy G
', cuyos pesos son p;y p;, se tiene que pi#p; = p; + pj (puesto que g(Si#S; ) = g(Si)+g(S;)). Esto significa que,
cuando se realiza la cirugia horizontal, el peso en las aristas se suman.

Por otro lado, el peso de los vértices también se suman pues, si M; y M son las regiones correspondientes
a dichos vértices cuyos pesos son ¢; y ¢j , siendo My la regién resultante, tenemos ¢, = b, (My) —sg+1=b,
(M) + b (M) = (si+sj— 1)+ 1=c+g.

Cirugia vertical en aplicaciones:

Seaf € E(M, & ®) una aplicacién, donde M es una 3-variedad. Remueva dos 3-bolas B; y B, en M en
las regiones Uy y Uy, correspondientes a los vértices vy y vy, sin intersecar el conjunto singular Zf'y tales que
tengan la misma imagen en R 3 unade las regiones preservando orientacion y la otra aplicada revertiendo
orientacién. Después, una los bordes M \ B; U B, por un tubo S? x I, de forma que tengan una superficie
S% como una superficie singular, que divide en dos partes iguales el tubo, cuyas imdgenes coinciden cuando la
aplicacién es extendida sobre los mismos. Esta cirugfa aumenta una esfera S > al conjunto singular, adyacente a
las dos componentes del conjunto singular de la aplicacién original, de donde las dos 3-bolas fueron retiradas
aumentadas con parte del tubo. En el grafo corresponde a conectar unaarista en los vértices vy y v, llamaremos
ala aplicacion resultante de este proceso como la cirugfa vertical de f'y denotada por s ,(f), que estd definida
enla3-variedad (M)v = M # (S' x §*). Las dos regiones involucradas (correspondientes a los vértices vi y v2),
después de la cirugfa, tienen un nuevo generador del segundo grupo de homologia H,, que esla S? adicionado
al conjunto singular. Mas los componentes regulares correspondientes, tienen una nueva superficie en el
borde (la misma S? ); entonces, el peso no varfa. Ahora, si G es el grafo asociado a la aplicacién f, entonces S,
(G) es el grafo asociado a las aplicacién s ,(f). En la Figura 8 tenemos un esquema de esta cirugfa.

Sif' € E(M ' ,=r?), entonces la cirugfa vertical entre dos aplicaciones se realiza de manera similar
a como fue definida s ,(f) (con la diferencia que las 3-bolas B; y B, removidas pertenecen a My a M '
respectivamente) y el resultado de esta cirugia estd denotada y dada por la aplicacion £ Sv £/ : M # M’
—>R7.

Adems, el grafo asociado afSv /'y s ,(f) serd denotado por G 5, G 'y, (G) respectivamente, donde
Gy G’ sonlos grafos asociados a las aplicaciones fy f/ .
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g g Gs, g’ g 5.(9)
~__ @ o _— -\“\E’\ + Ei'// ;‘f T~ ; ////" ;/ T~ e _—
pi pj pit+p; | — \ 0
//’/’?"‘; +1 (?j_;ih\\\\‘ /’/fZ: +:-;::T\‘R \“ _//(.:;\H\\‘ \\\ / “—"'H\“‘“\x._
(a) (b)
FIGURA 8.

CirugiaG s, G ' ys, (G) de grafos.

La proposicion siguiente se deduce inmediatamente de la definicion de las cirugias en aplicaciones estables.

Proposicion 3.4. La aplicacion resultante de una cirugia horizontal o cirugia vertical entre dos aplicaciones
estables es otra aplicacion estable, lo mismo ocurre para una cirugia horizontal y vertical sobre una misma
aplicacion estable.

Ejemplo 3.5. En la Figura 9(a) se ilustra la cirugfa horizontal entre dos aplicaciones idénticas f € E(M, &
?) cuyo conjunto singular es homeomorfo a un toro formado solo por puntos de pliegue. Al realizar la cirugfa
obtenemos la aplicacién f's, f € E(My, & 3) cuyo conjunto singular es homeomorfo a un bitoro, donde su
grafo asociado tiene una arista y peso 0 en sus vértices y peso 2 en su arista, el cual es resultado de la cirugia
horizontal realizada. Por otra parte, en la Figura 9(b) se ilustra la cirugfa vertical en la misma aplicacién g
€ E(S?, & *) cuyo conjunto singular es homeomorfo a una esfera formada solo por puntos de pliegue. Al
realizar la cirugia obtenemos la aplicacién sv(f) € E(Mj, = * ) cuyo conjunto singular esta formado por
dos superficies homeomorfas a una esfera, donde su grafo asociado es un ciclo con dos aristas y pesos cero
en vértices y aristas.

My f f M,

(‘f ]
cirugia horizontal
L= IR -
! My .
J{. . JI |

ilr{/-:\\ ~ \ 7.\ /_(T;\ l/;—\\ 0 /" \ cirugin v rtical /7~ ( L’<
1 0 \E‘CL_‘

0 lr

1.\{1/’_] b, 1 IR ) / \ ”\ )

" &/

. .
(o) ()

FIGURA 9.
Ejemplo de cirugia vertical en el G-grafo de f € E(S?,R?).

Observacion 3.6. Sean G= (V, E W, W,)yG ' (V#,E#, W,#, W, ' ) los grafos asociados a las

aplicacionesf € E(M, = *)yf’ € E(M' ,r?),respectivamente. Entonces la cirugfa horizontal y vertical
entre estas dos aplicaciones inducen cirugias entre sus grafos asociados como en la Figura 8(a) y cuyos efectos
en la notacién del grafo es como sigue:

o GgG#=(V+V#-2E+E+—-LW,+ W, #, W,+ W, ' ),
o G G#=(V+V# E+E{+1LW,+ W, #, W, +W,' ).

Las cirugias vertical y horizontal realizadas en una misma aplicacién inducen cirugfas en su grafo asociado
como en la Figura 8(b) y cuyos efectos en la notacién del grafo es como sigue:

o s (G)=(V-2E-LW,+W,#, W, +W,' ),

122



NELSON B. HUAMANI{, ET AL. GRAFOS PESADOS Y APLICACIONES ESTABLES DE 3-VARIEDADES EN R 3

o $(G)=(VE+LW,+ W, #, W.+W, ' ).

Ejemplo 3.7. Sean iy, jo, ko € E(S?, & ?) yj1, & € E(S' x S*, = ?), cuyas superficies en la Figura 10 son
sus conjuntos de ramificacién, junto con sus respectivo grafos asociados. Mas precisamente:

ip : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién que es una superficiec homeomorfa a una esfera,
formada por puntos pliegue; asi, su grafo asociado es Iy = (2, 1, 0, 0).

jo : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién dado por una superficie homeomorfa a un toro que
tiene tres curvas cuspidales; asi, su grafo asociado es Jo = (2, 1,0, 1).

Ko : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién dado por dos superficies homeomorfas a una esfera
y una de ellas tiene una curva cuspidal; asi, su grafo asociado es Ko = (3, 2, 0, 0).

ji : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién dado por una una superficie homeomorfa a un toro
formada solo por puntos pliegue; asi, su grafo asociado es J; = (2, 1, 0, 1).

£, : Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién dado por una superficie homeomorfa a una esfera
la cual tiene un eje cuspidal; ast, su grafo asociadoes L; = (2, 1, 1, 0).

Notemos que los grafos Jy son idénticos a J; como grafos, lo inico que les diferencia es que estdn asociados
a aplicaciones donde sus dominios son distintos. De esta forma los sub-indices en cada grafo representa el
ntimero de Betti de su 3-variedad asociada, pues b,(V(Iy)) = ba(V(Jo)) = bo(V(Ko)) = ba(S? ) = 0y ba(V(J1))
=by(V(Ly)) =by(S' x $*) = 1.

También tenemos que I, Jo, Ko, J1 y L1 representan a un tinico grafo.

ﬂif} of Jopo | Koo B o [Stx8? Li g

- — .y ey .

0 1 o] \o 1 0

[ =

FIGURA 10.
Grafos bésicos de las aplicaciones en E(M,, R ).

Definicién 3.8. Las aplicaciones ig, jo, ko € E(S*, &) yint € E(S'x §%, & ?) serdn llamados aplicaciones
basicas de E(M,,, ® * ) y sus grafos asociados Iy, Jo, Ko, J1 y L1 del Ejemplo 3.7, seran llamados grafos basicos
para las aplicaciones de E(M,, ® 3), para n entero no negativo.

Observacién 3.9. Observe que la aplicacion f; de la Figura 7 es el resultado de la cirugia vertical de dos
aplicaciones io. Por tanto, f; puede ser expresado como: f; = iy s, ip. Asi, las demds aplicaciones f5, h; y h,
de la Figura 7 también se pueden expresar como: £, = ko sh ko, g1 = josh j1 ¥ & = losy j1; sus grafos asociados
se obtienen naturalmente usando las cirugfas ya introducidas. Por tanto, construir aplicaciones a partir de
otras aplicaciones es equivalente a construir grafos a partir de los grafos asociados a las aplicaciones usando
las cirugfas respectivas. Esta ultima observacién serd fundamental para probar resultados no triviales.
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De esta forma es posible construir aplicaciones estables usando las aplicaciones basicas; equivalentemente,
podemos construir aplicaciones usando solo los grafos bésicos. Esto sera util para responder a la siguiente

prcgunta.

Pregunta: ;Serd posible que dado un grafo bipartito pesado cualesquiera, podemos construir una aplicacion

estable de una M, en v >, tal que su grafo asociado sea exactamente el grafo dado, usando cirugias entre los grafos
bdsicos y por ende las aplicaciones bdsicas?

Esta pregunta serd respondida afirmativamente mds adelante, entre otras cuestiones, y ademds, solo serdn
necesarias la cirugia horizontal entre dos aplicaciones y la cirugia vertical en una misma aplicacién. Por
tal motivo en la siguiente secciéon usaremos los resultados introducidos en la primera seccién; para ello
consideremos lo siguiente:

Sea G el conjunto de todos los grafos que son asociados a aplicaciones estables de M, a & 3 asi tenemos
que:

Gp(Mn,R®) == {Gs : f € E(Mn,R®), n e Ny}.

Ahora, podemos notar que el espacio (G, @, @) estudiado en la primera seccidén de este trabajo y el

espacio (G § (M, B %), sh» sy ) tienen mucho en comun. Por ejemplo, las sumas horizontal y vertical en ambos
espacios son iguales (esto es evidente pues basta ver como fueron construidos), asi ® h=spy &, =s,.De aqui

en adelante, para reducir la notacién, escribiremos ¢ = (G, ®p, ® v) y G p (M, B 3 Y=(cr(My & 3 ),
sh>sv ). Asi, el siguiente teorema nos muestra la igualdad de ambos espacios.

Teorema 3.10. E/ espacio (G, @, @) esiguala (G p (M, R 3, sh» sy ). Ademds, si G = (V, E, W,, W,
Ye ¢ rMpy r ) el Jo Ko J1 y Ly son los grafos bisicos para las aplicaciones de E(M,,, = 3V ,n € n,,
entonces G puede ser expresado

VAR . ~Fn (V =2} | Fh(We—n) - T - Pp W
G=a, v+ (T an Ky G J; ") @y, T @ LT 2
donde i puede tomari =0, 1 pues Jo = J1 como grafos y considerar &1, =sny @, =g,

Demostraciéon. Mostremos que G (Mn, R > )# ¢. Asi, dado G € G ¢ (Mn, R > ), entonces por
construccién G es bipartito y con peso en las aristas y vértices por tanto G € G. Ahora, paraque ¢ # G ¢
(M, & *), tomemos G = (V, E, W,, W,) € ©.Entonces mostremos que este grafo es un grafo es realizable
por una aplicaciéon f € E(M,, r 3), luego G € ¢ ¢ (M, ® 3), y por la Proposicion 2.12 tenemos que

G = @1-V+E [I O RV -2) @, jél::. [1'1-'}.:—71)) Sy J'élén "oy £Eh Wr‘

= gy

(3)

donde 1 = siv* gk y gk es el peso de una arista en G, de forma que si se retiran esas aristas el nuevo grafo
obtenido es un arbol.
ComoI=1Ip]=Jo=]1,K=KoyL =1, reemplazando estos grafos en 3 se tiene que:

-V E ; ~n (V—2) Sr(We—nly . g@wn o pEaWy
G = @L-VHE (I[; @ K'c] h @i, fﬂ h{We—n = wa'n D, ﬁFLHI v

dondei=06i=1.
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Corolario 3.11.Si G = (V, E, W,, W.) € G, entonces existe una aplicacion estable de M, en r 3 tal que su
grafo asociado coincide con G, y una representacion para el grafo esta dado por

1l — WK - ~Bh [1’"_2} - G (We—n) T T T B Wy
G=o, v+ (Lo or Ky TN Y @p T @y, LT, @
dondei=1,0¢ly,Jo, Ko, J1y Ly son los grafos basicos para E(M,, & 3.

Demeostracion. Es una consecuencia directa de la Proposicion 2.12
Corolario 3.12.Si G = (V, E, 0, W,) € G es un grafo drbol, entonces existe una aplicacion estable de S en

® 7 tal que su grafo asociado coincide con G, y una representacion para el grafo esta dado por
o, ER(E-L) o @ We
g - I(] Eh .K,{} " Bh J{]T'_h .

donde 1o, Jo y Ko son los grafos basicos para E(M,, & 3.
Demostracion. En general dado G = (V, E, W,, W, ) € & por la ecuacién (4) de la Proposicién 2.12 se
tiene que

¢ =al " (Toan Ko™ @, I W) @), TP @ LT = (V. E, W, W),
Ahora, por hipétesis W, =0, y1 -V + E =0, yaque G es un arbol, asi,

. @R (V=2) _ o@®r(We—n)y | Sun o LERO
— I‘E‘B(I(] @ 'K-'{} h ) @y, Jg‘, h E ‘?_) D :}T;i‘nﬂ T LT“ .
o B (V=2) o a®Ba(We—n) . Ean
=Ty op Ky" @ I @ T ey I,
2 (V—=2) _ FER (We— r
=I5 2 @, ;’Cf?" ) Bh J}‘I"" e v como 1 —V + E = 0 tenemos,

B (E-1) T We
= I(] Th "KJ() " Bn LT;L—“ .

donde i =1, 0. Asi, de la Proposicién 3.4, se tiene que G =1y @, Ko oh(E-1) g nJ i ®Mees el grafo de una
aplicacién estable de S® en = ?, puesto que Iy, J; (cuando i = 0) y Ko son grafos de aplicaciones en E(S*, & ?).

Observacién 3.13. Sea G el grafo asociado a la aplicacion f € E(M, & °). Recordemos que M es la 3-variedad
asociada de G y la denotamos por V(G) = M, y su relacion con la suma horizontal y vertical entre grafos estd

dada por

V(G anH) = VIO EV(H) = M#N, v V(@E(G)) = V(G)EMy,

donde # es la suma conexa entre dos variedades. Considerando los grafos basicos de E(M,,, & %) dados por
Io, Jo, Ko, J1y L1, con k entero no negativo, entonces
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® V(Ig)nk) — V(L))# - #V(L)) _ 33# . #55 _ g3
k—veces k—veces

o V(IEF) = V(Jo) - #V(To) = S34 - - 4£5% = S°.

k—veces k—veces
o VK™) = V(K- #V(Kg) = S°% - #5° = 5%
k—'::;ces k—v:ces

o V(TEF) = V(T)# - #V(Th) = (S* x SH)# - #(S" x %) = M.

k—veces k—veces
. V(L':f"k) =V(L1)#E - #V(L1) = (ST x §2)# - £(5 x §%) = M.

k—veces k—veces

o V(@;(To)) = V(&,(J) = V(&Ko) = My, V(&5(0h)) = V(&5(L1)) = M.

Proposicién 3.14. Sea G (V, E, W, W, ) un grafo en G ¢ (M, & 3). Entonces el minimo y mdximo valor
que puede tomar br(M,,) es:
min {by(M,)} =W, + 1 -V + Eyméx{b, M)} < W, + W, +1 -V +E.

Demostracién. Por el Teorema 3.10 tenemos que
Ty1—-V+E s Br(V-2) En(We—m)y | FTERT ~ip Wy :
G =ayv+e (Lo on Ko @n T W) @, TET @ £ i= 0,1,

Luego, si M, es la 3-variedad del dominio de la aplicacidn cuyo grafo es G, entonces by (F(G)) = by (M,).
Primero calculemos quien es M, por tanto:

My =V(©Q) =V( & " (Toan K"V @ M) @ T @, LIV,
= V(Lo &n K"V @), TE WDV LM,y g BV TET) V(L W),
= V(To @n K2V =2 g, 7O Wem) L)y TN LY LEW LN, o
= V@)V ") #V(I I VLT F My,
— 5‘3#53#]/‘(&%' ”""w—”+m}#;’\/1u-".#e"v11—L-'—Ee
= V(I EMw, 11-viE, i=0,1.

Por tanto, by(M,) = ba(V(J i ®™¢) # Myy+1-v +£) Y vemos que el minimo valor de by(M,,) se da cuando i
= 0 pues es cuando J; = ] y no aporta en nada al ntimero de Betti de M,, pues V(Jo) = S° . Asi.

min {bz(Mn)} = bz(VG 0 @hife ) # Mwwvr1-v +E) = b2(83 # Mwwrvr1-v +E) =W,+1-V +E.
De manera analoga, el valor mds alto que puede tomar by(M,,) estd acotado por

ba( M) = bo(V(TEW)EMw, 11-v1r), cuandoi =1, luego

max(ba(Mn)) < ba(V(TEW) M, 41-v+8),
= b (Mw . #Mw,+1-v+E),
=bMw, w1 vie) =W+ W, +1 -V + E,

con lo cual terminamos la demostracion.

Corolario 3.15. Sea G (V, E, W,, W, ) un grafo drbolen ¢ ¢ (M, ® 3. Entonces el minimo y mdximo valor
que puede tomar by(M,) estd dado por:

min{by(M,)} =W, Y max{by(My)} < W, + We.
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Demeostracion. Es inmediato de la Proposicion 3.14 y teniendo en cuenta que en un grafo arbol se verifica
quel -V+E=0.

Como aplicacién de la construccién de aplicaciones estables en E(M,, ® ?) usando cirugfas y grafos basicos
introducidos en este trabajo daremos otra demostracién al Teorema 5.1 de [11].

Teorema 3.16. [11] Cualguier grafo bipartito G (V, E, W,, W) es realizable por una aplicacion f € E(M,,

rR3) si, y solo si,

Wy+1-V +E<by(M,)<W,+W.+1-V +E.
) (5)
donde by(M,,) es el sequndo nikmero de Betti de M,,. Ademds, la igualdad se alcanza cuando W = 0.
Demostracién. Como min {by(M,)} < b,(M,) < mix {by(M,)}, la necesidad viene directamente de la
Proposicién 3.14, y la suficiencia viene del Teorema 3.10.

4. CONCLUSIONES

El estudio del espacio de los grafos pesados, junto con operaciones entre ellas, se puede hacer de forma
independiente, los resultados obtenidos pueden ayudar a comprender mejor ciertas estructuras matematicas.

Se puede estudiar los grafos pesados analizando los grafos asociados a aplicaciones estables de 3-variedades
en & °. Laintencién de este trabajo es presentar de forma independiente el estudio de estos grafos.

Este trabajo puede ayudar al lector en la construccién de aplicaciones estables de 3- variedades en & 3 con
un conjunto singular predeterminado, que en general no es trivial.

El Teorema 3.16 estd enunciado y probado en [11]. La prueba que presentan los autores en dicho articulo
hace uso de resultados de Topologia Algebraica, Homologia, entre otros. En este trabajo sélo usamos las
cirugfas entre aplicaciones estables, que introducen los mismos autores en su articulo.

Es posible establecer la igualdad en la ecuacion (5) del Teorema 3.16 sin que /¥, sea necesariamente cero.
Este importante resultado estd siendo estudiado por los autores.
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