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Resumen. En este articulo, se presenta la construccién de una teoria de ho-
mologia general en la categoria de los grupos abelianos en el sentido de R.
Ruiz, definida en su texto Introduccion a la Teoria de Homologia General
[22], para categorfas en general, la cual satisface una axiomdtica similar a la
presentada por Eilenberg y Steenrod para teorias de homologia en categorias
admisibles de parejas de espacios topoldgicos (X, A) [3]. Esta teoria de homo-
logia general en los grupos abelianos se construyé por medio de un Esqueleto
Homoto-Homoldgico, definido en este trabajo, mostrando sus conexiones con
categorias monoidales y categorias simpliciales.
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Homoto-Homological Skeleton in the Category of Abelian
Groups

Abstract. In this paper, we present the construction of a general homology
theory in the category of abelian groups in the sense of the textbook Introduc-
cion a la Teoria de Homologia General by R. Ruiz [22], to general categories,
meeting axioms similar to those presented by Eilenberg and Steenrod in ho-
mology theories for admissible categories of topological pairs (X, A) [3]. We
built this general homology theory in abelian groups through what we called
Homoto-Homological Skeleton, showing the connections with monoidal cate-
gories and simplicial categories.
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138 RAFAEL GAITAN-OSPINA

1. Introduccién

En el trabajo doctoral de R. Ruiz, Change of Models In Algebraic Topology [21], se
evidenci6 que la topologia algebraica estaba determinada por un funtor A : A — Top, que
el autor denominé objeto modelo sobre la categoria Top, en el cual A([n]) es el n-simplejo
topoldgico A™ para n = 0,1,..., con el cual se determina la homotopia en Top y por
medio del funtor singular del objeto A se obtiene la homologia singular la cual cumple el
axioma de homotopia de teorias de homologias dado por Eilenberg-Steenrod [9, pag. 111].
Ademads se mostré que cambiando el modelo A por un funtor covariante F' : A — Top
con la condicién de que F(]0]) sea un punto, se producen resultados paralelos, algo asi
como otra topologia algebraica. De este trabajo quedd abierta la pregunta de si estos
modelos producen, por medio del correspondiente funtor singular, teorias de homologia
en una categoria admisible de Top.

Posteriormente en el articulo Overview on Models in Homotopical Algebra [20], se extien-
de y se estudia el concepto de objeto modelo para categorias en general. De nuevo queda
abierta la pregunta si con estos objetos modelos se pueden hacer teorias de homologia.
Sin embargo para definir un concepto andlogo al de teoria de homologia en categorias
no topoldgicas, es decir en categorias donde sus objetos no son espacios topolégicos, era
necesario determinar qué es una teoria de homologia, para categorias en general, comen-
zando por el concepto de categoria admisible para homologia, tal como se tiene en las
teorfas de homologia en los espacios topoldgicos [12, pdg. 1]. En particular era necesario
axiomatizar el concepto de categoria admisible para homologia, trabajo desarrollado en
el texto Introduccion a la Teoria de Homologia General [22] en el cual se demuestran las
principales consecuencias y esta abierto el problema de precisar cuando un objeto modelo
realmente produce una teoria de homologia general. Este problema puede enfrentarse de
manera general pero las bondades de la categoria misma producen diferencias signifi-
cativas en la necesidad de la construcciéon de dicha teoria. Es por esta razén que este
trabajo se enfoca en la categoria de los grupos abelianos (Ab), ademds de la posibilidad
de extenderlo a categorias abelianas.

Asi pues en este articulo presentamos una teoria de homologia general, en el sentido de R.
Ruiz [22], en la categoria de los grupos abelianos, definida por medio de lo que llamamos
Esqueleto Homoto-Homoldgico.

2. Preliminares
Definicion 2.1. Consideremos Modg la categoria que tiene por objetos R-mddulos y por

morfismos a los homomorfismos de R-mddulos, los cuales llamamos R-homomorfismos.
Una sucesion finita de R-homomorfismos

A DA oA ST, Iy g,
es exacta si Ker(fi11) =Im(f;) parai=1,2,...,n — 1. Una sucesién infinita
TS AT A T A, T
es ezxacta si Ker(fi11) = Im(f;) para todo i € Z.
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Esqueleto Homoto-Homolédgico en la Categoria de los Grupos Abelianos 139
Una sucecién exacta de la forma 0 — A ENY;JEN C — 0 es llamada sucesion exacta
corta.

Teorema 2.2 ([11, Tma 1.18. pag. 177]). Consideremos en Modg la siguiente sucesion
eracta corta

045 B% 00, (1)

entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Eziste un R-homomorfismo h: C — B tal que gh = 1¢.
2. Eziste un R-homomorfismo k: B — A tal que kf = 14.

3. La sucesidn (1) es isomorfa a la sucesidn exacta corta
02ABA®CBC—0

en particular, B= A® C.

Una sucesion exacta corta que cumpla las condiciones equivalentes del Teorema 2.2 se
dice que se descompone.

Definicion 2.3. Se define el funtor Hom(A, —), para A un R-mé6dulo, como sigue:

Hom(A,—): Modg — Ab
X +— Hompg(A4,X)

x4y o Homr(A X) "™ Homp(A, )
donde Hom(A, f)(a) = fa, para a € Hompg(A, X).

Proposicion 2.4 ([11, Prop. 4.4, pdg. 201]). Sea 0 — A 5 B 5% ¢ S 0 una sucesion
exacta de R-mddulos que se descompone, entonces la sucesion

om(D, om(D,
0 —— Hom(D, A?—(J om(D, Bgi—(j}{om(D, C)——0

es exacta y se descompone, para todo R-médulo D.

Definicién 2.5. La categoria A es aquella en la cual sus objetos son los conjuntos ordena-
dos [n] ={0,1...,n}, para n > 0. Los morfismos en A son las funciones no decrecientes,
esto es funciones f : [n] — [m] tales que ¢ < j implica que f(i) < f(j), para 0 < 4,5 < n.

En la categoria A se tienen los monomorfismos 4y, : [n — 1] — [n], para i = 0,...,ny los
epimorfismos ¢?, : [n + 1] — [n], para j =0, ...,n dados por
. k, k<,
(k) = ?
k+1, k>1,
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140 RAFAEL GAITAN-OSPINA

] k7 ks.%
on(k) = {kl k> j

los cuales satisfacen las siguientes propiedades:

j i -1 . .
5n+15 = n+1§ , 1< 7,
j o j+1 . .

UTLG7L+1 - 07L0n+1’ 1 < I

8 ol Ty, i<,
O_j_151 ]-[n 1]» i=j 6 i=j+1,
51 1on 9 t>J+1

Teorema 2.6 ([5, Lema 2.2, pdg. 24]). Todo morfismo ¢ € Homa([m],[n]) puede ser
escrito como composicion de epimorfismos y monomorfismos de forma unica como sigue:

i Ts—1 i1 J2 J1
572 t+55m t+(s—1) 5m t+10m tJ (t 1) Om—20m—1>

donden=m-—t+syn>ig>..>11>0,0<j <..<jp<m.
Definicion 2.7.

1. La categoria de los Conjuntos Simpliciales, denotada como A°Set, es aquella en la
que sus objetos son funtores contravariantes X : A — Set, donde Set es la categoria
de los conjuntos. Los morfismos son transformaciones naturales entre estos funtores.

2. La categoria de los Grupos Abelianos Simpliciales, denotada como A°Ab, es aquella
en donde los objetos son funtores contravariantes X : A — Ab donde Ab es la
categoria de los grupos abelianos. Los morfismos son transformaciones naturales
entre estos funtores.

La Definicién 2.7 es lo que P. May en [18, pdg. 4], denomina como objeto simplicial. Los
objetos de la categoria de los Conjuntos Simpliciales (Grupos Abelianos Simpliciales),

también pueden ser vistos como una sucesiéon {X,, },>¢ de conjuntos (grupos abelianos)
junto con funciones (homomorfismos) entre ellos como sigue

sOtldi i=0,1
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Esqueleto Homoto-Homolédgico en la Categoria de los Grupos Abelianos 141

donde X,, = X([n]), di, = X(8!) y sJ = X(07), para X un conjunto simplicial (grupo
abeliano simplicial), es decir X : A — Set (X : A — Ab) un funtor contravariante. Estas
funciones (homomorfismos) satisfacen las siguientes propiedades, llamadas propiedades
combinatorias:

Lodid, =did, sii<j.

n-'n+
; TN S
2. 5,418 = 8,118, i1 < g
J—1 d . .
) Sp—20n—1, 1 <7
3. dis) | = identidad, i=3j 6 i=j+1,
s) odih i > 41,

n—2%n—11

El subindice n de d, y s/, se omitird en la mayoria de los casos, siempre que no haya
confusion.

Definicién 2.8. Si X y Y son conjuntos simpliciales, se define como funcion simplicial,
digamos f: X — Y, a una familia de funciones

fn: Xy — Y,

tal que los siguientes diagramas conmutan

fnfl fn—l
Xn—l I Yn—l Xn—l —— Yn—l

paratodon eN,i=0,...,nyj=0,...n—1.

Definicion 2.9. Denotamos como A[n] al conjunto simplicial el cual para ¢ € N se define
Alnl, = Homa([g], [n]), y para f : [p] — [¢] un morfismo en la categoria A, el morfismo
An](f) : Aln]g = A[n], esta definido por A[n](f)(a) = af.

Definicién 2.10.

1. Un complejo de cadenas D de grupos abelianos, es una familia de grupos abelianos
{Dp, }nez junto con homomorfismos de grupos como sigue

D:..=D, %D, 5.

tales que 0,_1 0 0, = 0 para todo n € Z. El subindice n de 0,, se omitird en la
mayoria de los casos, siempre que no haya confusion.

2. Si C' y D son complejos de cadenas de grupos abelianos, una transformacién de
cadenas f : C'— D es una familia de homomorfismos {f, : D, = Cp}nez tal que
el siguiente diagrama conmuta para todo n
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142 RAFAEL GAITAN-OSPINA

On On—1
i C, ——=Cpg —— -~

ifn J/fn_l
8 o,

-1
~*>Dn*n>Dn71*>-~-

3. La categoria Ch(Ab) es aquella en donde los objetos son complejos de cadenas de
grupos abelianos y los morfismos son transformaciones de cadenas.

Denotamos como Cht(Ab) a la categorfa la cual sus objetos son complejos de cadenas
C positivas, es decir C,, =0sin <0y (ChT(Ab)),_, a la categoria de cadenas positivas
tales que 9, : C), — C,,_1 son homomorfismos nulos para todo n € Z.

Existe en la literatura una definicion mas general de complejos de cadenas sobre R-
médulos, para R un anillo, la cual denotan por Ch(R) o Chaing (ver [10, pag. 40]), més
en este trabajo nos enfocamos en el caso de complejos de cadenas sobre Z-médulos.

Definicion 2.11 (Grupos de Homologia). Sea C' un complejo de cadenas, entonces los
grupos de homologia de C estdn definidos por H,(C) = Kerd, /Imd,+1 para n € Z.

Sea f: C'— D una transformacién de cadenas, entonces f induce un homomorfismo
Jrx : Ho(C) — Hy (D)

como sigue: Sea ¢, +9 (Cp41) € Hyp(C), entonces frx (¢ + 0(Cri1)) = frn(cn)+0 (Drt1).
El subindice n generalmente se omite de f,,. para dar la notacién f. : H,(C) — H,(D)
siempre que no haya confusién.

3. Objetos modelo para homotopia y homologia

Los objetos modelo en una categoria C que se presentan en [20] son importantes en el
estudio de homotopia y homologia, pues ellos bajo ciertas condiciones, que se presentan
en esta seccién, pueden generar grupos de homologia y una relaciéon de homotopia en la
categoria C, por medio de un sistema homotépico en el sentido de [14] y [15].

Definicién 3.1. Sea C una categoria. Un objeto modelo sobre la categoria C es un funtor
covariante Y : A — C, es decir un objeto cosimplicial en la categoria C, para el cual usare-
mos la notaciéon Y ([n]) := Y™, Y(6 : [n — 1] — [n]) := d? y Y(o} : [n+1] = [n]) := s,
similar a conjuntos simpliciales, donde los morfismos §; y o7, para i, j = 0,1,...,n,
son los monomorfismos y epimorfismos, respectivamente, que generan a todos los mor-
fismos de la categorfa A. Los morfismos d} y s7 satisfacen las siguientes identidades

combinatorias:

n m—1 _ n m—1 s .
L didy™ =did;=y sii <j.
2 n—1_n _ .n—1_n S g
S8y s =T s st <.
3. stdr =d sl sii <
- 850 = Gy -1 J-
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Esqueleto Homoto-Homolédgico en la Categoria de los Grupos Abelianos 143

4. std} = identidad = s}'d, ;.

5. shdl =di s sii > j 41

El superindice n de d;" y s se omitird en la mayoria de los casos, siempre que no haya
confusion.

Definicion 3.2. Un sistema homotdpico en una categoria C, es una cuadrupla n =
(I,e% €' ) donde I : C — C es un funtor covariante, y € : 1l¢ — I, pu: I — 1¢
son transformaciones naturales tales que o€ = 1 para i = 0, 1, donde 1 denota la
transformacién idéntica 1¢ — 1¢. Sean f,g: A — B dos morfismos en C, entonces deci-
mos que f es n-homdtopo a g (f L g) si existe un morfismo ¢ : I(A) — B en C tal que
el siguiente diagrama conmuta

0
€A
I(A)—2~B
1

Ejemplo 3.3. Sea Ab la categoria en donde sus objetos son grupos abelianos y los mor-
fismos son los homomorfismos de grupos abelianos. Dado un anillo unitario R, entonces
en Ab existe un sistema homotdpico, presentado en [8], dado por

N
T

I:Ab— Ab, IA)=A®(A®R), IALB =fa(oln),

A= AD(A®R), e (a) = (a,—a®@1),
pa:A® (AR R) — A, pala,b®r) =a,

para i = 0,1 y donde ® denota el producto tensorial como Z-mébdulos.

Un objeto modelo sobre una categoria C puede generar un sistema homotépico en C bajo
ciertas condiciones que presentamos a continuacién.

Sea Y : A — C un objeto modelo y supongamos que existe un bifuntor (—) ® (—) :
C xC — C y existe un isomorfismo p_, : C — C®Y? natural en C, entonces los siguientes
diagramas son conmutativos

-1

c—Loayrl®h ogyt Coyl® ogyo’e o

lf if@lyo J/f®1Y1 lf®1Y1 if@lyo lf

D—=DRY"—DgY! DRY!' —= DY’ ——=D
Pp 1p®d; 1p®so P;l
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144 RAFAEL GAITAN-OSPINA

c—LCogyr e ogyt

Se puede generar entonces un sistema homotépico en la categoria C por medio de un
objeto modelo Y : A — C como sigue.

Definicion 3.4. Sea Y : A — C un objeto modelo en la categoria C, (—)®(—) : CxC — C
un bifuntor y p : (=) = (=) ® Y° un isomorfismo natural. Entonces la terna (Y, ®, p)
induce un sistema homotépico 1, = (I, €, €', 1) como sigue:

1. 1:C—C;donde I(C)=CoY'y I(f) = f @ 1y1.

2. € :1¢ — I, definido para i = 0,1 por

c—LScpyre® ogyt

para C' € ObjC.
3. u: I — 1¢, definido por

-1
Cov' oyl ¢
e
para C' € ObjC.
Ejemplo 3.5 (Homotopia en Categorias Monoidales). En una categoria monoidal (M, ®,
1) se tiene un bifuntor ® : M x M — M, llamado producto tensorial y un objeto
identidad 1 el cual cumple que M ® 1 =2 M naturalmente para todo objeto M en M

(ver [4, pag. 21]). Asi pues, si se tiene un objeto modelo Y : A — M tal que Y° = 1,
entonces Y genera un sistema homotépico en M.

Los objetos modelos también juegan un papel importante para la construccién de funtores
de homologfa de la forma H : C — (Ch™(Ab)),_, los cuales se generan por medio de los
grupos de homologia en la categoria Ch(Ab) (ver Definicién 2.11) y a partir del funtor
singular Sy que definimos a continuacién.

Definicion 3.6 (Funtor Singular). Sea C una categorfa y Y : A — C un objeto modelo
sobre C, entonces el Funtor Singular Sy esta dado por

c % A°Set
C — Sy(C): A— Set
Ci L0y = Sy(f): Sy (Ch) — Sy (Ca)

[Revista Integracion



Esqueleto Homoto-Homolédgico en la Categoria de los Grupos Abelianos 145

donde

1. Para C un objeto en C, se define el funtor contravariante Sy (C) por

SY—(C;) Set

= Sy (C)n := Home (Y™, C)
= Sy (C)(w) : Sy (C), = Sy (C),
Sy

>

[]

] = g

y para a € Sy (C')q se define

(C)(w)(a) = aoY(w).

2. Para C; EN Cy un morfismo en C, la funcién simplicial Sy (f) : Sy (C1) — Sy (C2)
se define por la siguiente familia de funciones

(Sy(f)),: Sy(Ci)n — Sy(Ca)n
B = fop.

Puesto que para un objeto de Ch(Ab) existen sus grupos de homologia y el funtor singular
de un objeto modelo Y : A — C asigna a un objeto C de C un conjunto simplicial', para
definir grupos de homologia de C' es necesario un funtor desde la categoria A°Set a
la categoria Ch(Ab), el cual se construye pasando primero por una categoria que es
equivalente a Cht(Ab), la cual es la categoria de los grupos abelianos simpliciales A°Ab.

Para pasar de A°Set a A°Ab, considere el funtor Set A Ab tal que para B un conjunto,
Al(B) es el grupo abeliano libre generado por los elementos de B, y para f : A — B
una funcién entre conjuntos, Al(f) : Al(A) — Al(B) es el homomorfismo definido por
Al(f)(a) = f(a) para todo a perteneciente al conjunto generador A. Asi, si X es un
conjunto simplicial, es decir un funtor contravariante de A a Set, entonces Al o X es un
grupo abeliano simplicial, con esto se define un funtor desde la categoria A°Set a A°Ab,
denotado por A°Al, el cual puede ser presentado también de la forma de sucesién, en
donde cada nivel del grupo abeliano simplicial es de la forma Al(X,,) y los morfismos
que cumplen las propiedades combinatorias son Al(d;) y Al(s;).

Asi pues tenemos el funtor C 5y A°Set 274N A° Ab. Ahora para un objeto X en A°Ab
se tiene la sucesién {X,,},>0 donde cada X,, con n > 0 es un grupo abeliano y también
para cada n > 0 se tienen homomorfismos d¢, : X,, — X,,_1, para i = 0,1,2,...,n, con
esto formamos los complejos de cadenas N(X) y M(X), conocidos en la literatura como
Complejo de Moore y Complejo Normalizado, respectivamente, dados por

MX): =X 2%, 15 5X%3x %X -0,
donde 8, = Y"1 ((-1)d y

NX): = (NX)n B (NX)oy == (NX)2 B (NX) B X — 0,

1En algunos casos el funtor singular de un objeto modelo llega directamente a la categoria A°Ab
(categorfa de los grupos abelianos simpliciales), como se presenta para los objetos modelo Y : A — Ab
sobre los grupos abelianos.
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146 RAFAEL GAITAN-OSPINA

n—1
donde (NX), = () ker (d}, : X, & Xn—1) y 9, = (—1)"d?. Por tanto obtenemos dos
i=0

funtores desde la categoria C a la categoria Cht(Ab) (un funtor tomando N y otro funtor
tomando M) de la siguiente forma

o N
¢ 2 A°Set 24" A°Ab = ChF(Ab).
M

Observacion 3.7. El morfismo inclusién ¢ : N(X) — M(X) es una transformacién de
cadenas la cual es una equivalencia de cadenas (ver [6, Tma 2.4, pag. 150]), entonces
los grupos de homologfa de los complejos M(X) y N(X), para X un grupo abeliano
simplicial, son isomorfos (ver [17, Cor 2.2, pag. 40]).

Notacién. Denotaremos por C3¥ a la composicién N o A°Alo Sy y C¥ a la composiciéon
Mo A°Alo Sy, por lo tanto, para un objeto X en la categoria C, se pueden definir grupos
de homologfa de X por medio de los grupos de homologfa del complejo de cadenas CYY (X)),
los cuales por la Observacién 3.7 son iguales a los grupos de homologia del complejo de
cadenas C{ (X). Asf pues, en algunos casos realizaremos calculos de grupos de homologia
por medio del funtor C?¥ y en otros por medio del funtor C¥ por conveniencia. En
particular para objetos modelos Y : A — Ab, puesto que Sy llega a la categoria de los
grupos abelianos simpliciales, es decir Sy : Ab — A°Ab, entonces para estos objetos
modelos denotamos por C¥¥ al funtor N o Sy y C¥ a la composiciéon M o Sy

En particular para objetos modelos Y : A — Ab sobre la categoria de los grupos abelianos,
al aplicar el funtor singular Sy a una sucesién exacta que se descompone en Ab, es decir
que satisface una de las condiciones del Teorema 2.2, se obtiene por cada nivel n > 0 una
sucesion exacta. Este resultado es de interés en este trabajo puesto que por medio de él
se define una transformacién natural necesaria para teorias de homologia general la cual
se presenta posteriormente en la seccién 8 en la Observacion 8.8.

Corolario 3.8. Sea Y : A — Ab un objeto modelo y 0 — A 5B % ¢ 50 una
S n
sucesion exacta en Ab que se descompone, entonces la sucesion 0 — Sy (A), ’ﬁg

Sy (B)n, Sy (g Sy (C)n, — 0 es exacta para todo n > 0.

Demostracion. La sucesion 0 — Sy (A), S (Pn Sy (B)x, (g Sy (C)n — 0 es por
definicién 0 — Hom 4,(Y™, A) Homag(1.f) Homap(Y™, B) Hom ap(1.9) Homap(Y™,C) =0

la cual es exacta por la Proposicién 2.4, puesto que 0 — A ENY;JEN C — 0 es exacta y se
descompone. v

Definiciéon 3.9. Sea Y : A — C un objeto modelo sobre una categoria C, entonces el
funtor Hy : C — (Ch*(Ab)),_,, que llamaremos el funtor de homologia generado
por Y, estd definido como sigue:

1. Para X un objeto en C, Hy (X) es el complejo de cadenas siguiente

Ont1 1?) On—1 01
C—

Hy, (CY(X)) —— Hp 1 (CY (X)) =+ — Ho(CF (X)) —0

donde 0,, = 0 para todo n.
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Esqueleto Homoto-Homolédgico en la Categoria de los Grupos Abelianos 147

2. Para f : X — Z un morfismo en la categoria C, Hy (f) : Hy(X) — Hy(Z) es la
transformacién de cadenas tal que Hy (f), = H,(C¥(f)).2

4. Objeto modelo en los grupos abelianos

En esta seccién definimos el objeto modelo W% en la categoria de los grupos abelianos, la
relaciéon de homotopia y grupos de homologia que genera, donde la relacién de homotopia
es igual a la presentada por L. Herndndez en su tesis doctoral [13].

Sea R un anillo unitario y consideremos los siguientes homomorfismos de grupos abelianos
k41 k-1
®R—>®Ryxj ®R—>®R para 0 < i <ky 0 <j<k— 2 definidos como
=1 t=

sigue. Sea rj = r,ﬁ ® 7",% Q- r’,j S ®R, entonces

t=1
1p ®rg sit =0,
Fr)={re eriolzerte ork sil<i<k-l1,
@ 1p sii = k,
y
riri@ri@ ®r,’§ sij =0,
XE(re) =4rt® - ®Tk®rk+1 2 erite. . ork sil<j<k-3,
i@ @ri ey irk sij=k—2.

Estos homomorfismos satisfacen unas identidades las cuales son de importancia para la
construccién de el objeto modelo WF,

Proposicién 4.1 ([7, Prop. 1.39 pag. 57]). Los homomorfismos 75 y x? satisfacen las
stquientes identidades:

1 k+1 k k+1_k

TP =T Ty S61 2],

k— k
2. X5 TIXE = XTI sii >

k1 k k-1 k
3.XG T =T, X5 sii>].

4. XFTrF = identidad = X! TF .

Rl k _ k=1 k
S X5 Ty =T, Xy 11 <].

A continuacién presentamos la aplicacién ¥ que posteriormente en el Teorema 4.4 se
prueba que es, en efecto, un objeto modelo sobre la categoria Ab.

2En la categoria de los espacios topolégicos se tiene el objeto modelo A : A — Top, en el cual A([n])
es el n-simplejo topolégico A™ para n = 0,1, ..., tomando este objeto modelo se obtiene que los niveles
del complejo de cadenas Hj(X) corresponden a los grupos de homologia singular, para X un espacio
topoldgico, presentados en [23, pag. 1].
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Definicién 4.2. Sea ¥ : A — Ab, donde R es un anillo unitario, la aplicacién tal que

/ sin =0,
1. UE([n)]) == ZDOR sin =1,

Z@R@(R@R)@--~@<®R> sin > 2.
t=1

2. La imagen de los morfismos d; y o; presentados en la categoria A son

di:Z®&R®(RR) @ -- <®R>*>ZEBR@(R®R (%R)

t=1

n+1
5 ZOR®ROR)® - <®R>—>Z@R@(R®R <®R>

t=1
respectivamente, definidos de la siguiente manera:
a) Para n = 0 definimos dY : Z — Z & R, donde d?(m) = (m, (—m i)1g) para
i=0,1y8:Z®R— Z, donde s)(m, r) = m.
b) Para n > 1, se define

n n+1
&' Z&RG(ROR) ®---d <®R> —ZO&R®(ROR) G- & <®R>
t=1

t=1

por casos como sigue:

1) dyg(m,re, ... rn) == (m,71,...,70,0),

2) dp(m,ri, .. ) = (MG T, P g1, — T 1511 (Pn—kt1)y s =T g1 ()
para 1 <k <n,

3) dp i (m,ry,... ) = (m, (—m)lR,—T&(m), I AG)E

¢) Paran > 1, se define

n+1 n
P ZOR®(ROR)D -+ @ <®R> —ZPRB(RIR)D---® <®R>

t=1
por casos como sigue:

1) sg(myri, ... rpg1) == (Myr1, ..o Th),

2) SZ(mv T1,. .- 7rn+1) = (mv Ty oy Tn—k, _XZ:£+2(rn7k+2)a ) _thi(rnJrl))

paral <k <n-—1,
3) SZ(mvrh .. 7T7I+1) = (m7 —X%(TQ), DR} _Xg(rn))
Observacion 4.3. Nétese que para 2 <i<n-+1yn > 1 se tiene que
At (m,ry,...,mn) = (df 11(m TlyeoeyTn—1), —Tn_i+1(7“n))

y para 1 < j < n se tiene que

SE(My 71y Tag1) = (s?:ll(m, T1yeeoyTn), _th; (Tn+1)) -
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Ahora, con esta observacién y la Proposicion 4.1, podemos demostrar que la aplicacién
U de la Definicién 4.2 es un objeto modelo sobre la categoria Ab.

Teorema 4.4. Los morfismos di' y s7 de 4.2 satisfacen las identidades combinatorias
presentadas en 3.1.

Demostracion. Actuemos por induccién sobre n.

I. Sea n =1, entonces

dydg(m) = di(m,0) dydg(m) = di(m,0) dydg(m) = di(m,0)
= (m,0,0) = (m,0,0) = (m,0,0)
= dg(m, 0) = dg(m, 0) = dg(m, 0)
= dodo( ) = dodo( ) = dodo( )
didg(m) = di(m,0)  dydg(m) = dy(m,0) dyd} (m) = d3(m, (—m)1R)
= (m,0,0) = (m, (—m)1g,0) = (m,(—m)lgr,1r @ mlRg)
— di(m,0) — dim, (~=m)1n) = (m, (—m)1p, mp  15)
= dgdg(m) = dgd} (m) = di(m, (—m)1R)
= dyd}(m)
sgsé(m,rl,ré ® r%) = 88(m 1) s%dé(m,rl) = s%(m,rl,O)
=m = (m,0)
= sB(m. —r4r?) — dy(m)
= s9s1(m, 11,13 @ 13) = dysg(m,r1)
sldk(m, 1) = sk(m,r1,—r1 @ 15) skdb(m, 1) = sb(m,1,0)
= (ma Tl) = (m7 Tl)
= S%(ma(_m)le_lR(@Tl) = s(l)(m, r,—T1 ®]—R)
= syd5(m, 1) = spdi(m, 1)

s(l)(m, (—=m)lg,—r ®1R)
= (m, (—m)1g)

Vol. 39, No. 2, 2021]



150 RAFAEL GAITAN-OSPINA

II. Supongamos que se cumple para algin n € N, verifiquemos para n + 1.

1. Sea j =1y i=0, entonces

d?"'ldg(m,rl,...,rn) = d?"'l(m,rl,...,rn,O)
= (m,ry,...,7m,0,0)
= di(m,re,...,70,0)
= AT (my Ty, ).

Seai=0y1<j<mn+1, entonces

d?“dg(m,rl,...,rn) = d?+1(m,7“17-~~,7"na0)
= (M7, g2, —Ta—jt2(Tn—j+2), - -, —Tn—j+2(7n), 0)
= dgTHmyry, e —Tagya(Tajr2), - —Tnojya(rn)
dS*ld;-Ll(m, T1yeesTn)

Sea i =0y j=n-+2, entonces

dfli%dg(m,rl,...,rn) = d?“(m,rl,...mn,O)
= (m,(—m)1lg,—70(r1),...,—70(rn),0)
= dptt(m, (—=m)1g, —7o(r1), .., —70(rn))
dg“dﬁﬂ(m, TlyeeyTn)

Sea 0 <7< j <m+ 1, entonces

d?Jrld?(m, T1y... ,7“”> = d;-l+1(m, T1ye e s Thn—i+1, _Tn7i+1(7ﬂn7i+l)a ey —Tn,iJrl(’I“n))
= (m7 1y ooy Tn—j542, _Tn7j+2(7"nfj+2)a ceey _Tn7j+2(rn7i+1)a
Tn—j+27'n—i+1(7’n—i+1), cee ,Tn—j+2Tn—i+1(7’n))-

Puesto que i < j, entonces n —i+ 1 > n — j + 2, por tanto por el item 1 de la
Proposicién 4.1 se tiene que 7, j42Th—it1 = Th—i+2Tn—j4+2. Luego

d;“ld?(m, Tl,...,Tn) = (m7’r1,...,Tn7j+2,_7—n7j+2(7nn7j+2),...,_Tn7j+2(rn7i+1),
Tn—i+27n—j+2(rn—i+1)a cen ,Tn—7:+27’n—j+2(7’n))
= AP mry T gyes —Tajra(Tajre)s o T jya(rn))
d?“d}[l(m, T1yeeyTn)-

Sea 0 < i < j =n+ 2, entonces

dZiéd?(m,Th---aTn) = dZié(marlw-~>rn7i+17_Tn7i+1(7dn7i+1)>---a_Tn7i+1(7ﬂn))
(m, (=m)1g, =70(r1)s - s =T0(T"n—i+1), T0Tn—i+1(Tn—it1),

e 77-07n—i+1(rn))-
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Puesto n — i + 1 > 0, entonces por el item 1 de la Proposicién 4.1 se tiene que
T0Tn—i+1 = Tn—i+270, €entonces

dZi%d?(Tnﬂ T1y.-- 7Tn) = (ma (_m)lRa _TO(r1)7 ceey _TO(rnfiJrl)y
Tn—it2To(Tn—it1), -+ Tn—i+270(Tn))
= d?—‘rl(m’ (=m)1g, —70(r1), -+, —70(7n))
= d?"’ldﬁﬂ(m, TlyeeeyTn).
2. Sea i = 0 = j, entonces
sosottm, e, . raae) = (Myre,.. 1)
= Sg(mﬂ"la-~-a7'm—Xn(7"n+2))
= susTT m,ry, . r).
Sea i = 0 < j, entonces
spsg i my s are) = SG (M T )
= sg(s;'l(mv Tiye- 7rn+1)a _anj(TnnLQ))
= sgs?ill(m7 TlyeeyTnt2).
Sea 0 < i < j, entonces
S?S?H(ma TlyeoosTnga) = 5?(5?_1(7’”7 T1y e Tl —Xnt1—j (Tnt2))
- (S;l—_llszl—l(ma T1,. .- 7rn+1)7 Xn—an+1—i(Tn+2))-
Por hipétesis de induccién s?jll sty = s?:ll s% y por el item 2 de la Proposicién 4.1
se tiene que Xn—;Xn+1—i = Xn—iXn—j, Puesto que j > i implica que n+1—17 > n—j,
entonces
S?S?+1(mv T1,- .- ,Tn+2) = (s?:lls?(’n% T1,--- 7rn+1)v Xn—iXn—j (rn+2))
= s?(s?(m, Tl ey Tng1), —Xn—j(Tnt2))
= s?s?_;’_'ll(m, T1yeesTnt2)

3. Seai=0y j=1, entonces

n+1 mn+1 n+1
S1 d() (m,’l"17...,’l"n+1) S1 (m7r1u-"7Tn+170)

(myr1,...,70,0)
= dy(m,ry,...,"rn)
dgsy(m,ri, ...y Tont1)-
Sea 0 =i < j, entonces

s?ﬂdgﬂ(m, Ty Tngl) = 7—’+1(m7r1, <5 Tnt1,0)

Sj:21(ma Ty ,Tn), _Xn7j+1(7ﬂnfj+1), 0)
(73 (myr, o), =Xn—j41(rn—ji1))
S

Toa(myr e ray).
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Sea 1 =1 < j, entonces

S?+1d?+1(m,7"1,...77'n+1) = S?+1(m77’1,...,’I‘n+1,—7'n+1(7‘n+1))
(5?71(77%7“17 e 7Tn+1)7Xn+1ijn+1(rn+1)) .

Ahora, puesto que j > 1, tenemos que n > n+ 1 — j, por lo tanto, por el item 3 de
la Proposicién 4.1, se obtiene que Xn+1—jTn+1 = TnXn+1—j. Luego,

S?+1d?+1(m,7"1,...77’n+1) = (7 (myre, o Pag1), TaXng1— (Tng1))
= d? (S;L__21(m, Tl,~~-77"n)77Xn+1—j(7'n+1))
= dysj_1(m,r,.. o)

Sea 2 < i < j < n+ 2, entonces

n+1 jn+1 _ n+1/ n
sy dT (my . rega) = ST (A (mu ), —Treiga(Trg)
n 3
= (ijldifl(’n% T1y--- ,7"”), Xn—j+17-n—i+2(rn+1)) .
Por hipétesis de induccién s7_,d}' | = d?:lls?:g y por el item 3 de la Proposicién

4.1 se tiene que Xn—j+1Tn—i+2 = Tn—i+1Xn—j+1. Ya que ¢ < j, tenemos que n — i +
1>n—75+1yluego

S?+1d?+1(ma T1ye. 7rn+1) = (d?:fs?:zl (mv T1y. . arn)» Tn7i+1anj+1(7"n+1))
= d? (S?:zl (m, T1,-.. ,’/‘n), _Xn—j—i-l(rn-‘rl))
= sy (m,T1, Ty ) -

4. Sea i = 0, entonces

Sg+1d8+1(m,7‘1,...,rn+1) = (m,rl,...,rn+1)
= 88+1 (ma Ty s T, _Tn+l(rn+1))
= spttdrt (my e, ).

Sea i = 1, entonces

3711“‘1?“( S?H(m» T1yeeos gl —Tng1(Tngt))

= (ma T1y+--5Tn, XnTn,+1(Tn+1))-

MT1, ey Ttl)

Por el item 4 de la Proposicion 4.1 se tiene que x,7+1 = tdentidad = xp,Tn- Luego

5?+1d?+1(m,rl,...,rn+1) = (m,ri,... Tot1)
= (M7, . oy XnTn(Tnt1))
= S?H(m, Tlyee oy Try —Tn(Tnt1))
= s’erldg”'l(m7 TlyeeosTny Tntl)-
Sea 2 < i <n+ 1, entonces
S?+1d?+1(ma T1y. . 7rn+1) = S;’H_l (d?—l(m7 T1,. .. 7Tn)7 77_71—i+2(7ﬂn+1))
= (5?_1d?_1(m77“1,---77“n)7Xn—i+1Tn—i+2(7“n+1))-
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Por hipétesis de inducciéon si' ,d? | = identidad = s} ,d} y por el item 4 de la
Proposiciéon 4.1 se tiene que Xn—i+1Tn—i+2 = tdentidad = Xpn—i+1Tn—it+1. Luego

S;L+1d;l+1(m,7‘1,...,7"n+1) = (m,r1,...,Tnt1)
= (S?fld?(ma T1y. - 77"”), Xn7i+17—n7i+1(rn+1))
= S?Jrl (d?(m? T1ye-- a’rn)a _Tn7i+1(7ﬂn+1>)
= S?Hd?jll(m, TlyevsTral)
5. Sea ¢ =2y j =0, entonces
38+1dg+1(m, TlyeeeyTnil) = 56l+1(m, Ty s Try —Tn(Tn)s —Tn(Tnt1))
= (myri,...,Tn —Tn(rn))
= d?(mvrla'”vrn)
= disg(m,ri,...,"nt1).
Seai>2y j=0, entonces
sg+1d?+1(m, TlyeeosTntl) = 58"'1( T (myrey . Tn)y —Tnt2—i(Tngt))
= d} ;(myri,... )
= dzlflsg(m7r1u"-77‘n+1)~
Seai>j+1yj>1,entonces
S?Jrld?Jrl(m? T1y.-- 77nn+1) = S?+1(d?71(m7 T1y. - 7rn)7 _Xn+27i(’rn+1))
(s‘?fld?fl(ma T1y. - 7rn)7 Xn+17j7—n+2fi(71n+l)) .
Por hipétesis de induccion s7 di' | = d?_}ls;’:ll y por el item 5 de la Proposicién
4.1 se tiene que Xp41—jTn42—j = Tn42—iXn—j- Y& que ¢ > j + 1, tenemos que
n+2—-—i<n+1-jyluego
s?“d?“(m, TlyeoeyTntl) = (d?:;s?:ll (My 71, ) Tnt2—iXn—j (Tnt1))
= d', (s?:ll(m,rl,...7rn),xn,j(rn+1))
= d?—ls?(marl,"'arn+l)'

Asi pues la propiedad se cumple para n + 1. Entonces las identidades se cumplen para
todo n € N. d

Teorema 4.5. Consideremos el bifuntor (—) ® (—) : Ab x Ab — Ab dado por A® B :=
A®y B, donde ®z denota el producto tensorial como Z-mddulos. La relacion de homotopia
que genera el objeto modelo WE, junto con el bifuntor (=) ® (=), por el proceso descrito
en 8.4, es la relacion de homotopia en Ab descrita en [13].

Demostracion. Puesto que (\I/R)O = 7, entonces X ® (\I/R)O =~ X naturalmente para todo
grupo abeliano X, por lo tanto Wy genera un sistema homotépico ngr = (I,€", €!, 1),
donde I(X) = X ® (Z&R) =2 X ® (X®R),% (z) = (2,0),el(z) = (z,—2® 1g) ¥y
ty(z,y ®@71) =z, el cual es el sistema homotdpico descrito en el Ejemplo 3.3, donde la
relacién de homotopia que genera es la homotopia en la categoria de los grupos abelianos,
no trivial, descrita por L. Herndndez en su tesis doctoral [13]. Vv
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A continuacién explicitamos la construccién dada en la Definicién 3.6 asociada al objeto
modelo Y = U, definido en 4.2, para ello utilizaremos la notacién de tipo exponen-

cial, Homa,(A, B) = B#: Sea A un grupo abeliano y R un anillo unitario, entonces
n+1

®R
Syr(A), 2 APAF®-..® A= | por tanto obtenemos que Syr(A) es el siguiente grupo
abeliano simplicial

n+1
R
AEBAREB...EBAt@l
j=0,...,n sd 1) dl, i=0,...,n+1

n

R
A AREB"'EBA'§1

Aq AR

s9 1 df 1=0,1
A.
donde los morfismos d, parai=0,...,n+ 1y s} para j =0,...,n son como sigue:

1. Paran =0, AQAR b, A, donde dS(a, f) = a,d)(a, f) = a—f(1r) y A % A® AR,
donde s)(a) = (a,0).

2. Paran>1
it n
A@AR@M@AFER A, A@AR@~~@A§1R
(@, fr,oos o) =2 (s fiee s fa)
'i (a, fr,y ooy fam1s o = fogr7)
st (a, f1o s Famis famit1 — Fa—itemn i,
—fn7i+373:51127 o= fn1Th i)
= (a1 = forl = famis o =Tl
T (a— A(R), ~ford, o~ fapa )
y
0 ntt
Ao ARe...0AB" % seafe..eas"
@ frveoifn) 5 (@ fis forees fn,0)
IR (@ i Fags 0= Fasge T L = fa D
j=n

(a,0, —f1X(2), A —fnxg+1).
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Por la Definicién 3.9 tenemos que el objeto modelo W*, definido en 4.2, genera al funtor
de homologia Hyr donde Hyr(A), = H,(CYr(A)) = Ker(8,)/Im(dp41), donde 9, :=
(=1)"d! para dI' definido por el grupo abeliano simplicial Syr(A) el el item 1 al inicio
de esta seccién. Veamos pues los grupos de homologia que genera el objeto modelo W%
para un grupo abeliano A, grupos de homologia introducidos en este trabajo, los cuales
presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 4.6. Sea A un grupo abeliano y R un anillo unitario, entonces

A/{f(1r): f € AT} n=0,
{feAl: f(1g) =0} /{grg : g € AB®F tal que g7i =0} n=1,
Hyr (A)n =
FEAt=1 ifrP~1=0 para 0<k<n—1y/d grfigEA=1 tal que gT'=0 para 1<k<n

Demostracion. Sea A un grupo abeliano y R un anillo unitario, entonces aplicando el
funtor N : A°Ab — Ch't(Ab) al grupo abeliano simplicial Sgr(A), se obtiene el siguiente
complejo de cadenas

N(Sgr(A)) - — NSgr(A); B NSyr(A)s B NSyr(4); B A — 0,

donde

NS\I;R(A)]_ = AR’

NSyn(A) = {f€ARR; prl — 0},

NS\I,R(A)g = {f' c AR®R®R : f,7_22 _ f7'12 _ 0}7

NSyn(A)n = {f €A Tl = Ty == f T = o}
¥ 01(f) = f(1n), o(f) = —I73, Bs(f) = f7, 0u(f) = (~1)"*'f75 " para todon >3,
con lo cual se tiene el resultado. 7
Ejemplo 4.7.

1. Sea R un cuerpo, entonces

Z, n=0,
0, n>1.

2. Consideremos R = Q y A = Q/Z. Afirmacién: todo objeto en Q ® Q es de la forma
r®1 parar € Q. En efecto, consideremos §®£ un elemento del conjunto generador

de Q ® Q, entonces g ®L= % ® % = % ® % = fl’—: ® 1. Anélogamente también se
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prueba que en Q ® Q se tiene que r ® 1 = 1 ® r, para todo r € Q. Asi pues, si un
homomorfismo g : Q ® Q — Q/Z satisface que gri = 0, entonces gra = 0, por lo
tanto Hyr(Q/Z)1 = {f € (Q/Z)Q : f(1) = 0} con lo cual obtenemos Hyr(Q/Z); #
0, puesto que la proyeccién canénica 7 : Q — Q/Z dada por w(r) = r + Z, para
r € Q, esta en el conjunto {f € (Q/Z): f(1) = 0} y no es el homomorfismo nulo.

Observacion 4.8. En [13] se define lo siguiente: Sea ¢ : Z — R el homomorfismo de
grupos abelianos dado por ¢(1z) = 1p y sea S = Coker(r), por tanto S = R/i(Z), donde
L(Z) es el grupo abeliano generado por 1g, es decir «(Z) = {nlg|n € Z}. Se define

VS=Zy "S=505® -1
N—————

n veces

y con esto el n-ésimo grupo de homotopia 7, (A) = [®™S5, A] g para un grupo abeliano A,
donde [A, B]r = Hom (A, B)/ < para 1 el sistema homotépico presentado en el item 3
del Ejemplo 3.3. Asi pues tenemos que mg(A) = [Z, A]r. Posteriormente en este trabajo,
en el Teorema 6.8, se demuestra que Hgr(A)g = mo(A).

5. Esqueletos homoto-homolégicos

Definicion 5.1. Un Esqueleto Homoto-Homolégico en una categoria A consiste de lo
siguiente:

1. Un objeto modelo YV : A — A.

2. Una relacién de homotopia ~ que sea compatible con la composicién; es decir, si
fig: A=Ay f g : A — A" sontalesque f ~gy f' ~ ¢, entonces f'f ~ ¢'g.

3. Un funtor H: A — (Ch™(Ab)),_, tal que si dos morfismos f, g son tales que f ~ g,
entonces H(f) =H(g).

Por ejemplo, la relacién ~ puede ser definida por medio del sistema homotépico 7,
presentado en 3.4, si existe, o definida por medio del funtor Hy : A — (Ch*(Ab)),_,
definido en 3.9. 3. Como funtor H podemos considerar H= Hy : A — (ChT(Ab)),_,
definido en 3.9, en el caso que este funtor sea invariante bajo la relaciéon ~, es decir que
cumpla la condicién exigida en 3 de la Definicién 5.1. Usaremos la abreviacién (A, Y, ~
, H) para referirnos a esqueletos homoto-homolégicos sobre la categoria A.

En [2] se define una relacién de homotopia en una categorfa A por medio de la categoria
de cocientes (A/MM, k) (o llamada también en [5] como categoria de fracciones de A por
M), donde A/M es una categoria con los mismos objetos de Ay k: A — A/ es un
funtor covariante que preserva los objetos de A y satisface las siguientes dos condiciones:

1. Si « € M, entonces k() es invertible en A/, es decir k(«) es un isomorfismo en

A/,

3Aqui estamos pensando en relaciones de homotopia definidas por un sistema homotépico 7 en el
sentido de Kan [14], [15] o relaciones de homotopia definidas por un funtor covariante F' : A — C tal
como se presenta en [2, Def. 2.9. pig. 244.]
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2. 8iT: A — K es un funtor, donde K es una categoria cualquiera, tal que T'(«) es
invertible para todo a € 91, entonces existe un tnico funtor 7 : A/9M — K tal que
T = 7 o K, es decir que el siguiente diagrama conmuta

Dada una categoria A cualquiera y 9t una clase arbitraria de morfismos en una categoria
A, entonces en [2, Tma 1.1, pdg. 240] demuestran que la categoria cociente (A/IM, k)
existe. Con esto, definen 9-homotopia en A como sigue: Dos morfismos f,g: A — B en

A son llamados 9t-hométopos (f X g) siy sélo si 6(f) = k(g)-

Observacion 5.2. Si F': A — C es un funtor covariante cualquiera, se define la familia
de morfismos M(F) := {f € A | F(f) es invertible enC}, por tanto existe la categoria
cociente (A/M(F'), ) la cual genera la relacién ) en AL Ahora, dado un objeto
modelo Y : A — A, entonces por la Definicién 3.9 existe el funtor de homologia A Iy

(Cht(Ab)),_, €l cual genera entonces la relacion ) enla categoria A.

M(H
Veamos que el funtor Hy es invariante bajo la relacién ) en A.

Teorema 5.3. Dado un objeto modelo Y sobre la categoria A y f,g: A — B morfismos
en A tales que f es M(Hy )-homdtopo a g, entonces Hy (f) = Hy (g).

Demostracion. Por definicion M(Hy ) = {f € A| Hy (f) es invertible en (Ch*(Ab))s_,},
entonces existe un unico funtor 7 : A/ — (Ch*(Ab)),_, tal que el siguiente diagrama
conmuta

A %*(Ab»ao
A/

Luego, por otro lado, puesto que f es 9 (Hy )-homdtopo a g, entonces k(f) = k(g) y por
tanto Tr(f) = Tk(g), es decir, Hy (f) = Hy (g). v

My
Asi pues, dado un objeto modelo Y sobre A, entonces (A, Y, $ ), Hy) es un Esqueleto

Homoto-Homolégico.

5.1. Esqueletos homoto-homoldgicos en categorias simpliciales

En [6, pag. 81] se define categoria simplicial, a una categoria C para la cual existe un
bifuntor Hom, : C x C — A°Set con las siguientes propiedades para A y B objetos en
C:
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1. Hom.(A, B)y = Hom¢(A, B).

2. Cada funtor Hom (A4, -) : C — A°Set tiene un adjunto a izquierda A®, - : A°Set — C
el cual es asociativo en el sentido que existe un isomorfismo A®, (KX L) =2 (A®, K)®,.L
naturalen A € Cy K, L € A°Set.

3. Cada funtor Hom (-, B) : C°? — A°Set tiene un adjunto a izquierda home( -, B) :
A°Set — C°P.

Ahora, si una categoria simplicial C tiene objeto final %, entonces en C se puede obtener
un Esqueleto Homoto-Homoldgico, como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 5.4. Sea C una categoria simplicial con objeto final x y Y : A — C el objeto
modelo definido por Y™ = x ®, A[n]*, Y (§1) =1, ®, d? e V(o)) = 1. ®, s%, para di' y
s definidas por (d}!), (a) = 67’ y (s?)p (B) = 0} B, donde o € Homa([p],[n—1]) y B €

Homa([p], [n + 1]), entonces <C, Y, sm(gy)7 Hy> es un Esqueleto Homoto-Homoldgico.

Demostracion. Dado que Y es un objeto modelo en C, entonces por el Teorema 5.3 se
obtiene el resultado. v

Por lo visto en la Observacién 5.2 se tiene que un objeto modelo Y : A — A genera
una relacién de homotopia por medio de la categoria cociente A/ y con lo visto en la
Definicién 3.4, Y genera bajo ciertas condiciones un sistema homotépico en A, el cual
a su vez define una relacién de homotopia. Queda aqui pues abierta la pregunta de que
tipo de relacién hay entre estas dos relaciones de homotopia.

6. Esqueleto homoto-homolégico en Ab

En la categoria de los grupos abelianos, existe la relacién de homotopia presentada por L.
Hernéndez en su tesis doctoral (ver [13]), la cual utilizé para definir los grupos de homo-
topia para un grupo abeliano, entre otras cosas. Por tanto, dada la importancia de esta
relaciéon de homotopia, en este trabajo se presentard un Esqueleto Homoto-Homoldgico
en Ab para el cual la relacion ~ de la propiedad 2 de la Definicién 5.1, sea la descrita en
[13], la cual es generada por medio del objeto modelo TR definido en 4.2. Ahora, este
modelo genera el funtor de homologia Hyr (ver Definicién 3.9), al cual se le hizo una
modificacién a los objetos de la categoria de partida, es decir a los grupos abelianos.

Para R un anillo unitario, en [8, pdg. 163] se define una relacion de homotopia en la
categoria de los grupos abelianos dada como sigue: Sean f,g : A — B homomorfismos de
grupos abelianos, entonces se dice que f es nulo-hométopo (f L » 0) si existe una funcién
bilineal F': A x R — B tal que F(a,1g) = f(a), para todo a € A. Luego f es hométopo

ag (f~gg)siyslosi f—g~,0.

Ahora, sea A un grupo abeliano, entonces A = Hom ,(Z, A), asi pues se puede definir
una relaciéon en A por medio de la relacién ~, en Homap(Z, A) como sigue.

4El conjunto simplicial A[n] se presenta en la Definicién 2.9.
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Definiciéon 6.1. Sea A un grupo abeliano y aj,as € A, entonces a; r‘iR as si y solo si
Va, ~p Va,, donde ¢,, : Z — A es el homomorfismo de grupos abelianos dado por
Ya,(n) = na;, para i = 1,2. Asi pues a; éR as siy sblo si existe una funcién bilineal
F:Z x R— Atal que F(n,1g) =n(a; — a2), para todo n € Z.

Puesto que la relacién ~ . es de equivalencia, entonces 2 también lo es. Usaremos la
R ) R

. . A . .
notacién ~, en cambio de ~ ., cuando se entienda el grupo abeliano A.

Tomando la operacién del grupo A, el conjunto {f(1g) : f € Homap(R,A)} es un
subgrupo de A. Este subgrupo es de interés aqui, pues él es el que determina la relacién
~pg, lo cual mostramos en la siguiente proposicién:

Proposicion 6.2. Sea A un grupo abeliano y aq1,as € A, entonces ay ~,, az siy sélo sia1—
az € {f(1g) : f € Homay(R, A)}. Asi pues A) ~, = A/{f(1r): f € Homa(R, A)}.

Demostracion. (=) Supongamos a; ~, asg, entonces existe una funcién bilineal F' :
Z x R — A tal que F(n,1gr) = n(a; — ag), para todo n € Z, la cual induce un ho-
momorfismo f : R — A dado por f(r) = F(1z,7). Puesto que F' es bilineal, entonces
f es homomorfismo de grupos. Asi pues f(1g) = F(lz,1gr) = a1 — ag. Por lo tanto
a1 —ag € {f(1g) : f € Homap(R, A)}.

(<) Supongamos ahora aj,as € A tales que a; —as € {f(1g) : f € Homap(R, A)},
entonces existe un homomorfismo de grupos abelianos f : R — A tal que f(1g) = a1 —as.
Considere la aplicacién F : Z x R — A dada por F(n,r) := nf(r). Asi pues F es bilineal
y F(n,1g) = nf(1r) = n(a; — az2), por lo tanto a; ~,, as. v

De la Proposicién 6.2 podemos ver que para el caso que Hom a,(R, A) = 0 entonces el

grupo abeliano A/ ~,, es el mismo grupo abeliano A.

La relacion de homotopia ~, en Homay(A, B), presentada en [13], induce el grupo
Homap(A,B)/ ~, el cual en [13, pdg. 37] lo denotan por [A, B]g. Por otro lado,
puesto que Homap(A, B) es un grupo abeliano entonces tenemos el grupo abeliano
Homap(A, B)/ ~,. El siguiente teorema nos muestra que estos grupos abelianos son

isomorfos.

Teorema 6.3. Sean A y B grupos abelianos y f,g € Homap(A, B), entonces f ~,, g si
y sélo si f ~g g. Asi pues [A, Blr =2 Homap(A, B)/ ~g.

Demostracion. (=) Supongamos que f ~, g, entonces f — g ~, 0, es decir que existe
una funcién bilineal F' : A x R — B tal que F(a,1r) = (f — g)(a). Considere
ahora la funcion G : Z x R — Homup(A, B) donde G(n,r) = F o4, donde
i : A — A R es la funcién definida por i'(a) := (na,r). La funcién G es bilineal.
Ahora G(n,1gr)(a) = F(na,1r) = (f — g)(na) = n(f — g)(a), para todo a € A,
entonces G(n,1g) =n(f — g), es decir f ~, g.

(<) Supongamos que f ~, g, entonces existe una funcién bilineal G : Z x R —
Homap(A, B) tal que G(n,1gr) = n(f — g). Considere ahora la funcién F :
A x R — B definida por F(a,r) = G(1z,7)(a). La funcién F es bilineal. En efecto,
F(al —|—a2,r) = G(lz, ’I“)(al —l—ag) = G(lz,r)(a1)+G(1z,r)(a2) = F(Cll,'f")‘f‘F(CQ,'f”)
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y Fla,r1 +12) = G(1z,71 + 12)(a) = [G(1z,71) + G(1z,72)](a) = G(1z,71)(a) +
G(1z,7r2)(a) = F(a,r) + F(a,rs).

Asi pues se obtiene que el homomorfismo identidad 1 : Hom (A, B) — Homa,(A, B)
pasa al cociente 1 : [A, Blg — Homap(A, B)/ ~, es decir [A, Blr & Homap(A, B)/ ~ .
v

Teorema 6.4. Sea f : A — B un homomorfismo de grupos abelianos. Si a1 ~, as,
entonces f(a1) ~, f(az).

Demostracion. Si a1 ~, ag, entonces 1, =~ ¥q,, luego puesto que la relaciéon ~, es
representada por un sistema homotdépico, entonces fi,, =, fiq, es reflexiva (ver [19,
Lema 2.3, pag. 4]). Ahora ¢,y (n) = nf(a;) = f(na;) = f (¥a,(n)) = fiba,(n), asi pues,
si ar ~, ag entonces Y(q,) ~; Vi(ay), POr lo tanto f(ay) ~, f(az). v

Con lo anterior tenemos que todo homomorfismo de grupos abelianos f : A — B pasa al
cociente por ~ ., por tanto se tiene el homomorfismo de grupos abelianos [f], : A/ ~,—
B/ ~ donde [f]j ([a]4) = [f(a)] 5. Entonces definimos el siguiente funtor.

Definicién 6.5. Se define el endofuntor CF : Ab — Ab por CF(A) = A/ ~,, para A un
grupo abeliano y CT(f) = [f]z, para f un homomorfismo de grupos abelianos.

Teorema 6.6. Sean f,g : A — B homomorfismos de grupos abelianos. Si f ~, g,
entonces CE(f) = CE(g).

Demostracion. Supongamos f ~, g, entonces existe una funcién bilineal F': Ax R — B

tal que F(a,1r) = (f —g)(a), para todo a € A. Consideremos la funcién Z x R Ty A x R,
para cada a € A, donde T,(n,r) = (na,r). La funcién FT, es bilineal, més ain, se tiene
que FTo(n,1g) = F(na,1r) = (f —g)(na) = nf(a) — ng(a) = n(f(a) - g(a)), por
tanto f(a) ~ g(a) para cada a € A, es decir C®(f)(a) = C%(g)(a) en B/ ~, entonces
Ch(f) = C*(g). 9

Observacién 6.7. Para el objeto modelo U sobre la categoria Ab, se obtuvo por el
Teorema 4.6 que Hyr(A)g = A/{f(1gr) : f € Homap(R, A)}, es decir que Hyr(A)g =
CT(A), para todo grupo abeliano A y en [13] se define el grupo cero de homotopia por
mo(A) = [Z, A]r, para A un grupo abeliano. Veamos que m(A) = Hyr(A)o.

Teorema 6.8. Sea A un grupo abeliano, entonces mo(A) = Hgr(A)o.

Demostracion. En [13] definen mo(A) = [Z, A]r, luego por el Teorema 6.3 tenemos que
[Z,Alr = Homap(Z, A)/ ~. Por otro lado, existe un isomorfismo ¢ : A — Homap(Z, A),
luego puesto que CT es un funtor entonces C®(p) : A/ ~ — Homayp(Z, A)/ ~ es un
isomorfismo, es decir A/ ~ = Homup(Z,A)/ ~. Por tltimo, por la Observacién 6.7
tenemos que CF(A) = Hyr(A)o. Asi pues con lo anterior obtenemos mg(A) = [Z, A|g =
Homay(Z,A)] ~ =2 A/ ~= Hyr(A)p. v

El funtor CF preserva sucesiones exactas que se descomponen en Ab, propiedad que
mostramos en la siguiente proposicion.
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Proposicion 6.9. Consideremos una sucesion exacta corta en Ab 0 — A LB% Do

R R
que se descompone, entonces la sucesion corta en Ab 0 — CF(A) Y CE(B) R
CR(D) — 0 es exacta y se descompone.

Demostracion. Para la exactitud hay tres cosas por demostrar:

1. (CE(f) es monomorfismo) Puesto que la sucesién se descompone, entonces f es una
seccién y por tanto C(f) es una seccién, ademés toda seccién es un monomorfismo.
Asf pues CF(f) es un monomorfismo.

2. (C%(g) es epimorfismo) Afirmacion; si g es epimorfismo, entonces CF(g) es tam-
bién un epimorfismo. En efecto, sea [d] € D/ ~, donde d € D, puesto que g es
sobreyectiva, entonces existe un b € B tal que g(b) = d, por tanto [g(b)] = [d],
luego C"(g)(b) = [9(b)], asi pues C*(g)(b) = [d].

3. (Ker (C%(g)) = Im((C®(f))) Puesto que la sucesién 0 — A L B%SD0se
descompone, entonces por el corolario 3.8 la sucesién

S;ﬁgn

0= Sy (A XD 50.(B), Sy (D) — 0

es exacta para todo n > 0 . Ahora al aplicar el funtor M : A°Ab — Ch™(Ab)
obtenemos la sucesién

0 — MSy(A) "2 a5y (B) M) Arsy (D) — 0

en ChT(Ab), la cual es exacta por niveles para cada n > 0. Asi pues obtenemos

que la sucesion

es exacta para todo n > 0 (ver [1, Theorem 1.3, pag. 6], la cual por la Observacién
3.7 es igual a la sucesién

= Hy (VSy (A) Y (s () T B (NS (D) 2

Asf pues Ker ((NSy(g))ns) = Im ((NSy(f))n«). Ahora si tomamos Y = ¥ y
n = 0, entonces por la Observacién 6.7 obtenemos que KerCF(g) = ImCE(f).

. L. cr
Puesto que CT(f) es una seccién, entonces la sucesién exacta 0 — CE(A) ity

R
CR(B) gty CE(D) — 0 se descompone. v

Asf pues con el funtor C¥ y Hy para un objeto modelo Y : A — Ab (ver Definicién 3.9)
R
se tiene el funtor Ab < Ab % (Ch*(Ab))y_,, este funtor satisface que si f ~, g en

Ab, lo cual es equivalente a que f Ko g (Teorema 4.5), entonces Hy CT(f) = Hy C%(g)
(Teorema 6.6), para R un anillo unitario. As{ pues tomando a Y como el objeto modelo
\IIR, entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.10. Sea U7 el objeto modelo definido en 4.2, entonces <Ab7 Tk an@R, H\I;RCR)
es un Fsqueleto Homoto-Homolégico en Ab.
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7. Teoria de homologia general

En [22] se define lo que es una Teoria de Homologia General, empezando con lo que es
una Categoria Admisible para Homologia en una categoria C, con objeto inicial ) y con
un sistema homotoépico 7. Con ello muestra los resultados que se obtienen para teoria
de homologia general. Para dar claridad al articulo, presentamos en esta seccién las
definiciones fundamentales para teoria de homologia general presentadas en [22], para
con esto mostrar posteriormente una teoria de homologia general en la categoria de los
grupos abelianos, utilizando el esqueleto homoto-homolégico (Ab7 PE, ng’vR7 H\I,RCR) del
Teorema 6.10. Si para el lector es de interés el conocer mas propiedades de las teorias de
homologia general, se pueden consultar en [22].

Definicion 7.1. Consideremos C una categoria. Se define la categoria Mor (C) por:

1. Los objetos de Mor (C) son los morfismos de C,

2. Un morfismo entre f y ¢ es una pareja (8,«a), donde a«: A —- Cy f: B — D son
morfismos en C tales que el siguiente diagrama conmuta

«

A——C
fl J{g
B-2-D

3. Sean (f1,a1) : f — gy (B2,2) : g — h, morfismos en Mor (C), la composicién
estd dada por (82, a2)(81, 1) 1= (821, asaq).

Consideremos de ahora en adelante a (C,7n) como una categoria C con objeto inicial @
tinico y = (I, €, ¢!, 1) un sistema homotépico en C tal que I() = 0.

Definicion 7.2 (Categoria de Parejas). Llamaremos por categoria de parejas P a una
subcategoria cualquiera de Mor (C) que cumpla lo siguiente:

1. Para cada par de objetos Ay B de C, existe a lo méds un tnico morfismo o : A — B,
es decir no existe otro morfismo de C como objeto en P con el mismo dominio y
codominio de a.

2. P es cerrada para composiciones, es decir si o« € Home¢(A,B) y 8 € Home(B,C)
son objetos en P, entonces Sa es un objeto en P.

3. Para cada objeto X en C, se tiene que el morfismo identidad 1x : X — X y el
morfismo ) — X (el cual es tnico por ) ser objeto inicial) son objetos en P.

Notacion. Sea a : A — X un objeto de P. Puesto que solo existe un morfismo en P
con dominio A y codominio X, entonces denotamos este objeto como (X, A). Asi pues
con esta notacién tenemos que para dos objetos (X, A) y (Y, B) en la categoria P, un
morfismo (F, f) : (X,A) — (Y,B) en P es una pareja F : X - Y, f: A — B de
morfismos de C tales que el siguiente diagrama conmuta
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Definicion 7.3 (Diagrama de (X, A)). Sea (X, A) un objeto en P, entonces se define
el diagrama de (X, A), denotado por D(X, A), a

(X,0)

(0,0) —> (4,0) (X, 4) —%= (X, X)
N

A

(4,4)

en donde los morfismos del 1 al 6 son los evidentes. Por ejemplo, (X, A) es un morfismo
a:A— X en C, entonces el morfismo 5 es (o, 14).

Con las definiciones anteriores se abre paso a la definicién de Categoria Admisible.

Definicion 7.4 (Categoria Admisible para Homologia). Sea P una categorfa de parejas
sobre una categoria (C,n). Se dice que P es una categoria esencialmente admisible para
homologia si satisface las siguientes condiciones:

(AC1) Si (X, A) es un objeto en P, entonces P contiene a D(X, A).

(AC1) Si (X,A),(Y,B)e Py (Ff):(X,A) = (Y,B) es un morfismo en P, entonces
todos los morfismos inducidos por (F, f), desde los miembros de D(X, A) a los
correspondientes miembros de D(Y, B) estan en P.

(AC1) Si (X,A) € P, entonces I(X,A) = (I(X),I(A)) estd en P, donde I es el funtor
del sistema homotopico n que acompana a C.

Si P es una categoria esencialmente admisible para homologia y ademas admite al menos
un objeto (*, ), donde * es un objeto final y {) el objeto inicial en la categoria C, entonces
se dice que P es una categoria admisible para homologia.

Para P una categoria admisible para homologia, a los objetos de P se les llama admisibles
y a los morfismos de P morfismos admisibles.

Ejemplo 7.5 (La categoria de pares topolégicos). Consideremos la categoria de los espacios
topolégicos con la homotopia usual. Sea T'op,,, la categoria en la cual los admisibles son
las parejas topologicas (X, A), es decir las inclusiones A — X, para A un subespacio de
X. Los morfismos entre dos admisibles (X, A) y (Y, B) son todas las funciones continuas
f:+ X =Y que satisfacen f(A) C B. Asi pues Topp,, satisface las condiciones (AC1)-
(AC3) y admite el morfismo () < *, donde x es un espacio singleton, por tanto T'0p,ar,
es un categoria admisible para homologia.
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Con la relacion de homotopia generada por el sistema homotépico 7 en la categoria C, se
puede definir también una relacién de homotopia en una categoria admisible P sobre la
categoria (C,7n), la cual presenta [22] de la siguiente manera.

Definicion 7.6 (Homotopia en Categorias Admisibles). Sean P una categoria admisible
para homologia sobre una categoria (C,n) y (F, f),(G,g) : (X,A) — (Y, B) morfismos
admisibles en P, entonces decimos que (F, f) es n hométopo a (G, g) ((F, f) 2 (G,9))
si existe un morfismo admisible (T,t) : I(X, A) — (Y, B) tal que el siguiente diagrama
conmuta

)A)

(X
<e§,e%>i w
I(x (T.t)

,A) —= (Y, B)

1 1
(EXrEA) %

(X, 4)

es decir, que los siguientes diagramas son conmutativos

I(X)Lt~Yy I(
eﬁ(T / ca /
X

En [22] se define el objeto cociente en una categoria como sigue.

Definicion 7.7. Sea P una categoria de parejas sobre una categoria C con objeto final
x y (X, A) un objeto en P, entonces definimos el cociente X/A por medio del siguiente
diagrama cocartesiano

X

lw

— X/A
(X/A,*)

—~

X,A)
—_—

siempre y cuando exista.

Observacién 7.8. En la categorias de parejas T'oppq, del Ejemplo 7.5, el cociente definido
en 7.7 coincide con el cociente de espacios topologicos.

Para el caso de un morfismo (F, f) : (X,A4) — (Y, B) en una categoria de parejas se
cumple una propiedad de isomorfismo entre cocientes, propiedad demostrada en este
trabajo y presentada en la siguiente proposicién.
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Teorema 7.9. Sea P una categoria de parejas sobre una categoria C con objeto final x y
supongamos el siguiente diagrama es cocartesiano

(X,A)
N x

A
(1) if F
B——Y
(v,B)

entonces X/A =2 Y/B, siempre y cuando existan estos cocientes.

Demostracion. Por la Definicién 7.7 tenemos que los siguientes diagramas son cocarte-

sianos

A (X,4) X (Y.B) v

B
ol Fow [ |
: /

s— X/A —~Y/B
(X/A*) (Y/B,x)

luego componiendo el diagrama (1) con el diagrama (3) obtenemos el siguiente diagrama

A5y

(4) l*/f iw/p
Y/B

k ——
(Y/B,*)

el cual es cocartesiano. Por tanto tenemos que (2) y (4) son cocartesianos, entonces
X/A=Y/B. o

Definicion 7.10 (Escisién Categérica). Un morfismo (E,e) : (X, A) — (Y, B) en P es una
escision categorica si el siguiente diagrama es cocartesiano

A% 5

Definicion 7.11. En D(X, A), definido en 7.3, la composicién (A4, ) N (X,0) 4
sera llamada la descomposicién esencial de (X, A) con notacién genérica (A, Q)
X

(X,0) & (X, A) y que denotaremos por E(X,A). Para un morfismo (f,g) : (X, A)
(Y, B) su diagrama esencial es el siguiente

(X, A)

Lol

(4,0) —— (X,0) —= (X, A)

(g,@)l (f,@)i (f,g)l

(B,0) ——= (V,0) ——= (V. B)
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el cual denotaremos por E(f,g).

Ahora, consideremos una categoria admisible para homologia P sobre (C,n) y H: P —
Ch(Ab) un funtor covariante, entonces H induce los funtores H,, : P — Aby PR,, : P —
Ab, donde H,, (X, A) = H(X, A),, PR, (X, A) = H(A,0),, para (X, A) un objeto en P
y o (F, f) = (F, f)i, PR,(F, ) = (f,1¢)%, para (F, f) un morfismo en P, para cada
n € Z, donde H(X, A),, es n-ésimo grupo abeliano del complejo de cadenas H(X, A) y
(F, f)r = H(F, f)n. Al funtor PR,, lo llamaremos proyeccién n-ésima de H.

Para las teorias de homologia generales, como en las teorias de homologia en espacios
topoldgicos, se pide la existencia de una transformacién natural 9,, : H,, — PR,,_1 para
cada n € Z, para la cual tenemos entonces la siguiente sucesién

= Hp (X, A)

Ont1

-
J

H, (A, 0) —— H,,(X,0) —— H,(X, A)

8’!L J/

H, 1(A,0) —=

Asi pues con el anterior breve resumen se abre paso a la definicién de teorfa de homologia
general, presentada en [22].

Definicion 7.12 (Teoria de Homologia General). Sea P una categoria admisible para ho-
mologfa sobre una categoria (C,n) y H: P — Ch(Ab) un funtor covariante. Decimos que
H es una teoria de homologia general si satisface los siguientes axiomas:

1. Axioma de Exactitud. Si (X, A) es un objeto en P, entonces

S HL(AD) S HL(X,0) D HL (X, A) B HL L (A,0) -
es una sucesion exacta.

2. Axioma de Homotopia. Sean (F, f),(G,g) : (X, A) — (Y, B) morfismos en P
tales que (F, f) 2 (G, g), entonces H(F, f) =H(G, g).

3. Axioma de Dimensién. Si n # 0, entonces H,,(%,) = 0, para todo admisible
(%,0), donde * es un objeto final en C.

4. Axioma de Escisién. Si (E,e) : (X,A4) — (Y, B) es una escisién categorica,
entonces H(F, e) es un isomorfismo. Mas aun H(X/A) = H(Y/B), si X/A y
Y/ B existen.

Nota. Toda categoria C con objeto inicial y final se puede cambiar para todo propédsito
en C igual que C pero con un solo objeto inicial () y un solo objeto final * y trabajar con

C.
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8. Teoria de homologia general en Ab

Presentaremos una categoria de parejas en la categoria de los grupos abelianos (Ab)
desarrollada en este trabajo, la cual utilizaremos posteriormente para mostrar una teoria
de homologia general en la categoria Ab.

Definicion 8.1. Definimos la categoria Ab;,; como sigue:

1. Consideramos como objetos admisibles los siguientes morfismos

a) Para todo grupo abeliano A, consideramos el morfismo 0 — A y el morfismo
identidad 14 : A — A.

b) Las inclusiones A <— X donde A es un Z-mé6dulo inyectivo.

¢) Para las inclusiones i : A < X del item anterior, consideramos también como
admisibles a I"(i : A — X), para n € ZT, donde

I"=Jolo---0ol
—_—

nuveces

para I el funtor cilindro del sistema homotépico en Ab mostrado en el item 4
del Ejemplo 3.3, elcual I(f: X = Y) = f®(f®1R), para f un homomorfismo
de grupos abelianos.

2. Como morfismos entre objetos admisibles (X, A) y (Y, B), consideramos los morfis-
mos en la categoria Mor(Ab) entre estos objetos, es decir una pareja de homomor-
fismos de grupos abelianos (F, f) : (X, A) — (Y, B) tal que f(A) C By f = F|a.

Consideremos el funtor H: Ab;,; — (Cht(Ab)),_, definido por medio del funtor
de homologia Hgr, presentado explicitamente en el Teorema 4.6, como H(X,A) =
Hyr(CR(X/A)), donde CF es el funtor definido en 6.5. Para (F, f) : (X, A) — (Y, B) un
morfismo en Ab,,; definimos H(F, f) := Hyr(CE(F)), el cual denotamos por (F, f)*,
donde el homomorfismo F : X/A — Y/B es dado por F(z + A) = F(z) + B.

Nétese que H(X,0) = Hyr(C(X)), por tanto a las parejas de la forma (X, 0) las deno-
taremos solo por X, para X un grupo abeliano. Asi pues un morfismo f : X — (Y, B) es
un morfismo de la forma (f,0) : (X,0) — (Y, B), donde f es un homomorfismo de X a
Y. Por lo visto en la seccién 7 tenemos los funtores H,, y PR,,.

8.1. Dimension

Teorema 8.2. H,,(0) = 0 para todo n > 0.

Demostracion. Por definicion H,,(0) = Hgr(CF(0)),,, luego CF(0) = 0 y por el Teorema
4.6 tenemos que Hyr(0), = 0 para todo n > 0, entonces H,,(0) = 0 para todon > 0.
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Toda teoria de homologia general H debe satisfacer que H, (X, X) = 0 para todo n (ver
[22, pag. 47]), luego en Ab se tiene que H,(x) = H,(*,0) = 0 puesto que * = @) = 0,
donde * es el objeto final y §) es el objeto inicial, lo cual quiere decir que toda teoria de
homologia H en Ab seria una homologia reducida. En busca de una teoria de homologia
general no reducida en Ab nos vemos en la necesidad de cambiar el axioma de dimensién
en el sentido de que * no sea el objeto final pero sin alterar lo establecido en teorias
de homologia en la categoria Top. Notese lo siguiente; el funtor olvido Ur : Top — Set
es representable (ver [16, Proposicién 4.1.11, pdg. 87]) puesto que tiene como adjunto a
izquierda al funtor

Set 3 Top
X = (X,P(X))

donde P(X) denota partes de X, es decir la topologia discreta, asi pues tenemos que
Ur(X) = Top(D(1),X), para X un espacio topoldgico y donde 1 es un conjunto uni-
puntual y en Top el objeto D(1) coincide con el objeto inicial, lo cual no sucede en la
categoria Ab. El funtor olvido Uy : Ab — Set tiene como adjunto a izquierda el funtor
abeliano libre

Al : Set — Ab

asi pues tenemos

Ua(B) = Ab(Al(1), B) = Ab(Z, B)

por tanto en Ab, tomamos * = Z, luego por el item 1 del Ejemplo 4.7 tenemos que la
homologia no es reducida, en el caso que R sea un cuerpo. Por otra parte, pensando en
el calculo de los grupos de homotopia, tomando * = Z, se presenta una dificultad en la
construccién de las esferas por suspension, puesto que se requiere de un morfismo tinico
S"~1 — x para generar S”, partiendo de S = x + x = Z @ Z, donde + denota la suma

categérica, asi pues estudiamos actualmente la categoria Abyz, en donde Z 1% 7 e el
objeto final, el cual es diferente al objeto inicial el cual es el morfismo 0 — Z.

8.2. Exactitud y escision
Lema 8.3. Sea X un grupo abeliano y A un subgrupo de X, entonces
1. I(X/A) 2 [(X)/I(A).

2. Si A es un Z-mdédulo inyectivo, entonces I(v: A — X)=1:I(A) = I(X), donde ¢
es el monomorfismo inclusion.

Demostracion.

1. Consideremos la aplicacién h : (X®@R)/(A®R) — (X/A)®R, donde h(z®@r+(A®
R)) = (x+ A)®7r. Veamos que h estd bien definida. Supongamos z1 @71+ (A®R) =
r2 @ 9 + (A ® R), entonces tenemos los siguientes casos:

a) Siry =1y, entonces x; — x4 € A, por tanto (1 + A) @ r1 = (22 + A) @ ro.
b) Siry # rq, entonces x1,x2 € A, por tanto (z1 + A) @711 =0 = (22 + A) @ 7.
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Por otro lado, consideremos la aplicacién k : (X/A) x R — (X ® R)/(A ® R),
donde k(z+ A,r) = 27+ (A® R). Veamos que k estd bien definida. Supongamos
(r1+ A,r1) = (z2+ A, ry), entonces tenemos que x1 + A = xo + A y r1 = 1o,
por tanto (x; —z2) @711 + (A R) =0+ (A® R), es decir 21 @ 11 + (A® R) =
T2 ® r2 + (A ® R).La funcién k es una funcién bilineal. En efecto, k((z1 + A) +
(xa+A),r) =k((xz1+x2) + A1) =(r1+22) T+ (AQR) = (21 @r+22®7) +
(AQR) = (1 @r+(A®R))+(x2 @7+ (AR R)) = k((x1+A),r)+k((xz2+A),7)
yE(@+Ari+r) =20 ((ri+r)+(A®R) = (2®@r+2®r)+(A®R) =
(z@rm +(AQR)+ (x@ra+ (AQR)) =k(z+ A,r1) + k(x + A, rp).

Asf pues, existe un homomorfismo de grupos abelianos k : (X/A) ® R — (X ®
R)/(A® R), tal que k((z + A) ®r) = k(z + A,r). Ahora

khz@r+ (A®R) =k((z+A)er)=2@r+ (A®R)

hk((z +A)@r)=h(z@r+ (A R)) = (z+A) .

Por lo tanto k es un isomorfismo, es decir (X/A)® R = (X ® R)/(A® R). Entonces
tenemos lo siguiente

I

I(X)/I(A) = (X® (X®R)/(A®(AQ R)) (X/A) e (X @ R)/(A® R))

(X/4) @ (X/A) @ R) = 1(X/A).

Il

2. Puesto que la inclusién ¢ : A — X es monomorfismo, entonces la sucesién 0 — A =
X es exacta, ahora puesto que A es inyectivo, entonces existe un homomorfismo de
grupos abelianos h : X — A tal que el siguiente diagrama conmuta

0—=A—>X

A

Asi pues ¢ : A — X es una seccién, por lo tanto ¢t @ (¢ ® 1g) es una seccién, luego
toda seccién es monomorfismo, entonces ¢t & (¢ ® 1g) es un monomorfismo, mas atin
I()(a,b@1g) =t ® (t®1g)] (a,b®7r) = (a,b®7), para (a,b@7r) € A® (A® R),
por tanto I(t) : A® (A® R) —» X & (X ® R) es el monomorfismo inclusion. 4

Teorema 8.4. Sea (X, A) un objeto en Ab;y,;, entonces la sucesion exacta
0-AS5X 5 X/A—0

se descompone, donde v es el monomorfismo inclusion y 7 la proyeccion candnica.

Demostracion. Sea (X, A) un objeto en Ab;,;, entonces tenemos los siguientes casos:

1. Si A =0, entonces tenemos la sucesiéon 0 — 0 — X X x5 0, la cual es exacta y
se descompone.
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2. Si A= X, es decir (X,A) = (A, A) = 14, entonces tenemos la siguiente sucesién

05AM A0 0, la cual es exacta y se descompone.

3. Si A # 0 es un Z-médulo inyectivo, entonces la sucesién exacta 0 — A = X 5
X/A — 0 se descompone (ver [11, Prop. 3.13, pag. 197]).

4. Si (X, A) = I" (X', A"), para algtin n > 0, donde A’ es un Z-médulo inyectivo y
X’ un grupo abeliano que contiene a A’, entonces tenemos por el ftem 3 que la
sucesion exacta 0 — A’ % X’ 5 X’/A’ — 0 se descompone, entonces existe un
homomorfismo z : X’ — A’ tal que 2zt = 14/. Luego por el item 2 del lema 8.3,
puesto que A es un Z-médulo inyectivo, tenemos que I(v: A" — X') =1 : I(A") —
I(X’), entonces I"(1 : A — X') = ¢ : I"(A") — I"(X'), por tanto I"(z) =
I™(2)I"(t) = lpa(x). Asi pues tenemos que la sucesién exacta 0 — I™(A') 5
(X" 5 1" (X') JI" (A") — 0 se descompone, es decir que la sucesién exacta
0—+A% X5 X/A— 0 se descompone. v

Observacién 8.5. Sea 0 - A = B % C' — 0 una sucesién exacta en Ch(Ab). Entonces
un conjunto de homomorfismos Oy : H,(C) — Hyp—_1(A) es definido en [1, pdg. 5] como
sigue: Los elementos de H,,(C) tienen la forma ¢, +9C),+1, donde d¢,, = 0. Puesto que j,
es un epimorfismo, existe un b € By, tal que j, (b,) = ¢,,. Asi pues j,_1(9b,) = O(jnbn) =
Ocp, = 0 y por la exactitud en la n-ésima posicién existe un a,—1 € A, _1, para el cual
in—1(an—1) = Ob,. Por tanto definimos Oy (¢;, + ICp11) = an—1 + 0A,. El simbolo 0,
serd escrito en lugar de O,

Teniendo en cuenta este conjunto de homomorfismos 9, : H,(C) — Hp_1(A), en [1]
demuestran los dos siguientes teoremas (8.6 y 8.7), los cuales son de importancia en
este trabajo, puesto que definen la transformacién natural a utilizar para la teoria de
homologia general que estamos construyendo en la categoria Ab.

Teorema 8.6. Si0 — A 5 B % C' — 0 es una sucesion ezacta en Ch(Ab), entonces la
sucesion

- Hn(0)$- nfl(A)L> nfl(B)*>

es exacta en Ab.

Teorema 8.7. En el diagrama de complejos de cadenas

0 A—‘t.p_L.C 0
ool
0 A pg 0

sean las sucesiones exactas y cada diagrama conmutativo, entonces el siguiente diagrama
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lf* lg* ih* J/f* lg*

> Hy(A') —> H,(B') 2> H,(C") —%> H, 1(A') —> H, _1(B) — ---

es conmutativo.

Observacion 8.8. Sea (X, A) un objeto en Ab;,;. Entonces, por el Teorema 8.4, la suce-

sién exacta 0 - A % X 5 X/A — 0 se descompone. Luego, por la Proposicién 6.9, la
R . R T

sucesién 0 — CE(A) Ry CE(X) @ CE(X/A) — 0 es exacta y se descompone en Ab

y, por el Corolario 3.8, la sucesién

\pR(C S\pR(C (”))n

0 = Syr(CH(A))n " Syn(CR(X))s Syr(CT(X/A))n —

es exacta para todo n > 0. Asi pues, al aplicar el funtor M obtenemos la sucesién exacta
en Ch™(Ab)

M8y (X)) M) s n (CR(X/A)) — 0

entonces por la Observacion 8.5 se tiene un conjunto de homomorfismos
0. H,(X,A) -H,_1(A4,0).

0= MSyr(CR(A)) 52§

Veamos que efectivamente 0, : H, (X, A) — H,,_1(A) es transformacién natural.

Proposicion 8.9. Sea (F, f) : (X,A) — (Y,B) un morfismo en Ab,;, entonces el si-
guiente diagrama es conmutativo

H,(X,A) —Z~H,_ (A

(Fﬁf)*i lf*

H,(Y,B) > ~H,_.(B)

Demostracion. Puesto que (F, f) es un morfismo en Ab;,;, entonces tenemos en Ab el
siguiente diagrama conmutativo

0 A"t X —T5X/A 0
lf iF lﬁ
0 B—Y>vy_—"-y/B 0

en el cual las flechas horizontales forman sucesiones exactas. Aplicando el funtor
MSyrCE obtenemos en Cht(Ab) el siguiente diagrama conmutativo

MS,
00— MSyrCR(AT 2 Vg ner (X 2L gy neR (X /4) — 0
\LMS\I,RCR(f) iMS\PRCR(F) J/MS\I,RCR(I?)
0 —— MSyrCH(B —= MS CR(Y *>MS CR(Y/B) ——=0
wnC(B) sz MSunC(Y) s MSunCR(Y/B) —
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donde las flechas horizontales forman sucesiones exactas (Obs. 8.8), y por el Teorema 8.7
el siguiente diagrama es conmutativo

*

S H(A) Y H (X) T H (X, A) S L, (A) L

\Lf* iF* lﬁ* lf*

T 8* L

-w—>H,(B) +—-H,(Y) —"—+=H,(Y,B) —=H,_(B) “— - -

v

A continuacién mostramos que el funtor H : Ab;,; — Cht(Ab) satisface el axioma de
exactitud y posteriormente el axioma de escision.

Teorema 8.10. Considere (X, A) un objeto en Abin; y E(X,A), definido en 7.11, en-
tonces

SHL(A) SHL(X) DHL (X, A) BH,_(A) = -
es una sucesién exacta.

Demostracion. Para (X, A) tenemos que F(X,A) es la sucesién (4,0) = (X,0) %
(X, A), donde i es el homomorfismo inclusién de A a X y j es el homomorfismo identidad
del objeto X. Asf pues i* = Hyr(CE(1))n v 5* = Hyr(CF(m)),, para los morfismos ¢ y
7 del Teorema 8.4. Luego por la Observacion 8.8 tenemos que la sucesion

MS,r(CT(

R T
0 = MSyr(CF(A)) "D prg,n (0B x)) MG

MSyr(CH(X/A)) =0

es exacta en Cht(Ab), por tanto, aplicando el Teorema 8.6, obtenemos que la sucesién
S HL(A) SH,(X) DH,(X, A) BH,_1(4) > -

es exacta en Ab. v

Teorema 8.11. Si (E,e) : (X, A) — (Y, B) es una escision categdrica en Ab;y;, entonces
H(FE, e) es un isomorfismo.

Demostracion. Por definicién tenemos que H(E,e) = H\I;RCR(E) donde E : X/A —

Y/B es dado por E(x + A) = E(x) + B, por otro lado por la Definicién 7.10 tenemos el
siguiente diagrama cocartesiano
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Ahora, por la Proposicién 7.9 tenemos que X/A =2 Y/B, donde el isomorfismo h : X/A —
Y/B es definido por medio del siguiente diagrama conmutativo

A
A 5

es decir h(z + A) = hr(z) = 7' E(x) = E(z) + B, entonces h = E. Por lo tanto E es un
isomorfismo, entonces HyrC®(E) es un isomorfismo, es decir H(E, ) es un isomorfismo.
v

8.3. Invarianza homotdpica del funtor H

El objeto modelo U genera un sistema homotépico n = (I,€, ¢!, 1) por medio de la
Definicién 3.4, utilizando como bifuntor ® : CxC — C el producto tensorial de Z-médulos,
entonces I(X) = X®(X @ R), & (z) = (z,0), ek (z) = (v, —2®1Rg) y pux(z,y®@r) =)y
este sistema homotépico define la relacién de homotopia en Ab descrita en [13] (Teorema
4.5). Asi pues (Ab, n) define una relacién de homotopia en Ab;,,; por medio de la Definicién
7.6, la cual cumple el siguiente teorema.

Teorema 8.12. Sean (F, f),(G,g) : (X,A) — (Y, B) morfismos en la categoria Ab;y,;,
tales que (F, f) 2 (G, g), entonces H(F, f) =H(G, g).

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que (F, f) 2 (G, g), entonces existe un morfismo
admisible (T,t) : I(X, A) — (Y, B) en Ab;,; tal que los siguientes diagramas conmutan

X A
N N
I(X)Lt~v I(A) =B
S

X A

entonces el siguiente diagrama conmuta
X/A

| e

I(X)/I(A) —Y/B

o
)
—_—
R
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Ahora, de la teorfa de grupos tenemos que el homomorfismo A : X;1/4; & X3/A2 —
(X19X2)/(A1@0As) dado por A(x1+ A1, 22+ As) = (21, 22)+ (A1 B As) es un isomorfismo,
donde A; es un subgrupo del grupo abeliano X; para ¢ = 1,2. Por tanto

A (X/A) @ (X@R)/(AaR) — X&(X®R)/A® (A R)
($1+A,($2®T)+(A®R)) — ($1,$2®T)+A@(A®R)

es un isomorfismo. En la prueba del item 1 del lema 8.3 se mostr6 que el homomorfismo
k:(X/A)®R— (X ® R)/(A® R) es un isomorfismo, por lo tanto

Mlxa ®k): (X/A) @ (X/A)®R)) > (X (X®R))/(A® (A® R))

es un isomorfismo. Ahora nétese lo siguiente

1.
[A(lX/AEBE)eg(/A (@1+4) = [Mixa®k)] @1+ A4,0)
Mz +A,0+ (A® R))
= (21,0)+ (A® (A® R))
= Qo +A).
2.

AMlxja @k)exsal (@1 +4) = [Mlixua@k)] (21 + A4, —21+ A® 1)
= Mo +A4, 2101+ (A®R))
= (21,-21®1g) +(AD(A®R))
= (o +4),

Por lo tanto el siguiente diagrama es conmutativo

X/A

5g</A — F
3%

I(X/A) —2 1(X)/1(A) —~Y/B

& ~
‘%XT /

X/A
donde ¢ = A(1x,4®k). Entonces Te: F " G luego puesto que (Ab, R Hq,RCR>

es un Esqueleto Homoto-Homolégico (Teorema 6.10) entonces Hyr CR(F) = HyrCR(G),
por lo tanto H,,(F, f) =H, (G, g), para todo n > 0, es decir H(F, f) =H(G, g). 4
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