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RESUMEN:

En este trabajo se presenta un estudio de casos, como parte de un seguimiento de las practicas de aula de profesores debutantes
realizado por los autores. Entre otros aspectos, hemos observado que en tales pricticas el Algebra interviene en los otros dominios
a tal punto que esos profesores inducen a sus alumnos en un Espacio de Trabajo Matematico en el cual, si bien se producen
circulaciones entre los componentes de los planos cognitivo y epistemoldgico que involucran las génesis instrumental y semidtica, la
génesis discursiva estd casi ausente. Para estudiar la situacién obtenemos informacién adicional a modo de entender el rol que juega
el Algebra en el desarrollo de otros dominios de la matemdtica. Luego presentamos un ejemplo de cdmo un profesor debutante
con esas caracteristicas puede influir en el Espacio de Trabajo Matemdtico personal de sus alumnos.

PALABRAS CLAVE: Espacio de Trabajo Matemdtico, Génesis, Estudio de casos.

ABSTRACT:

In this paper we present a case study, as part of a monitoring of beginning teachers’ classroom practices. Among other aspects,
we have observed that, in such practices, Algebra intervenes in the other fields, to an extent that they induce in their students a
Mathematical Working Space in which, although circulations occur between the components of the cognitive and epistemological
planes involved in the instrumental and semiotic geneses, the discursive genesis is almost absent. In order to study the situation,
we obtain additional information in such a way to understand the role played by algebra in the development of other fields
of mathematics. We then present an example of how a beginning teacher with those characteristics can influence the personal
Mathematical Working Space of his / her students.

KEYWORDS: Mathematical Working Space, Geneses, Case study.

REsumo:

Neste trabalho, apresenta-se um estudo de casos, como parte de um seguimento das préticas de aula de professores debutantes
realizado pelos autores. Entre outros aspectos, observamos que em tais praticas a Algebra intervém nos outros dominios, a tal ponto
de que esses professores induzem seus alunos a um Espaco de Trabalho Matemdtico no qual, embora sejam produzidas circulagoes
entre os componentes dos planos cognitivo e epistemoldgico que envolvem as géneses instrumental e semidtica, a génese discursiva
est4 quase ausente. Para estudar a situagio, obtivemos informagio adicional para poder entender o papel que a Algebra desempenha
no desenvolvimento de outros dominios da matemdtica. A seguir, apresentamos um exemplo de como um professor debutante
com essas caracteristicas pode influenciar o Espago de Trabalho Matemadtico pessoal de seus alunos.

PALAVRAS-CHAVE: Espaco de Trabalho Matematico, Génese, Estudo de casos.

RESUME:
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Dans cet article, on présente une étude de cas, dans le cadre d’un suivi des pratiques de classe des enseignants débutants effectué
par les auteurs. Nous avons pu observer, entre autres aspects, qu'en Algebre d’autres domaines mathématiques sont utilisés 4 tel
point que les enseignants poussent leurs éléves vers un Espace de Travail Mathématique dans lequel la genése discursive est presque
absente. Pour étudier la situation nous utilisons des données supplémentaires pour comprendre le réle qui joue I Algebre dans le
développement d’autres domaines des mathématiques. Nous présentons un exemple de 'influence d’un professeur débutant ayant
ces caractéristiques sur IEspace de Travail Mathématique personnel de ses éleves.

MoTS CLES: Espace de Travail Mathématique, Genéses, Frude de cas.

1. INTRODUCTION

Nos propusimos hacer un seguimiento por tres afos a profesores debutantes en aulas (en adelante, PD), esto
es, a maestros con a lo sumo dos afos de servicio, en su actividad de clases, como parte de un proyecto en el
cual nos preguntamos por las concepciones geométricas y algebraicas desarrolladas en el aula.

Indagaciones previas senalan que, con frecuencia, los profesores privilegian la algoritmia y ‘algebrizan’
la Geometria y otros dominios matemdticos. En este trabajo, mostraremos evidencias sobre la tendencia
que las clases han indicado: a estos profesores se les dificulta hacer la apropiada trasposicién didactica de
los contenidos geométricos y algebraicos; de hecho, parecen divididos entre las exigencias de su institucién
formadora y aquellas que deben poner en juego en su ensenanza o, simplemente, muestran desconocimiento
acerca de cémo transponer algunos saberes.

Estudiamos la complejidad de esta cuestién con profesores debutantes en el sistema educativo chileno,
principalmente en dos ejes de nuestro interés: Algebra y Geometria. Nuestras primeras observaciones dan
cuenta de que el profesor trabaja una geometria ‘algebrizada’, esto es, que cuando ¢l propone un problema
en Geometria, recurrentemente cambia a un dominio algebraico para resolverlo y se limita, por ejemplo, a
resolver un sistema de ecuaciones, corriendo el riesgo de obstaculizar la construccién del objeto matemitico
en cuestion en el dominio geométrico.

Nuestro marco es la teorfa del Espacio de Trabajo Matemiético, ETM (Kuzniak, 2011). Ello nos ha
permitido situar el problema en términos tedricos precisos y, en particular, analizar con detencién el rol
que cumplen los distintos componentes de los planos epistemolégico y cognitivo del Espacio de Trabajo
Matemiético Geométrico (ETMg) en la cuestidn, y cdmo estos se adaptan en un dominio algebraico,
configurando un Espacio de Trabajo Matemdtico Algebraico (ETMA).

2. ANTECEDENTES TEORICOS

Houdement y Kuzniak (1996, 2006) y Kuzniak (2004) identifican tres tipos de Geometria (GI, GIL, GIII)
que coexisten en la ensefianza y cuya funcién es favorecer que el alumno construya su propio Espacio de
Trabajo Geométrico, ETG, guiado por el docente. En este espacio, los problemas geométricos toman distinta
interpretacion y validez dependiendo del paradigma presente y de la institucién elegida.

Actualmente, la teorfa considera un espacio de trabajo matematico global, ETM, el cual depende del
dominio matematico —asi, el ET'G es ahora ETMg, y ademis se tiene ETMj parael Algebra, etc.— (Kuzniak,
2011), de este modo, en el ETM se concibe la reflexién como el fruto de una interaccién entre un individuo
y los problemas matemdticos (geométricos, algebraicos, etc.), en un ambiente organizado por y para el
matemdtico (gedmetra, algebrista, etc.) mediante la articulacién de dos planos, uno epistemoldgico y otro
cognitivo (Kuzniak, 2011). (Ver Figura 1 de Kuzniak y Richard, 2014, en este Numero Especial).

Es también de esa manera que un individuo configura un constructo teérico acerca de un objeto y/o
contenido. Ahora bien, una tarea determinada propuesta por el profesor activa una o varias génesis en el
alumno, lo que se puede evidenciar en cierta medida en la circulacion que se realiza en la clase entre los
componentes de los planos. Nuestra hipdtesis es que la activacién de todas las génesis (que se puede detectar
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en una circulacion apropiada) permite que el estudiante haga una construccién suficientemente completa del
objeto matematico bajo estudio. Una tarea que se limite a la génesis semidtica, por ejemplo, puede obstruir
los aspectos operativos que ofrece y/o requiere el contenido 1 en cuestién, o la validacidn de tal objeto. De
esta forma, una circulacién que activa solamente las génesis semidtica e instrumental se sittia inicamente en
el plano vertical “proceso de descubrimiento”, sefialado en la Figura 4 de Kuzniak y Richard (2014) en este
Numero Especial.

3. PREGUNTA DE INVESTIGACION Y FORMA DE ABORDAR EL ESTUDIO

Como se dijo al inicio, se hace necesario estudiar la aparente algebrizacién de la matemdtica en las aulas y
el paradigma que esta tiende a inducir en el estudiante. Se hace necesario caracterizarla y ver los elementos
que la constituyen. Para ello, en términos tedricos se requiere clarificar el rol que cumple un representamen
propiamente algebraico en los dominios geométricos u otros, distinguiendo bien cudndo se estd en un
dominio algebraico propiamente tal (ETMA). Esto tiltimo requiri6 por su parte ahondar en la teoria las ideas
de artefacto simbolico y de génesis instrumental. A su vez, lo anterior llevé a preguntarse acerca del efecto de
la algebrizacién del ETM - idéneo de un profesor en el ETM - personal de los alumnos, para lo cual se estudi6
la génesis discursiva en un trabajo geométrico habitual en alumnos.

En esta investigacion nos preguntamos en términos generales por el proceso de transposicion (Chevallard,
1985) desplegado en aula por un profesor debutante, ¢ indagamos cémo son llevados al aula sus propios
conocimientos matemdticos en un proceso de ensefianza en Geometria y Algebra. Nos interesa averiguar
qué privilegia o qué deja de hacer cuando se inserta en una institucién escolar que le demanda nuevas
responsabilidades, respecto de las cuales ha recibido, en forma més bien tedrica, elementos en su institucion
formadora. Mds precisamente, nos preguntamos cuéles son las concepciones geométricas y algebraicas
desarrolladas en clase por un profesor debutante.

Una hipétesis, ya sugerida, es que el recurso habitual a la algebrizacion de los problemas geométricos por
los profesores podria impedir que los alumnos instrumentalicen recursos propiamente geométricos y con ello
obstruir la génesis discursiva. Otra hipStesis es que el recurso ala geometria ante una situacion algebraica corra
por su parte el riesgo de reducirse a una visualizacién ic6nica; en tal caso, puede que la situacion algebraica no
se enlace con la herramienta (Douady, 1986) geométrica, lo que obstaculizaria también la formacién de un
ETM apropiado en los alumnos, o que la pregnancia del icono obstaculice una génesis discursiva correcta.

Por otra parte, con las tareas que propone y con el discurso que realiza, el profesor (o el conjunto de
profesores de una institucion, o los textos escolares) va constituyendo paulatinamente un paradigma en su
curso (institucion, etc.) de cémo se representa, cdmo se opera y cémo se valida el trabajo con ese objeto.

Si acaso su ensefianza sc limita a alguna(s) de las génesis, estarfa instituyendo un paradigma en que los
objetos matemadticos estan en alguna medida distorsionados.

En adicién a lo anterior, es posible que el profesor no pueda activar la génesis discursiva. Por ejemplo
podria entender que el proceso de prueba corresponde exclusivamente al mundo matemdtico (Montoya -
Delgadillo, 2010) y por tanto es innecesario para los alumnos con quienes trabaja, o, por el contrario, intentar
que sus alumnos remeden en lo que puedan (como una transposicién compleja de realizar) los usos de los
matematicos al respecto. En esto influye ademds la escasa presencia de procesos de prueba en las mediciones
internacionales, que tenderfa también a disminuir ante el profesor (y en el paradigma) la relevancia de la
génesis discursiva.

Hemos seguido durante 10 sesiones de 1,5 horas a 6 profesores debutantes en aula. Enla tabla 1 se muestran
algunos de los temas tratados por los profesores, que nos llevaron a caracterizar mejor los paradigmas
dominantes en cada caso y nos permitieron, paralelamente, establecer o precisar aspectos tedricos del ETM
que explicitaremos mds abajo. De los videos analizados, seleccionamos dos, en los cuales aspectos relevantes
del ETM - id6neo, si bien coincidentes con los de los otros profesores, se evidencian con mayor claridad.
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TABLA 1

Profesores Debutantes

N*de clases

Profesor  Geénero Nivel Temas fratados ETM desarrollado
ebservadas
PD1 F 10 2°Medic  Semejanza, Clases observadas
Teorema con un fuerte
de Tales, predominic
productos en contenidos
notables, algebraicos y
fracciones tratamiento
algebraicas. algebraico.
PD2 F 11 17y 2° Funcion lineal Clases observadas
Medio — Funcion solo en contenidos

afin — Funcion
valor absoluto.
Fesolucion de
Ecuaciones,

algebraicos. Fuerte
predominio de

un tratamiento
algebraico.

Sistemas de
Ecuaciones,
Repaso.

Mostraremos extractos de las grabaciones y la pauta usada para examinar las circulaciones que se realizan
en el ETM. Esta pauta procura identificar como se van activando las génesis por la o las tareas que el profesor
propone en su clase. Con el objeto de describir la circulacién, hemos rotulado cada componente de los planos
como sigue: 1, representamen; 2, artefactos; 3 referencial; A, visualizacién; B, construccién; C, prueba.

4. CUESTIONAMIENTOS TEORICOS
4.1. Articulacién y circulacién entre componentes: génesis instrumental

En la Figura 1 de la introduccién se muestra el ETM con sus planos, sus componentes y sus génesis, las
cuales articulan y hacen evolucionar los planos epistemolégico y cognitivo (Kuzniak, 2011). Pensando en el
ETM-idéneo, una propuesta de ensefianza puede activar y controlar estas génesis, es decir, desarrollar una
circulacién especifica. También se puede analizar la circulacién en el ETM personal como en el referencial
y en el idéneo.

La génesis instrumental da cuenta de como un artefacto se convierte en un instrumento y de esta forma se
integra al humano para construir conocimiento matemdtico (Artigue, 2002): el arzefacto (Rabardel, 1995) es
un objeto material o abstracto destinado a dar sustento a la actividad del hombre en la ¢jecuciéon de un cierto
tipo de tarea; el instrumento es lo que un sujeto construye a partir del artefacto. La génesis instrumental es el
proceso de transformacién de un artefacto en instrumento.

El proceso de instrumentalizacion se apoya en un reconocimiento de las funciones del artefacto
y lo convierte en una herramienta matemdtica funcional al estudiante; correspondientemente, el de
instrumentacién de las acciones matemdticas por el uso de la herramienta involucra la construccién de
esquemas mentales personales y la apropiacién de otros preexistentes para desarrollar y entender (de
manera eventualmente distinta) la actividad matematica (Trouche, 2002). La instrumentalizacién puede
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conducir al enriquecimiento del artefacto por un mejor aprovechamiento del mismo, pero también a su
subutilizacién (Artigue, 2002). De alli la importancia de la pregunta de cdmo potenciar el artefacto para que
se instrumentalice en los paradigmas y asi las génesis hagan evolucionar el ETM.

4.2. El artefacto como instrumento tedrico

Los artefactos pertenecen al plano epistemolégico (Houdement & Kuzniak, 1996, 2006; Kuzniak, 2011)
y corresponden a todo lo que le permite al usuario manipular los objetos matematicos, o, mejor dicho, su
representacion, con la finalidad de abordar la tarea en concordancia con la génesis discursiva.

Ahora bien, en el enfoque de Rabardel (1995), los artefactos estén relacionados con sus usos y no deben
ser considerados como entes transparentes. En este sentido, los instrumentos son entidades mixtas formadas
por el objeto técnico (artefacto) —material o simbélico— y componentes cognitivas al momento de manipular
al representamen (Peirce, 1978, Kuzniak 2011), relacionados con sus usos (esquemas de uso) —la génesis
semiodtica—.

Mis atin, segin hemos podido comprobar a partir de los casos analizados en el estudio, un representamen
que un estudiante identifica como del dominio algebraico activa la génesis instrumental, inicidndose un
proceso de instrumentalizacién para dar cuenta de una tarea geométrica, y los casos que hemos analizado
dan cuenta de ello. Por ejemplo, ocurre con frecuencia en problemas de cardcter geométrico que, si a un
trazo desconocido se le asigna la variable “x”, ello induzca a trabajar el problema geométrico en el dominio
algebraico; esto pareceria una manera de obrar no solo habitual sino apropiada, sin embargo, se corre el riesgo
de que el profesor debutante obstaculice el desarrollo geométrico.

5. EL CASO DE LOS PROFESORES DEBUTANTES

A continuacion presentamos evidencia en aula de dos profesoras debutantes, PD1 y PD2, cada una titulada
en una universidad chilena (distinta) con tradicién en formacién de profesores, ambas con contrato regular
en sus respectivos liceos. Las grabaciones se realizaron durante los anos 2011y 2012. Las clases que analizamos
aqui corresponden a una de PD1 en Geometria (teorema de Tales) y otra de PD2 en Algebra (sistema de
ecuaciones lineales), realizadas ambas para alumnos de 15-16 afos (2° afio de liceo). Estos dos casos resultan
ser distintivos en los respectivos dominios de interés en esta investigaciéon y muestran como un profesor
debutante instrumentaliza una tarea con sus alumnos.

En las grabaciones se identificaron episodios y tareas que entregaron los PD. Con posterioridad a ello, se
identificaron génesis y circulaciones en el ETM para su respectivo anélisis.

S.1. Teorema de Tales

PD1 traté el teorema de Tales en su clase, e introdujo el tema mediante el problema de buscar una altura
(medida inaccesible) de una pirdmide sirviéndose del largo de un bastén. Este episodio es el que se muestra
transcrito (ver tabla II). Posteriormente hubo un segundo episodio, que ejemplifica la situacién con trazos
desconocidos, y un tercero en que se muestra el teorema (general), y en el cual la tarea es determinar el trazo
desconocido.

La prictica de aula de PD1 muestra que privilegia la figura en que se presenta el teorema en los textos
escolares habituales en Chile. El centro de la tarea que propuso fue determinar el valor de una incégnita y
resolver bien una ecuacién, mostrando “pasos” para aplicar en forma correcta la algoritmia asociada; con esto,
cambia el problema desde el dominio geométrico al algebraico. PD1 utiliza la componente visualizacién para
transitar al referencial, sin activar la génesis discursiva en GI o GIL
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En la Tabla II mostramos la presentacion de la tarea asociadas al desarrollo de la clase de PD1.

TABLA 11

Presentacién del Teorema de Tales y la circulacion en el ETM

Descripecion y

Intervenciones de

Tarea Circulacion caracterizacion del ETG _
esmudiantes
del Profesor
Tarea de clase: 3 Relaciona la semejanza I1: Un estudiante
D _ con la proporcionalidad, {pregunta por la sombra
. E‘r? mmga estudiada la clase anterior que se determinara,
P _Z, segun PD1. pues la configuracion
una piramide S
:1‘1';jl 1 Los objetos que menciona SEMCTNEISI A ek e
mediante JEt0s gl relaciona directamente
semgjanza de son la pivamide y su .
b : con los cobjetos reales.
riangulos. altura, para determinar la
alfura de un baston. I2: Un estudiante
it regunta si esto permite
Tarea genérica: A En la pizarra se represenia pregt P

Determinar

la medida

de un catefo
medianta la
propercienalidad
de tricmgulos.

la pivamide (3D/2D)*
mediante el dibujo de un
triangulo rectangulo a mano
alzada; no usa artefactos de
manipulacion, muestra dos
triangulos rectangulos (sin
indicar que lo son) donde
los catetos cotresponden a
la sombra (ver 11, columna
siguiente) v altura de una
piramide v un baston,
respectivamente.

Obs. 1: PD1 no justifica la
piramide y tampoco hace
relacion con la semejanza,
estudiada antericrmente.

Obs. 2: ante infervencion
I2 responde que si, v que a
partir de esta 1dea nace el
teorema.

detenminar medidas de
otros objetos.

2 Una figura de tres dimensiones es trabajada en dos dimensiones (Duval, 2005)

EnlatablaIl solo hemos puesto la tarea como la presenta la profesora PD1, sin continuar con el desarrollo y
ladescripcién dela circulacién, la cual se encuentra codificada en la segunda columna, segtn lo sefialado en 3.4
> Enla transcripcién que sigue, podemos constatar que PD1 cambia del marco geométrico al algebraico, no
haciendo la génesis apropiada para mantener al alumno en el ETMg. Ante la primera pregunta del estudiante,

g p pregu
que evoca una ecuacion, ella promueve el uso del Algebra con el objeto de plantear una ecuacién cada vez que
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tiene un segmento desconocido. Esto evidencia el cambio en ¢/ espacio de trabajo y asi la tarea geométrica es
una excusa para pasar a las ecuaciones, como si fuese una “geometria aritmetizada” perdiendo el horizonte la
tarea geométrica en si. A continuaciéon mostramos cudndo PD1 cambia el problema de proporcionalidad a
uno de solucién de una ecuacién (de ETMg a ETMy).

[PD1]: “Claro, s, porque a lo mejor no solo lo podemos hacer para el caso de la pirdmide, o sea, de abi nacié
el teorema. Pero, por ejemplo, yo podria saber cudnto mide un edificio y quiero saber cudnto mide la sombra que
proyecta ese edificio, o la sombra que proyecta un drbol, entonces vamos a ver ms ejercicios de aplicacion, porque
ademds no solo se aplica el teorema de Tales para el tridngulo. Lo vamos a ver también para cuando las rectas son
paralelas, cuando hay dos rectas secantes. Pero la idea es que entiendan que el teorema de Tales tiene que ver con
lados proporcionales, entonces eso es lo que nosotros vamos a ir buscando, cudles son los lados proporcionales™.

[A2]: (APDL1). “Con el uno supongo que se verifica; con el 3, ;qué se hace?”.

[PD1]: “En el caso, por ejemplo, de que fuera un 3, me diera 3x, estaria multiplicando, ;como pasaria para
despejar la ecuacion?”.

[A2]: “Dividiendo, pero profe, quedaria x, el x siempre tiene que quedar solo...”

[PD1]: “Claro, porque lo que queremos saber es la incdgnita™.

Se observa que PD1 tiene un discurso frente al teorema de Tales que no activa. Mas precisamente, PD1
no activa la génesis discursiva, y la hipdtesis del teorema queda relegada al dibujo (a lo icénico): habla de
lados proporcionales pero se centra en plantear la ecuacion y despejar la “x”, sobre todo en ejemplos en los
cuales bastaba usar la proporcionalidad para determinar el trazo desconocido y la ecuacién no era necesaria.
PD1 activa la génesis instrumental, sin embargo postulamos que, a pesar de que la ecuacién sea un artefacto
simbdlico en el dominio de la Geometria, al no ser aquella instrumentalizada geométricamente, ocurre que
la tarea inicial cambia de dominio y de ese modo no se desarrolla ni se explota el ETM apropiado.

En términos globales, en la clase de PD1 se observa una circulacién (A-1-2-B) en el ETM activada por las
génesis instrumental y semidtica, pero no obtiene un desarrollo del dominio de la Geometria dado que su
centro de interés es resolver ecuaciones.

5.2. Figuras geométricas prototipicas y la algebrizacién de la Geometria

En los textos escolares chilenos, en las clases y en las evaluaciones de medicién a la calidad de la educacion
(nacional) se usan figuras prototipicas asociadas a teoremas cldsicos. Por ejemplo, la que aparece en la Figura
1 (que aparece mds abajo) es una de ellas.

Es interesante notar que tanto la expresiéon “teorema de Tales” como la figura prototipica de este y la
ecuacién correspondiente funcionan como representdmenes del teorema, y se requiere de una articulacion
de las tres génesis para su comprension correcta en el ETMg. A partir de los trabajos de Duval, es natural
pensar que la figura prototipica funciona como icono, mas aun si la tarea se algebriza y la génesis discursiva
es bloqueada por esto ultimo.

Con el objeto de entender mejor lo que venian sugiriendo los videos de aulas, se realizé un estudio adicional
con la ayuda de un tesista (Merino, 2012). Este estudio da cuenta de un aspecto del ETM personal de veinte
estudiantes entre 16 y 18 anos que han sido sometidos a un proceso de ensenanza como el que evidenciaban
los PD.

Se presentd el dibujo de un tridngulo isésceles ABC, de base AB. El tridngulo incluye un segmento DE,
donde D estd sobre AC'y E sobre BC, el cual es visual y claramente no paralelo a la base. Se dan las medidas
de AD, DCy AB, y se pregunta si es posible determinar la longitud del trazo £H, donde H es el punto de
interseccién de DE con la altura del tridngulo (trazada desde C).

Ante el problema, el 60% de los estudiantes procedi6 a calcular los valores de los segmentos con los valores
asignados a los trazos en el dibujo, utilizando el teorema de Tales. Los restantes sefialan que falta tener
informacién adicional; de estos, sélo el 30% afirma que lo que falta es una condicidn: el paralelismo. La tarea
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fue planificada de tal forma que no siendo una actividad tipica evidenciara lo que estadbamos suponiendo que
ocurriria, esto es, que los estudiantes visualizarfan la figura prototipica y las correspondientes propiedades
como un todo, sin verificar sus diferentes aspectos —como en el caso antes descrito, en el cual la hipdtesis de
paralelismo del teorema no estd presente para un gran porcentaje de los estudiantes—.

5.3. Sistema de ecuaciones

PD2 aborda el problema de resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas. El caso es
aparentemente inverso al anterior, ya que, a pesar de que la institucidon sugiere resolver estos sistemas en
forma geométrica, cambia de dominio. PD2 resuelve el sistema en la forma en que estos sistemas son tratados
en textos escolares oficiales, pero no advierte que realiza una generalizacién inapropiada, que veremos a
continuacion.

El espacio de trabajo de PD2 tiene una fuerte vinculacién entre las componentes visualizacién y artefacto.
La clase se inicia (primer episodio) explicando qué es la solucién de un sistema de ecuaciones lineales escritas
en lenguaje simbolico via sustitucion de las ecuaciones y verificacién de la igualdad numérica. Pero el centro
de la clase consiste en determinar dicha solucién, mediante el “método grafico”, i. ., solucionar el sistema con
un tratamiento netamente geométrico: dibujar las gréficas de las ecuaciones involucradas, analizar si existen
o no soluciones, dependiendo de la interseccién eventual de las graficas (Figura 1).

A continuacidn, el extracto de cuando PD2 busca la solucién con el método geométrico:

[PD2]: (A los estudiantes). “¢:Cudl es el procedimiento? Lo primero que debemos hacer para encontrar las
soluciones es graficar las ecuaciones. Paso nikmero uno, entonces, graficar. Lo que vamos a trabajar abora son
solamente con rectas. Eso es lo que hemos visto hasta el momento, asi que vamos a graficar solamente rectas.
Después, con el paso del tiempo, vamos a ir avanzando en otras funciones. Paso niimero uno entonces, graficar
cada recta en el plano cartesiano’.

[PD2]: “Y una vez que ya tenemos graficadas las rectas bhallamos el punto donde se intersectan las rectas.
Hallamos el punto de interseccion de las rectas”.

[A4]: (A PD2). “:Viene otro paso?”

[PD2]: “Es que no hay mds pasos”

[A3]: “:Eso era todo?”

[PD2]: “St, eso es todo. Recuerden que grdficamente era encontrar el punto de interseccion y serd la solucion
a ambas ecuaciones”.

Con esta tarea y su proceder, PD2 articula los componentes visualizacién y artefacto para llegar al
referencial del ETMg. Cabe destacar, a nivel de artefacto, que para esta actividad los estudiantes debian
trabajar con una hoja de papel milimetrado, lo que sugiere precision en la escala de los ejes, y por ende en la
solucién del sistema.

[PD2]: (A los alumnos). “Asn no vamos a usar la hoja milimetrada, asi que saquen cuadernos, lapices y
presten atencion’.

A continuacion, la profesora muestra una presentacion similar a la de la Figura 1 con la intencién de
explicar el método, y finaliza como sigue:

[PD2]: (A los alumnos). “Atencidn, es importante. Este método no es siempre titil totalmente porque a veces
nos vamos a encontrar que el punto de interseccion va a ser siper dificil de determinar y no se va a ver claramente
en algunos casos”.

(PD2]: “Al graficar un sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas se pueden observar tres casos. Lo
importante es que sepan que, cuando graficamos rectas, ocurren tres casos. Puede ocurrir que las rectas sean
secantes, o sea, se corten en un punto, sean paralelas o que coincidan las dos”.
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Lo anterior es presentado en textos (Cf. Figura 1), en los cuales hay observaciones mas explicitas del
dominio o pertinencia del método geométrico aludido, es decir, se indica expresamente que es un método
para algunos casos y que por ello se requiere de otros que posteriormente se desarrollan.

EN RESUMEN

* Resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas graficamente es encontrar el punto
(. y) de interseccion entre dichas rectas. Por esta razdn, un sistema puede tener:
— una unica solucion, si y solo si su representacion en el plano cartesiano es a través de
dos rectas secantes. En este caso, se dice que el sistema es compatible.
- infinitas soluciones, si y solo si se representa en el plano como una dnica recta. En este caso,
se dice que el sistema es compatible indeterminado.
- ninguna solucion, si y solo si en el plano se representa como dos rectas paralelas. En este caso,
se dice que el sistema es incompatible.
* Al graficar un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas, se pueden observar tres
situaciones, dependiendo de Ia posicion relativa entre las rectas en el plano cartesiano:

Rec
v
/f /{
/ y .
L

- &
Hay una solucion: Mo hay solucion: Hay infinitas soluciones:
sistema compatible. sistema incompatible. sistema compatible

indeterminado.

Presentacién habitual en un texto escolar Segundo Medio

Es claro que resolver el sistema es una tarea algebraica y que recurrir a la solucién geométrica es un
proceso de visualizacién de esta tarea. Asi, la génesis semidtica corresponde a ETMy y no a una génesis
figural en ETMg. Los puntos (iconos geométricos) no son solucién del sistema sino que corresponden a una
aproximacion, y la existencia de las soluciones depende del sistema

numérico en que estdn planteadas las ecuaciones. Como vemos, una vez finalizado el tratamiento gréfico
y el proceso de visualizacion, el estudiante puede determinar la viabilidad de la solucién. Es decir, se produce
circulacién (o proceso) en el ETM, entre las génesis instrumental y semi6tica, pero no la hay en la génesis
discursiva, ni de las otras con esta tltima. Por lo tanto, el trabajo permanece en el plano vertical “proceso de
descubrimiento” del ETM, pero no se activa el proceso de validacién (ver Figura 4 de Kuzniak y Richard,
2014, en este Numero Especial), tanto en el ETM, como el ETMg. (Para activar la génesis discursiva en el
ETMg, por ejemplo, habria sido conveniente incluir algin tipo de argumentacién geométrica a partir de las
situaciones representadas en la Figura 1).

En el primer pérrafo de la transcripciéon, PD2 no realiza la génesis semidtica apropiada en Algebra, ya que
confunde el punto como icono geométrico con el par ordenado que aproxima a la solucién. Asi, el método
geométrico quedo a nivel de artefacto que no fue instrumentalizado.

6. CONCLUSIONES

La teoria ETM ha mostrado ser una herramienta util para analizar con categorias fecundas diversos procesos
que subyacen a los aprendizajes y al proceso de transposicién; en particular, es conveniente para poner
atencion en la articulacion de los ‘paradigmas’ (sezsu lato) sobre los cuales se basa la formacion disciplinaria
de un profesor y los que pone en juego en su ensefianza.

Respecto de la utilizacién del Algebra en otros dominios, las evidencias mostradas (y otras) podrian tal
vez ser consideradas como fundamento de la hip6tesis de que aquello no deberia ocurrir, y la de que habria
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que evitar la algebrizacion. Ahora bien, sabido es el rol importante rol que ha cumplido el Algebra en el
desarrollo de la Matematica, y ello no solo como herramienta de célculo sino también como modelo a seguir
(Mena - Lorca, Mena - Lorca, Morales & Montoya, 2012). Dado que ese rol no ha variado substantivamente,
es importante incluir cuando corresponde el recurso al registro algebraico, etc. La cuestion al respecto, nos
parece, es como hacer lo anterior de modo que no bloquee las génesis.

Ademids, hemos mostrado que serfa deseable que los profesores articularan (intencionadamente) el plano
epistemoldgico con el plano cognitivo, de manera de promover la construcciéon de un ETM adecuado en sus
alumnos.

Los casos presentados aqui muestran claramente que ninguno de los procesos anteriores se lleva a cabo en
los profesores debutantes estudiados. La formacién inicial de los profesores deberia poner atencién explicita
y especial a esta materia; nos parece, ademds, que el estudio aqui presentado entrega elementos adicionales
para incorporar a esa formacidn.

Agregamos, a continuacidn, algunas conclusiones que pueden servir de guia para tener buen éxito en la
construccion correspondiente.

Para ello, es necesario comprender los mecanismos y los procesos por los cuales son concebidos los
artefactos, materiales o simboélicos, para proporcionar ayuda real al gedmerra (o algebrista...). Ademis,
se deben analizar y comprender los significados en sus dominios matematicos. Asi, el rol del profesor
es fundamental para que potencie un trabajo geométrico del estudiante y no uno que se reduzca a
“algebrizacién”, y para explicitar el ETM que se desea desarrollar. (Evidencias con otro PD muestran que en
la ensefianza de la Probabilidades ocurre un problema similar al que hemos comprobado en la Geometria, la
diferencia es que la validacién aparente va por un proceso de experimentacion, pero realmente queda a nivel
de “comprobacién de férmula” previamente presentada por el profesor debutante).

6.1. Génesis instrumental: un cambio de espacio de trabajo

En los casos de PD1 y PD2, las tareas por ellos propuestas fueron abordadas con un artefacto simbélico, el
cual no tuvo la génesis apropiada para apoyar el espacio de trabajo matemdtico original, lo que redunda en
ineficiencia en el uso de ese artefacto a pesar de su potencialidad; es decir, silas génesis del ETM no se articulan
apropiadamente en el dominio asociado a la tarea, pueden generar que se cambie de dominio debido a que
el artefacto no se ha instrumentalizado —y no se puede esperar que el estudiante enriquezca el instrumento
via la componente referencial—. En algunos casos, este cambio de dominio puede ser sin retorno; con esto, el
espacio de trabajo personal no se desarrolla en toda su dimensién.

6.2. Génesis semidtica: el representamen

Analogamente a lo anterior, tenemos que el representamen depende del dominio que se desea desarrollar y
de la apropiada génesis semidtica. En el caso de PD2, la visualizacién de un punto en un dominio algebraico
o geométrico difiere de acuerdo a la génesis semiética del espacio de trabajo. En Montoya (2010) ya se habia
evidenciado que la inapropiada génesis discursiva generaba dificultades en sus utilizadores.

Por otra parte, el profesor debutante potencia figuras prototipicas que confunden o al menos generan
obstaculos didécticos; el problema se origina cuando las representaciones tratadas desde un punto de vista
gréfico no intencionan la circulacién por el referencial. Una apropiada circulacion entre las génesis en sus
dominios especificos y claridad respecto del paradigma que se estd desarrollando potencian el ETM personal.
Una forma de activar la génesis discursiva o de mantenerse en 4mbito geométrico podria ser a través del
manejo semantico de las expresiones en los teoremas clisicos; por ejemplo, respecto del teorema de Tales,
leer las proporciones que se generan, y hacer lo mismo cuando se plantea la ecuacién que es utilizada para
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determinar uno de ellos. No proponemos, por cierto, que no se utilicen las ecuaciones; la idea es no plantear
prop p q p
la ecuacidn v luego simplemente reemplazar “los nimeros” de los trazos conocidos y usar la incégnita x, sino
y lueg p p y g

que la ecuacion arrastre los significados en el lenguaje y la notacion, y asi las fracciones sean un modelo de la
proporcién que arroja el teorema.

La evidencia de 5.3 muestra que los estudiantes visualizaron y usaron el mecanismo de iconicidad (del
paralelismo, por ejemplo), y con base en ello realizaron sus producciones. En general, su referencial es débil,
dado que no considera hipétesis requeridas para que se cumpla una determinada propiedad.

6.3. La génesis discursiva

El marco tedrico ETM acoge las ideas semiéticas de Duval (2005) y, en particular, el mecanismo de
iconicidad, mediante la génesis semidtica, pero especifica ademds otras génesis: la instrumental y la
discursiva. Nuestro estudio confirma la evidencia de que el proceso de visualizacién es fundamental
en determinadas tareas matematicas (Duval, 2005), pero muestra ademds que una determinada génesis
puede estar complicando (u obstaculizando) la construccién del objeto matemitico. Una génesis semidtica
“defectuosa” redunda en que se utilicen argumentos incompletos por falta o bloqueo de la génesis discursiva,
creandose asi un paradigma en que la génesis discursiva no existe o se reduce a que el proceso algebraico fue

bien hecho.
6.4. La transposicién y el curriculo

Como queda dicho, los planos cognitivo y epistemoldgico del ETM se pueden relacionar y articular
apropiadamente para generar circulaciones en el ETM, de modo de activar las génesis y con ello desarrollar el
dominio bajo estudio y generar un ETM personal apropiado en el alumno. Serfa de esperar, por tanto, que la
enseflanza organizara el conocimiento de modo que el proceso de transposicidn activara aquellas génesis. Al
respecto, habria que tener especial cuidado en activar la génesis discursiva. Es inmediato entonces que, por
tanto, la transposicién de esta debe ser un tema en la formacion inicial y continua.

Nuestro estudio de profesores debutantes muestra, sin embargo, evidencias en contrario. Por una
parte, el recurso habitual a la algebrizacion de un problema geométrico puede impedir que los alumnos
instrumentalicen recursos propiamente geométricos y con ello obstruir la génesis discursiva. La direcciéon
contraria, esto es, el recurso a la geometria ante una situacion algebraica, corre por su parte el riesgo de
reducirse a una visualizacién icdnica; en tal caso, puede que la situacidn algebraica no se enlace con la
herramienta (Douady, 1986) geométrica, lo que obstaculiza la formacién de un ETM apropiado en los
alumnos, o que la pregnancia del icono obstaculice una génesis discursiva correcta.

La consecuencia inmediata de lo anterior es que, en el caso de los profesores estudiados, el proceso de
transposicion aparta o incluso impide un funcionamiento apropiado del ETM y por tanto se obstaculiza la
construccién del conocimiento matematico deseado.

De alli nuestro convencimiento de que las instituciones formadoras podrian beneficiarse grandemente de
la inclusién de la teoria de Espacio de Trabajo Matemético en sus curriculos.
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3 Esdecir: 1, representamen; 2, artefactos; 3 referencial; A, visualizacion; B, construccién; C, prueba.
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