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RESUMEN:

En este estudio analizamos el cambio de estatus de las afirmaciones matemdticas que componen el proceso discursivo en la
resolucion de problemas geométricos de prueba. En particular, nos centramos en cémo se desarrolla y organiza el discurso escrito
(respuesta) que comunica la solucién, con el objetivo de identificar relaciones con los desenlaces del razonamiento configural. Para
ello, analizamos las respuestas de estudiantes de cuarto curso de educacion secundaria obligatoria a cuatro problemas geométricos
de prueba. Los resultados ponen de manifiesto la necesidad de un cambio en el status de las afirmaciones matematicas involucradas
en el razonamiento que conduce a la solucién y el desarrollo de una argumentacién que progrese desde el modo de acumulacién
hasta el modo de sustitucién. No obstante, la presencia de estas caracteristicas del proceso de prueba, no garantiza que se dé el
truncamiento del razonamiento configural que genera la prueba formal, debido, entre otros factores, a la influencia que ejerce la
subconfiguracién relevante identificada en el proceso de razonamiento.

PALABRAS CLAVE: razonamiento configural, prueba matematica, argumentacion, geometria.

ABSTRACT:

In this study, we analyze the status change of the different mathematical affirmations that compose the discursive process in
solving proof problems into geometry context. In particular, we focus on the way in which it is developed and organized the
written discourse (answer) which allows communicating the solution, with the aim of identifying relationships with the configural
reasoning outcomes. For this, we analyze the answers of students in the four grade of compulsory secondary education to four proof
problems in a geometrical context. The results highlight the necessity of a change into the status of the mathematical affirmations
involved in the reasoning leading to the solution, as well as the development of an argumentation that it should be developed
from the accumulation mode to the substitution one. However, the presence of these characteristics of the proof process don’t
guarantee that the configural reasoning “truncation” that generates the formal proof will occur, due to, among other factors, the
influence exerted by the relevant subconfiguration identified in the reasoning process.

KEYWORDS: configural reasoning, mathematical proof, argumentation, geometry.

REsumo:

Neste estudo analisamos a mudanga de status das diferentes afirmag¢oes matemdticas que compdem o processo discursivo na solucio
de problemas de teste em um contexto geométrico. Em particular, nos concentramos em como ele se desenvolve ¢ organiza o
discurso escrito (resposta) que comunica a solugao, com o objetivo de identificar relagoes com os resultados do raciocinio configural.
Para isso, analisamos as respostas dos alunos do quarto ano do ensino médio obrigatério a quatro problemas de teste em um
contexto geométrico. Os resultados mostram a necessidade de uma mudanca no status das afirmagoes matemdticas envolvidas no
raciocinio que levam 4 solugao ¢ o desenvolvimento de um argumento que progride do modo de acumulagio para o modo de
substitui¢io. No entanto, a presenca dessas caracteristicas do processo de teste nio garante que o "truncamento” do raciocinio
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configural gerado pelo teste formal seja dado, devido, entre outros fatores, 4 influéncia exercida pela subconfiguracio relevante
identificada no processo de raciocinio.

PALAVRAS-CHAVE: raciocinio configural, teste matemdtico, argumentacio, geometria.
RESUME:

Nous analysons le changement de statut des différents affirmations mathématiques qui composent le processus discursif dans
la résolution de problémes géométriques de preuve. En particulier, nous nous concentrons sur la manié¢re dont le discours
éerit (réponse) qui communique la solution se développe et s’organise, dans le but d'identifier les relations avec les résultats
du raisonnement configurale. Pour ce faire, nous analysons les réponses d’¢tudiants du quatritme cours d’éducation secondaire
obligatoire & quatre problemes géométriques de preuve. Les résultats mettent en évidence la nécessité d'un changement dans I'statut
des affirmations mathématiques impliqués dans le raisonnement conduisant 4 la solution et le développement d'un argument
du mode progressera l'accumulation au mode de remplacement. La présence de ces caractéristiques du processus de preuve, ne
garantit pas que le «troncature» du raisonnement configurale qui génére la preuve formelle est donnée, di, entre autres facteurs,
al'influence qui exerce la sous-configuration identifiée dans le processus de raisonnement.

MoTs CLES: raisonnement configural, preuve mathématique, argumentation, géométrie.

1. INTRODUCCION

Dentro de la perspectiva de la resolucién de problemas, el desarrollo de la prueba se presenta como una
actividad clave en educacién matematica (Hanna y de Villiers, 2008; Mariotti, 2006). Diversos estudios
senalan que la construccién de la prueba no estd exenta de obsticulos como, por ejemplo, la incapacidad
de los estudiantes para desarrollar las estrategias de resolucién apropiadas (Weber, 2001), la dificultad
para dotar de sentido y coherencia a las proposiciones involucradas en el proceso de prueba (Zandieh,
Roh y Knapp, 2014) o las dificultades para enlazar el proceso de argumentacién con la construccién de
la prueba formal (Alcock y Weber, 2010). En geometria, Duval (2016b) pone de manifiesto dificultades
relacionadas con los procesos de visualizacién y razonamiento involucrados en la construcciéon de la prueba.
Los procesos de visualizacién permiten establecer relaciones entre definiciones, propiedades o teoremas
con subconfiguraciones identificadas en el proceso de argumentacién conducente a la prueba. Esta accién
puede desencadenarse o inhibirse en funcién de determinados factores como pueden ser la influencia de
configuraciones prototipicas (Mesquita, 1998; Clemente, Torregrosa y Llinares, 2015; Saorin, Torregrosay
Quesada, 2017b), el conocimiento o no de las propiedades geométricas adecuadas (Reiss, Heinze, Renkl y
Grof3, 2008) o el modo en el que los estudiantes procesan la informacién (Pitta-Pantazi y Christou, 2009),
poniendo de manifiesto la dificultad para conectar el proceso de argumentacion con la construccion de la
prueba (Duval, 2016b).

Douck (2010) seniala laimportancia de comprender las caracteristicas organizativas que rigen el proceso de
prucba para facilitar la transicidon argumentacion-prueba. Heinze, Cheng, Ufer, Lin y Reiss (2008) indican
que para desarrollar un proceso de prueba vélido en geometria es necesario comprender la informacién dada,
reconocer los elementos involucrados en la argumentacién (premisas, argumentos, conclusién), construir la
prueba en diferentes pasos y coordinar el proceso mediante la organizacién del discurso. En este sentido,
Duval (2016b) pone de manifiesto la necesidad de organizar de forma adecuada los elementos del proceso de
argumentacion (premisas, teoremas, conclusiones) que permite construir y comunicar el proceso de prucba,
en el que cada paso de razonamiento estd conectado con el anterior mediante afirmaciones matematicas que
se superponen (conclusiones de un paso pueden utilizarse como premisas del siguiente). Por ello, el andlisis
del discurso escrito que comunica la prueba puede ayudarnos a entender el razonamiento desarrollado en el
proceso de pruebay, por tanto, las dificultades antes comentadas.

Nuestra investigacion se centra en el estudio de la forma en que los estudiantes desarrollan y organizan el
discurso generado al comunicar el proceso de resolucion de problemas geométricos de prueba en contexto de
lapiz y papel. Para ello, consideramos los mecanismos de expansidn discursiva de Duval (1999), entendidos
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como la forma en que se enlazan las afirmaciones matematicas en el discurso generado, y el estatus o
papel que desempenan las afirmaciones matemdticas involucradas en cada paso de razonamiento. Asi,
nos planteamos las cuestiones de (1) cdmo los estudiantes construyen un discurso escrito segiin una
secuencia légica de relaciones, en forma de afirmaciones matemdticas, establecidas a partir de los hechos
geométricos identificados, y (2) cudl es el papel que desempefian dichas afirmaciones matemdticas en el
proceso de razonamiento desarrollado. La respuesta a dichas cuestiones puede aportar informacion sobre las
caracteristicas del razonamiento geométrico de los estudiantes que permiten o impiden concluir con éxito
la prueba. Es aqui donde el modelo razonamiento configural (Torregrosa y Quesada, 2007), entendido como
coordinacién de procesos visualizacion, y su desarrollo pueden ayudarnos a comprender cémo los estudiantes
asimilan las ideas que permiten generar un discurso coherente que refleje el razonamiento desarrollado.

2. MARGCO TEORICO
2.1.Coordinacién de procesos de visualizacién: Razonamiento Configural

Para la resolucién de problemas geométricos de probar es necesario relacionar conceptos o propiedades
geométricas generales con configuraciones que representan hechos geométricos genéricos. Para ello,
debe darse una interaccién entre conocimientos y la configuracién geométrica (o subconfiguraciones
identificadas) que permita el establecimiento de afirmaciones matemdticas que generen un razonamiento
16gico-deductivo que finalice con la solucién al problema (tesis a demostrar). Duval (1998, 2016a) resalta
la importancia de la visualizacién en esta interaccion a partir de tres procesos cognitivos que denomina:
aprehension perceptiva, aprehension discursiva y aprehension operativa. La aprehension perceptiva es la
mds intuitiva de los tres tipos de aprehensiones y permite la identificacién simple de una configuracién. La
aprehension discursiva es la accidn cognitiva que permite la asociacién de una configuracion identificada
con afirmaciones matematicas (teoremas, definiciones, etc.), pudiendo realizarse desde la configuracién hacia
el discurso o viceversa, mediante un cambo de anclaje visual-discursivo o discursivo-visual. La aprehension
operativa se manifiesta al realizar modificaciones, fisicas o mentales, sobre una configuracién geométrica.
Cuando se afiaden o quitan elementos geométricos para obtener nuevas subconfiguraciones, tenemos una
aprehension operativa de cambio figural. Si las subconfiguraciones iniciales identificadas son manipuladas
como las piezas de un puzzle, tenemos una aprehensién operativa de reconfiguracion.

Torregrosa y Quesada (2007) y Torregrosa, Quesada y Penalva (2010) centraron su atencién en la
coordinacién entre las aprehensiones operativas y discursivas involucradas en el proceso de resoluciéon de
problemas geométricos de probar. Este hecho, les permitié identificar caracteristicas de las relaciones entre
los elementos de una configuracién geométrica, su asociacion con diferentes afirmaciones matematicas y
el establecimiento de relaciones ldgicas entre ellas que permiten el desarrollo de un razonamiento que
conduce a resolver el problema. A dicho proceso lo denominaron “razonamiento configural”, con el objeto
de subrayar las relaciones interactivas entre la configuracién inicial (y sus posibles modificaciones) y
las afirmaciones matemdticas pertinentes que conducen a un razonamiento légico-deductivo al resolver
problemas geométricos de prueba. El proceso de razonamiento configural presenta tres desenlaces: (a)
“truncamiento”, cuando la coordinacién entre las aprehensiones operativas y discursivas proporciona al
resolutor la idea de cémo resolver el problema y permite generar un proceso deductivo que desemboca en el
establecimiento de una solucién al problema; (b) “conjetura sin demostracién” cuando la coordinacién entre
aprehensiones permite establecer una solucién, aunque basada en conjeturas no demostradas previamente;
y (¢) “bucle”, cuando el razonamiento conduce a una situacion de bloqueo del proceso de resolucion debido
a que se establecen afirmaciones matemdticas que no son utiles para desarrollar un razonamiento légico, de
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forma que los resolutores vuelven a la situacién inicial una o varias veces ante la imposibilidad de avanzar
hacia la solucién.

El modelo razonamiento configural hasido utilizado para analizar las respuestas de estudiantes a problemas
geométricos de probar (Prior y Torregrosa, 2013; Llinares y Clemente, 2014; Clemente y Llinares, 2015;
Clemente, Torregrosay Llinares, 2015; Saorin, Torregrosay Quesada, 2017a) y también, tras una ampliaciéon
del modelo propuesta por Torregrosa (2017), para analizar respuestas a problemas empiricos (aquellos que
involucran el registro algebraico e introducen datos numéricos) geométricos (Saorin, Torregrosa y Quesada,
2017b). Dichas investigaciones ponen de manifiesto que el andlisis mediante el modelo razonamiento
configural puede permitirnos identificar y comprender distintos factores que pueden favorecer (o no) el
desarrollo de un razonamiento l6gico-deductivo que permita finalizar con éxito el proceso de resolucion de
problemas geométricos.

2.Razonamiento y discurso escrito

Entendemos razonamiento como cualquier accién que permite obtener nueva informacién a partir de
informaci6n previa (conocida), ya sea la proporcionada por un enunciado (hipdtesis iniciales) o la obtenida
durante la resolucién del problema. En este sentido, cuando los estudiantes resuelven por escrito problemas
geométricos, el razonamiento desarrollado durante el proceso de resolucién puede manifestarse a través del
discurso escrito generado. De este modo, el texto escrito producido, y de forma més concreta, la forma que va
adoptando a medida que se va resolviendo el problema, puede proporcionarnos informacién relevante acerca
del razonamiento que conduce a concluirlo con éxito.

Clemente y Llinares (2015) identifican dos momentos durante el proceso de resolucion de problemas de
probar geométricos: (1) el proceso desarrollado hasta que el estudiante es capaz de encontrar la solucién al
problema mediante un razonamiento, y (2) la comunicacién de la resolucién mediante un discurso tedrico
(escrito) compuesto por afirmaciones matemdticas. Puesto que el discurso teérico refleja el razonamiento
que conduce a la construccién de la prueba, las afirmaciones matematicas que lo componen deben presentar
una determinada organizacién, es decir, para construir una prueba es necesario organizar las afirmaciones
matematicas involucradas. En dicha organizacién discursiva hemos de considerar la funcién especifica, que
denominaremos estatus, que desempenan las afirmaciones matemdticas dentro del discurso (Duval, 2016b)
y si se da 0 no un cambio en dicha funcién para una misma afirmacién matemdtica en diferentes niveles de
la organizacién discursiva. Por tanto, el estatus de una afirmacién matematica determina el lugar que ocupa
dentro de la organizacién discursiva y por tanto la funcién que desarrolla.

Duval (2016b) considera que, en la construccién del discurso, ademds del estatus, hemos de considerar
también los valores epistémicos, semanticos y logicos de las afirmaciones matematicas involucradas. Duval
(1999) asocia el valor semantico de una afirmacién con el contenido de la misma. Considera el valor
epistémico como el grado de certeza o conviccién asociado con una afirmacién matemdtica, es decir, si el
contenido de una afirmacién es evidente, cierto, probable, etc. Dicho valor epistémico se relaciona con la
base de conocimiento del resolutor, estando directamente conectado con la forma en que se comprende
el contenido de una proposicién. Por ultimo, el valor 16gico de una afirmacién matemitica es verdadero o
falso, no dependiendo ni del contenido (valor semantico) ni de su comprensién (valor epistémico), ya que
se obtiene mediante procesos l6gico-deductivos.

Niveles de organizacién discursiva

En el presente trabajo consideraremos dos de los tres niveles de organizacidn discursiva propuestos por Duval
(1998): nivel global y nivel local. El nivel global estarifa formado por el total del discurso tedrico que conforma
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la prueba, en el que los “pasos” de razonamiento (niveles locales) que lo componen se relacionan entre si
por su conclusién (conclusiones locales). Consideramos como nivel local cada “paso” de razonamiento en
que se divide el nivel global, que permite avanzar hacia la resolucién del problema y en el que al menos tres
afirmaciones matemadticas son organizadas en funcién de su estatus: hipdtesis o conclusién previa; definicion,
teorema, propiedad o inferencia de informacién extraida del contexto de resolucién; y conclusién local.
Por tanto, cada “paso” de razonamiento se caracteriza por la organizacién de las afirmaciones matemdticas
involucradas en funcién de sus estatus, pudiendo considerar como razonamiento el “paso” de premisa a
conclusion a través de la aplicacidn de reglas (normas) del sistema l6gico-deductivo dentro de cada nivel local
de organizacién deductiva. Entendemos, por tanto, que un razonamiento deductivo conducente a probar
un hecho geométrico involucra dos niveles diferenciados de organizacién discursiva: cémo se organizan las
afirmaciones matemdticas dentro de cada “paso” deductivo y como se organizacion los diferentes “pasos”
durante la resolucién de problemas de probar.

Modos de expansion discursiva

Por otro lado, hemos de destacar la forma en que los estudiantes son capaces de desarrollar un proceso
de argumentacién que apoya la construccién de la prueba. Entendemos argumentacién como el proceso
utilizado para convencer, de forma razonada, a otros de la validez de las afirmaciones matematicas establecidas
que se tienen como verdaderas, y argumento como todo aquello (definiciones, teoremas, etc.) que permite
validar o refutar una afirmacién matematica dentro del proceso argumentativo (Duval, 1999). Por ello,
podemos considerar el proceso discursivo como una forma de argumentacién habitual. En particular, para el
contexto en el que se desarrolla el presente trabajo, entendemos proceso discursivo como la construccion de
un discurso argumentativo compuesto por afirmaciones matematicas enlazadas entre si de diferentes formas
y que transmite el proceso de resolucién del problema poniendo de relieve el razonamiento desarrollado
que conduce al establecimiento de una solucién. Duval (1999) denomina “modos de expansion” a las
formas en que se van enlazando las afirmaciones a medida que se construye el discurso argumentativo
(proceso discursivo). Considera dos modos de expansion discursiva: (1) acumulacién y (2) sustitucién. En la
expansion por acumulacidn se genera un discurso a partir de informacién acumulada y expresada en forma
de afirmaciones que no estdn, necesariamente, conectadas de forma légica. Las relaciones establecidas por
acumulacién se relacionan entre si sélo a nivel de contenido debido a que pertenecen al mismo contexto de
resolucién, pudiendo establecerse, por tanto, sin un orden légico. Por ejemplo, tomando como referencia la
figura 1, afirmaciones matematicas del tipo “/os lados PM y PN son iguales” o “el segmento PQ es la altura del
tridngulo MPN”, sélo representan informacion extraida de un mismo contexto de resolucién que pueden
establecerse en cualquier orden, siendo afirmaciones totalmente independientes entre si, aunque relacionadas
a nivel del contenido al que hacen referencia.

M Q N

FIGURA 1
Configuracién geométrica utilizada para ilustrar los modos de acumulacién y sustitucién
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Por otro lado, el discurso generado por sustitucién corresponde a una secuencia de afirmaciones
matematicas obtenidas, de forma progresiva y con un orden determinado y no modificable, a partir de
inferencias logicas, en el que las nuevas afirmaciones matematicas obtenidas sustituyen a las anteriores en
el razonamiento. Al ser cada afirmacién consecuencia ldgica de la anterior, su relaciéon no depende de su
contenido como en el caso de acumulacién, sino de su estatus. Este hecho, conlleva que el discurso se organice
y progrese en base a las diferencias de estatus de las afirmaciones implicadas, como por ejemplo al tomar como
hipétesis de un paso de razonamiento la conclusion obtenida en otro paso deductivo anterior. Por ejemplo
y utilizando la figura 1 como referencia, si establecemos afirmaciones matematicas del tipo “si los lados PM
y PN son iguales, el tridngulo es isosceles” o “si el tridngulo es isdsceles y el segmento PQ es bisectriz del dngulo,
corta al segmento MN en su punto medio”, observamos que cada una es consecuencia de la anterior a la que
sustituye en el proceso de razonamiento, determinando que el discurso se construya como una secuencia
légica de afirmaciones establecidas siguiendo un determinado orden (y no otro).

De este modo, con base en el marco tedrico expuesto y a partir de las cuestiones inicialmente planteadas,
el objetivo del presente trabajo es identificar relaciones entre la forma en que los estudiantes construyen el
discurso escrito (respuesta), el estatus de las afirmaciones matemadticas establecidas que lo componen y los
desenlaces del razonamiento configural desarrollado que permite resolver con éxito problemas de probar en
contexto geométrico.

3. METODO
3.1.Participantes y contexto

En el estudio participaron 15 alumnos de 4° curso de Educacién Secundaria Obligatoria (E.S.O.), con edades
comprendidas entre 15 y 16 afos. Puesto que los estudiantes de este nivel no estaban familiarizados con la
resolucion de problemas de probar geométricos, fueron agrupados en cinco grupos de tres alumnos con el
objetivo de facilitarles, en la medida de lo posible, la resolucién de los problemas propuestos. Ademds, se
dedic6 una sesién de 55 minutos al repaso de conceptos geométricos elementales que debian conocer de
cursos anteriores en relacion con las caracteristicas, propiedades, clasificacién y criterios de congruencia y
semejanza de tridngulos. Los grupos fueron identificados como G01, G02, G03, G04 y GOS.

3.2.Instrumento

Los estudiantes debian resolver cuatro problemas en los que se presentaba una configuracién geométrica
asociada a un enunciado y se les solicitaba probar un hecho geométrico. El objetivo de los problemas era
determinar cémo los estudiantes iban desarrollando procesos coordinados de aprehensiones discursivas y
operativas, identificando subconfiguraciones que guiasen su razonamiento y les permitiese establecer una
cadena o secuencia de argumentaciones que concluyese con la tesis a probar.
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A
Problema I .
rO(PT;?“ Demuestra que el angulo APB (P) es recto. @)
B

Sabiendo que el segmento PQ es bisectriz del
angulo P, y que es perpendicular al segmento MN,
demuestra que los angulos M y N son iguales.

Problema 2
(P2)

M N

P
P
Q
B
Los segmentos AE y DC son dos alturas del
D E
A
A
B C

Problema 3 triangulo AABC y los segmentos AD y CE son
(P3) iguales. Demuestre que los segmentos AF y CF
son iguales.

C

=
Sobre los lados AB y AC del triangulo AABC o
Problema 4 se construyen los tridngulos equildteros AABC’
(P4) y AAB’C. Demuestre que los segmentos

BB’y CC’ son iguales.

FIGURA 2
Problemas que componen el cuestionario

Los problemas fueron seleccionados considerando que los participantes tuviesen los conocimientos
geométricos necesarios para resolverlos y la existencia de al menos una subconfiguracién relevante que
pudiera generar ideas para guiar el proceso de argumentacién, teniendo en cuenta, ademds, que las posibles
subconfiguraciones formasen parte de la configuracion inicial, no siendo necesario la introduccién de nuevos
elementos (Figura 3).
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FIGURA 3
Conocimientos, subconfiguraciones relevantes y posible solucién a los problemas

de triangulos,
concretamente
el criterio LAL
(lado, 4ngulo,

lado)

s necesario sefalar que en se da un solapamiento entre las subcon raciones relevantes a identificar,
E lar q P4sed lap to entre las subconfigu levantes a identifi
hecho que requiere acciones cognitivas mas complejas para poder visualizarlas por separado. Por este motivo,
se mostraron los diferentes elementos geométricos indicados en el enunciado en distintos colores, con el
objetivo de “facilitar” su identificacién. Entendemos, por tanto, que las configuraciones desempefian un papel
descriptivo, ya que, junto con el enunciado del problema, ayudan a contextualizar la situacién geométrica
planteada en cada caso y un papel heuristico al proporcionar diferentes estrategias de resolucion en funcién
e las subcon raciones identificadas.
del bconfigu dentificad

3.3.Analisis

El analisis de las respuestas a los problemas se llevé a cabo en tres fases.

En la primera fase, realizamos la transcripcién y segmentacién de las respuestas escritas dadas por los
estudiantes a los problemas propuestos en unidades de analisis, con el fin de identificar ciclos coordinados
de aprehensiones operativas y discursivas desarrolladas durante el proceso de prueba. Consideramos como
unidad de andlisis cada una de las partes que componen el discurso escrito (incluidos dibujos, etiquetas
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o marcas en la configuracién inicial, etc.) que ponen de manifiesto la identificacién o utilizacién de
propiedades, relaciones, definiciones, etc., por parte de los estudiantes durante la resolucién del problema.
La figura 4 muestra la respuesta dada por G03 a P3 junto con las unidades de analisis consideradas. Dichas
unidades han sido identificadas y numeradas sobre la propia respuesta de los estudiantes para facilitar su
comprension.

Los segmentos E}, DC son dos alturas del triangulo AABC v los segmentos E}' CE son
iguales. Demuestre gue los segmentos AF y CF son iguales.

LEG
M e b W R 1 R T
R Lot iqta potionde d biagt OPT hom L g e o
Alte w h, sduce dounn 4 e '“t'f"‘ il Ajte ..;JJ'MJI..... s b dreh s
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FIGURA 4
Respuesta dada por GO3 a P3 y unidades de andlisis consideradas (Fase I)

En la segunda fase, identificamos los desenlaces del razonamiento configural a partir de las unidades de
andlisis extraidas mediante el estudio de los ciclos coordinados de aprehensiones operativas y discursivas.
Esta fase implica la identificacién de los ciclos de reconocimiento de subconfiguraciones relevantes en el
proceso de resolucion y la posterior asociacion de afirmaciones matematicas que van formando el discurso
escrito. En la figura 5 se muestra, de forma esquemdtica, los diferentes ciclos de aprehensiones operativa/
discursiva del razonamiento configural desarrollados por GO3 al resolver P3. En este caso, consideramos que
el razonamiento configural desemboca en conjetura sin demostracidn, ya que el razonamiento que permite a
los estudiantes dar una solucién al problema, se sustenta en dos conjeturas no demostradas con anterioridad.
Es decir, deducen informacidn nueva sobre la subconfiguracién identificada (hecho geométrico a probar) a
partir de afirmaciones matematicas que no han sido demostradas previamente.
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FIGURA 5
Razonamiento configural desarrollado por GO3 al resolver P3 (Fase II)

@

AOi: Aprehension operativa “i”; ADi: Aprehensién discursiva “i”
Las dobles flechas representan coordinaciones entre aprehensiones

En la tercera fase identificamos los modos de expansion del discurso puestos de manifiesto a partir de la
organizacion del discurso escrito (respuesta) de los estudiantes. Ademds, consideramos el estatus otorgado a
las diferentes afirmaciones matemadticas involucradas en el razonamiento que permite el establecimiento de
la prueba, con el propésito de establecer relaciones entre el desarrollo del discurso, el cambio o no de estatus
de las afirmaciones matemdticas implicadas (Duval, 2016b) y los desenlaces del razonamiento configural
identificados.
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FIGURA 6

Organizacion del discurso generado por G03 al resolver P3 (Fase III)

En la figura 6 se muestra, de forma esquematica, la organizacién del discurso, los modos de expansién del
mismo y el estatus de las afirmaciones matemdticas involucradas en el desarrollo de la prueba para la respuesta
de G03 a P3. En dicha figura podemos observar que el nivel global del discurso se compone de dos niveles
locales o “pasos” de razonamiento, y que cada “paso” o nivel local estd formado, a su vez, por tres afirmaciones
matematicas que se encuentran relacionadas directamente por su estatus: hipétesis (inicial) de cada “paso” de
razonamiento; definicidn, teorema o propiedad a aplicar ala hipétesis inicial de cada “paso”; y una conclusion
local establecida a partir de las dos anteriores afirmaciones.

4. RESULTADOS

Los resultados los presentamos en funcién de los desenlaces del razonamiento configural identificados
(Figura 7) indicando las caracteristicas de los procesos discursivos desarrollados durante la resolucién
de los problemas asociados a dichos desenlaces. Por ello, dividiremos los resultados en tres apartados:
“Truncamiento y organizacién discursiva”, “Conjetura sin demostracién y organizacién discursiva” y “Bucle
y organizacioén discursiva”.
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Gl G2 Go3 G4 G35
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P2 En blanco Truncamiento  Truncamiento En blanco Conjetura sin
demostracion

P3 En blanco Truncamiento Conjetura sin Conjetura sin En blanco
demostracion demostracion
P4 Bucle Truncamiento Truncamiento En blanco En blanco
FIGURA 7

Desenlaces del razonamiento configural identificados

4.1. Truncamiento y organizacién discursiva

La figura 8 muestra la respuesta dada a P4 por GO2 cuyo razonamiento configural desemboca en
truncamiento.

Sobre los lados AR y AC del tridngulo AABC se construyen los trigngulos equilateros
AABC™ y AAB'C. Demuestre que los segmentos 88"y CC son iguales.
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FIGURA 8
Respuesta de G02 a P4

En este caso, los estudiantes comienzan los ciclos de aprehensiones operativa/discursiva (Figura 9)
considerando la subconfiguracién formada por el tridngulo AABC’ (AQy), a la que asocian el concepto
de tridngulo equildtero (ADy). Ese hecho les permite establecer la congruencia de los lados del tridngulo

indicado, en particular, de los lados formados por los segmentos BA yC "A . De forma analoga, consideran
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el tridngulo AAB’C (AQO;) al que asocian el concepto de tridngulo equildtero (AD;) para establecer la

congruencia de dos de sus lados (los formados por los segmentos AB’y AC ).

Contintian identificando la subconfiguracién formada por los tridngulos AABB’ y AACC’ (AO,) para
centrar su atencion en los angulos con vértice en el punto “A” que se forman en ambos tridngulos por
separado, es decir, en los 4ngulos £CAC y £ BAB’. Consideran (AD,) que ambos dngulos estin formados
por: (a) uno de los dngulos de 60° pertenecientes a los tridngulos considerados al inicio del razonamiento
configural (AABC’ y AAB’C) a los que asocian el concepto de tridngulo equilatero, y (b) por el d4ngulo
4 BAC comun a ambos, que denotan con la variable “x” en el dibujo mostrado en la figura 7, lo que
les lleva a establecer la congruencia de los dngulos 4 CAC’y & BAB’, al medir ambos “60° + x”. Tras
ello, vuelven a considerar los tridngulos AABB’ y AACC’ (AOs3) junto con las afirmaciones matemdticas
obtenidas anteriormente (AD3) (tal y como indican las marcas mostradas en la figura 8), estableciendo que

ambos tridngulos tienen dos lados y un 4ngulo congruentes (BA=C’ A, AB’=ACy xCAC’y xBAB’),lo
que les permite aplicar el criterio de congruencia “L-A-L” (lado-dngulo-lado), establecer la congruencia de
los triangulos AABB’ y AACC’ y, por tanto, de los segmentos BB y CC, quedando demostrada asi la tesis
planteada.

Entendemos que el razonamiento configural desemboca en truncamiento cuando los ciclos de
aprehensiones operativa/discursiva proporcionan la “idea” de cémo se resuelve el problema a los estudiantes,
conduciéndoles a establecer una solucién vélida. En este sentido, los estudiantes son conscientes que, si
demuestran la congruencia de los tridngulos AABB’ y AACC’, de forma implicita queda demostrada la tesis
del problema, finalizando por tanto el razonamiento configural una vez establecen la congruencia de los
triangulos implicados en el razonamiento. Por ello, el razonamiento configural desemboca en truncamiento,
ya que ha proporcionado la “idea” que permite a los estudiantes resolver el problema.
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FIGURA 9
Razonamiento configural desarrollado por G02 al resolver P4

AD,: Asocian el AAB’C con el concepto
: de tridangulo equildtero, estableciendo la
] congruencia de los segmentos “48"" y

En relacién a la organizacién del discurso (Figura 10), observamos que el nivel global se compone de cinco
niveles o pasos locales.

Los estudiantes desarrollan los dos primeros pasos del razonamiento de forma anéloga: consideran como
hipétesis iniciales (hipétesis (1) e hipdtesis (2)) los datos proporcionados por el enunciado: “/os tridngulos
A ABC’ y A AB’C son equildteros”. Tras esto, los identifican en la configuracién inicial para aplicarles la
definicién de tridngulo equildtero (los lados y los dngulos de los tridngulos equildteros son congruentes) y
concluyen cada paso (conclusién local (1) y conclusion local (2)) estableciendo la congruencia de dos de los
lados de los tridngulos identificados.

En el tercer paso consideran como hipdtesis inicial (hipdtesis (3)) la informaciéon desprendida de la
subconfiguracién relevante identificada con el objetivo de encontrar condiciones que permitan obtener el
valor de los dngulos & CAC’y 4 BAB’ (pertenecientes a los tridngulos AABB’ y AACC’). Para ello, vuelven
a considerar el concepto de tridngulo equildtero (dato proporcionado por el enunciado) y lo aplican a la
subconfiguracién para obtener que los dngulos £ CAC’y £ BAB’ miden 60° mas el espacio que comparten
(que denominan “x”). Este hecho, les permite establecer la congruencia de los dngulos indicados (conclusién
local (3)).

En el cuarto paso, las hipdtesis iniciales consideradas son las congruencias de los segmentos BA yC A L de

los segmentos AC’y ABy de los 4ngulos & CAC’y & BAB’. Estas afirmaciones matemdticas que desempefian
el papel de conclusiones locales de los “pasos 1, 2 y 3” del razonamiento, pasan a ser hipétesis iniciales
(hipétesis (4)) de un nuevo paso de razonamiento (paso 4), produciéndose por ello, un cambio en el estatus
(de conclusién local a hipétesis) de las mismas que permite conectar los pasos de razonamiento considerados
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al superponerse en la organizacién discursiva. Entendemos que las hipétesis (4) son afirmaciones matemdticas
validadas previamente, ya que han sido obtenidas como resultado (conclusiones locales) de “pasos” de
razonamiento anteriores. Por tanto, se trata de condiciones vélidas que verifican la aplicacién de un criterio
de congruencia de tridngulos. En consecuencia, son consideradas como “adecuadas” para aplicar el criterio
de congruencia de tridngulos L-A-L (lado-dngulo-lado), hecho que permite al grupo concluir de forma local
(conclusién local (4)) que los tridngulos AABB’y AACC’ son congruentes.

En el quinto paso, la hipdtesis inicial (hipéStesis (5)) es la congruencia de los tridngulos AABB’ y
AACC’ (conclusion local (4)). Al considerar que ambos tridngulos son congruentes, “infieren” que tienen
todos sus lados y dngulos correspondientes son también congruentes, hecho que les permite concluir que los

segmentos BB’y CC’ son congruentes (conclusién local (5)), probando asi la tesis planteada. En este “paso” de
razonamiento, la conclusion local del “paso 4” pasa a desempenar el papel de hipétesis del “paso 57, ddndose
un cambio de estatus que permite a los estudiantes establecer la conclusién final (conclusién local (5)).

~

Pasa 4 {Nivel Local 4) ™\

Pase 5 (Nivel Local 5)

Paso 3 (Nivel Local 3)

1. Las cond iciones necesarias para

weard o Iifpeed s i w (4)

\
Los trigngulos equiliteros
tienen sus tres lados iguales

Paso 2 (Nivel Local 2)

Cone lusidn local (41

Nivel Global Discurso

Paso | (Nivel Loeal 1)

FIGURA 10
Organizacién del discurso generado por GO2 al resolver P4

La manera de proceder de los estudiantes respecto a los modos de expansién discursiva en este caso,
muestra que los tres primeros “pasos” del razonamiento se desarrollan de forma similar. Al inicio del
“paso 1” consideran los datos (hipétesis iniciales) proporcionados por el enunciado, por lo que comienzan
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identificando el tridngulo AABC’ al que asocian el concepto de tridngulo equildtero. Este hecho les permite
“acumular” informacién (de forma implicita) referente al tridngulo considerado, en particular, que tiene
todos sus lados iguales. Una vez disponen de dicha informacién, la congruencia de dos de sus lados en
particular, es consecuencia ldgica del hecho geométrico considerado (tridngulo AABC’ es equildtero). Por
ello, entendemos que en el “paso 1”7 se dan los modos de “acumulacion” (a partir de las hipétesis iniciales) y
“sustitucién” (que permite establecer la conclusién local).

De forma anéloga, en el “paso 27, identifican el tridngulo A AB’C al que aplican el concepto de tridngulo
equildtero (al considerar los datos proporcionados por el enunciado) que les permite establecer (de forma
implicita) la congruencia de sus lados, que les permite concluir el “paso” considerando la congruencia de dos
de sus lados en particular. Por tanto, en el “paso 2” se dan la “acumulacién” y la “sustitucion”.

En el “paso 3” los estudiantes comienzan extrayendo informacién a partir de la subconfiguracion relevante
identificada (formada por los tridngulos AABB’ y AACC’) con el fin de obtener el valor de los dngulos
4 CAC’'y 4 BAB’. Una vez consiguen “acumular” la informacion suficiente para ello, la utilizan de forma
légica para establecer la congruencia de ambos dngulos y establecer la conclusién del “paso 37, ddndose, por
tanto, los modos de “acumulaciéon” y “sustitucioén”.

En el “paso 47, los estudiantes no comienzan “acumulando” informacién extraida del enunciado o de
alguna subconfiguracién identificada, sino que “reutilizan” y “ordenan” la informacién generada en los
pasos anteriores (conclusiones locales (1), (2) y (3)), cambiando su estatus (y por ello su valor légico) al
considerarlas como hipétesis del criterio de congruencia de tridngulos a aplicar. Asi, establecen la congruencia
de los tridngulos AABB’ y AACC’ tras aplicar el criterio L-A-L, por lo que la conclusién es consecuencia
légica de los hechos geométricos generados previamente en otros pasos del razonamiento y la aplicacién de
un criterio de congruencia de tridngulos en particular. Por ello, en el “paso 4” se da inicamente el modo de
sustitucion.

El “paso 57 se desarrolla de forma similar al “paso 4”. Los estudiantes vuelven a establecer relaciones logicas
a partir de la conclusion local (4) (congruencia de los tridngulos AABB’ y AACC’), cambiando su estatus al
de hipdtesis (5) para finalizar en una afirmacién matematica con estatus de conclusién local (5), y, ademds, en
este caso, de conclusion final. De esta manera, en los “pasos 4y 5” se da unicamente el modo de sustitucion,
ya que el discurso sigue un orden légico, en el que cada afirmacién es consecuencia légica de la anterior y que
desemboca en la tesis solicitada.

4.2.Conjetura sin demostracién y organizacién discursiva

Para ilustrar los resultados obtenidos para el desenlace conjetura sin demostracién, reutilizaremos el ejemplo
mostrado en el apartado de andlisis (Figura 4).

Los estudiantes comienzan el razonamiento configural (Figura 5) dibujando la altura del tridngulo AABC
sobre el segmento AC, hecho que les lleva a considerar dos tridngulos rectingulos (AAOF y ACOF) con
un lado en comtn (OF ). Consideran que la altura trazada divide el segmento AC en dos partes iguales
(mediatriz) y el dngulo & AFC en dos dngulos iguales (bisectriz), lo que les lleva a establecer que los tridngulos
identificados (AAOF y ACOF) tienen dos d4ngulos congruentes ( 4 AOF £ COF y 4 AFO 4 CFO) y un

lado en comiin (OF ). Este hecho, les permite considerar y aplicar el criterio de congruencia “4-L-A” (angulo-

lado-4ngulo), estableciendo la congruencia de ambos tridngulos y por tanto de los segmentos AF y CF,
demostrando asi la tesis planteada.

Para el caso descrito, aunque los estudiantes son capaces de probar el hecho geométrico que se les solicitaba
en el problema, fundamentan el razonamiento desarrollado en dos conjeturas no demostradas previamente:
(1) suponen que la altura es mediatriz del segmento AC y (2) también bisectriz del 4ngulo 4 AFC. Estas
afirmaciones tampoco se desprenden de las hipétesis iniciales, ya que, en ningin momento, se indica que el
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triangulo AABC es is6sceles, caso para el que las conjeturas detectadas serfan vélidas. Por tanto, concluimos
que el razonamiento configural desemboca en “conjetura sin demostracién”.

Respecto al discurso escrito (Figura 6), identificamos que el nivel global del proceso discursivo se compone
de dos niveles locales (pasos). Los estudiantes no consideran en ningin momento los datos (hipétesis)
proporcionados por el enunciado. Comienzan el primer paso extrayendo informacién de la subconfiguracién
relevante identificada con el fin de encontrar condiciones a verificar que les permita aplicar un criterio de
congruencia de tridngulos. Esta informacion extraida es utilizada en forma de tres afirmaciones matematicas
o condiciones que serdn utilizadas para aplicar un criterio de congruencia de tridngulo (definicién/teorema/
propiedad (1)). Dichas condiciones, debido al trazado inicial de la altura del tridngulo AABC en la
configuracién inicial, se hacen relativamente “evidentes” y facilmente verificables considerando las dos
conjeturas anteriormente descritas. Este hecho les permite aplicar el criterio de congruencia “4-L-A” (dngulo-
lado-4ngulo), que posibilita al grupo concluir (localmente), que los dos tridngulos considerados al inicio del
paso son congruentes.

En el segundo paso de razonamiento, la conclusién local (1) (congruencia de los tridngulos AAOF y
ACOQF) pasa a desempenar el papel de hipétesis inicial (2), a partir de la que “infieren” que en dos tridngulos
congruentes, todos sus lados y angulos correspondientes, son congruentes también, concluyendo que los
segmentos AF y CF son congruentes (conclusién local (2)). Por tanto, se produce un cambio de estatus:
la conclusién (local) del “paso 1” pasa a desempefiar el rol de hipdtesis del “paso 2”, permitiendo a los
estudiantes finalizar el “paso 2” estableciendo otra conclusién local (2), que es, ademds, la “conclusién final”
del razonamiento llevado a cabo (tesis a demostrar).

La manera de proceder de los estudiantes en este caso, pone de manifiesto que los alumnos “acumulan”
informaci6n al inicio del “paso 17, ya que extraen informacién (condiciones a verificar) a partir de la
subconfiguracion identificada, sin un orden légico, inicamente con el objeto de poder aplicar un criterio de
congruencia (aunque fundamentado en conjeturas no demostradas). Tras esto, los estudiantes ordenan la
informacién obtenida y consideran aquella informacién que les permite aplicar el criterio de congruencia
de tridngulos identificado (condiciones verificadas), por lo que se da un cambio del estatus légico de la
informacion utilizada para aplicar dicho criterio de congruencia, dindose el modo de sustitucién. Esto es
asi ya que establecen la congruencia de los tridngulos identificados a partir de la aplicacién del criterio
A-L-A, es decir, la conclusién establecida es consecuencia légica de los hechos geométricos (condiciones
verificadas) generados previamente (aunque basados en conjeturas no demostradas previamente) y el criterio
de congruencia aplicado, dindose un orden légico y secuencial del discurso. Por ello, en el “paso 17 se dan
los modos de acumulacién y sustitucion.

En el “paso 2, inicamente se da el modo de sustitucidn, ya que sélo se establecen relaciones 16gicas a partir
de la informacién generada en el “paso 1” (congruencia de tridngulos) para finalizar en una afirmacién con
status de conclusion local (2) (lados congruentes). De esta forma, la expansién del discurso por sustitucion, se
realiza con un orden légico, donde cada afirmacién involucrada es consecuencia de la anterior, concluyendo
en la tesis solicitada.

4.3.Bucle y organizacién discursiva

En la figura 11 mostramos la respuesta de GO1 a P4 cuyo razonamiento configural desemboca en “bucle”.
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Sobre los lados AB y AC del triangulo AABC se
construyen los tridngulos equiliteros AABC’y AAB'C.
Demuestre que los segmentos BB"y CC” son iguales. Respuesta:

FIGURA 11
Respuesta a P4 dada por GO1

Los estudiantes inician el razonamiento configural identificando y dibujando la subconfiguraciéon formada
por los tridngulos AB’CB y AC'CB (AQOy) (Figura 12). A partir de la subconfiguracién detectada, realizan
tres ciclos coordinados de aprehensiones operativa/discursiva con la finalidad de extraer informacion de la
misma.

En el primer ciclo (Figura 12) (AO;/AD)), consideran el segmento CB como lado comun de los tridngulos
identificados, asociando este hecho geométrico (de forma implicita) con la propiedad reflexiva, que les
permite establecer la congruencia de dicho segmento “consigo mismo”.

En el segundo ciclo (AO,/AD,), consideran los 4ngulos 4 C’FBy 4 B’FC opuestos por el vértice “F”,
asocidndolos con la propiedad de que dngulos opuestos por el vértice son congruentes, estableciendo la
congruencia de los dngulos considerados.

Respecto al tercer ciclo (AO3/AD3), consideran los segmentos FBy FC a los que asocian (de forma errénea)
su congruencia.

Una vez establecen las tres afirmaciones matemdticas indicadas, no contindan con la resolucién del
problema, entrando en una situacién de bloqueo, por lo que el razonamiento configural desemboca en
“bucle”. Los estudiantes establecen una afirmacién matemética errénea (” FB= FC” ) y otra que carece de
sentido, de utilidad, ( & C’FBy & B’FC) si consideramos la subconfiguracion inicial identificada. Este hecho
indica que el grupo ha intentado asociar algin criterio de congruencia de tridngulos con la subconfiguracion
inicial identificada (tridngulos AC'FB y AB'FC), que les permitiria demostrar la tesis planteada, ya que

ambos tridngulos contienen los segmentos BB ’ y CC " de los que se debe demostrar su congruencia. Para ello,
han pretendido verificar condiciones en la subconfiguracién inicial identificada para aplicar un criterio de
congruencia, lo que les ha conducido a realizar tres ciclos coordinados de aprehensiones operativa/discursiva.
Sin embargo, las condiciones extraidas, no verifican ningtn criterio de congruencia para la subconfiguracion
identificada, por lo que entran en un estado de bloqueo.
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FIGURA 12
Razonamiento configural desarrollado por GO1 al resolver P4

Por otro lado, el nivel global de la organizacién del discurso (Figura 13) se solapa con el nivel local, ya que
encontramos un unico “paso” en el discurso generado.
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FIGURA 13
Organizacion del discurso generado por GO1 al resolver P4
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Esto se debe a que las afirmaciones matemdticas establecidas se sittan dentro del mismo nivel local de
organizaci6n del discurso. Como estas afirmaciones no verifican ningn criterio de congruencia que puedan
aplicar a la subconfiguracién identificada, los estudiantes no concluyen el “paso” iniciado, no generando més
discurso escrito. Por tanto, no se produce un cambio en el estatus operativo de las afirmaciones involucradas,
ya que no son capaces de finalizar el “paso” analizado con una afirmacién matemadtica con estatus de
“conclusion local” a partir de las afirmaciones con estatus de “hip6tesis”.

Respecto al modo de expansién del discurso, encontramos que solo se da el modo de acumulacién, ya que
los estudiantes extraen informacién de la subconfiguracion identificada sin importar la que sea, con el objeto
de aplicar un criterio de congruencia. De hecho, de esa informacién “acumulada” en forma de condiciones
a verificar, una de ellas es errénea y la otra no es util, por lo que no pueden aplicarse a ningun criterio de
congruencia.

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestro objetivo es analizar el cambio de estatus de las diferentes afirmaciones matematicas que componen
el proceso discursivo en la resolucién de problemas geométricos de probar. En particular, cémo se desarrollay
organiza el discurso escrito (respuesta) que permite comunicar la solucién al problema con el fin de identificar
relaciones con los desenlaces del razonamiento configural.

El razonamiento configural desemboca en truncamiento cuando los ciclos coordinados de aprehensiones
operativas y discursivas permiten a los estudiantes “acceder” a la forma en que se resuelve el problema de
formalégico-deductiva. Los resultados ponen de manifiesto que una vez cesan estos ciclos, los estudiantes han
establecido las afirmaciones matematicas que permiten resolver el problema. En ese momento, los estudiantes
dejan de considerar la/s configuracién/es geométrica/s identificada/s para finalizar el problema estableciendo
relaciones légicas entre las afirmaciones matematicas involucradas, desarrollando, por tanto, en la parte final
del discurso escrito, un razonamiento independiente de cualquier subconfiguracién geométrica identificada
(Duval, 2016a), que permite a los estudiantes probar la tesis planteada. Por este motivo, consideramos que
el papel de la configuracién inicial va cambiando, desempefiando una funcién heuristica (proporcionar
estrategias de resolucion en funcién de las subconfiguraciones identificadas) durante el razonamiento
configural, para pasar a un papel sinéptico (mostrar elementos geométricos relacionados entre si de forma
conjunta) una vez cesan los ciclos entre aprehensiones.

A pesar de lo anterior, se nos plantea cierta ambigiiedad para detectar con precisién el momento en el que
se produce el truncamiento. En el caso mostrado en la figura 9, los estudiantes una vez han establecido las
tres afirmaciones que permiten resolver el problema, los ciclos del razonamiento configural cesan, puesto que
las afirmaciones matemdticas establecidas son suficientes para probar el hecho geométrico solicitado en el
problema. Sin embargo, el momento en el que los estudiantes son “conscientes” de cémo resolver el problema
podria darse, por ejemplo, en el tercer ciclo del razonamiento configural, ya que el hecho de establecer las
afirmaciones matemadticas (1) y (2) (Figura 9) a partir de las subconfiguraciones identificadas puede, de
forma implicita o indirecta, hacer “visible” la forma de resolver el problema antes de establecer la afirmacién
matematica (3) (Figura 9) necesaria para aplicar el criterio de congruencia de tridngulos. Por tanto, los ciclos
coordinados de aprehensiones operativas y discursivas, pueden proporcionar a los estudiantes “la idea” que
permite resolver el problema de forma légico-deductiva, incluso antes de establecer todas las condiciones o
relaciones necesarias que permitan finalizar el proceso de prueba. Este hecho hace menos evidente y claro el
momento en el que se da el truncamiento en problemas geométricos de probar que en problemas geométricos
empiricos (Saorin, Torregrosa y Quesada, 2017b).

Para los desenlaces conjetura sin demostracién y bucle mostrados, observamos que los estudiantes no
consideran las hipétesis iniciales proporcionadas por el enunciado. Este hecho parece estar relacionado
con la subconfiguracién relevante considerada en el proceso de resolucién del problema. En el desenlace
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“bucle” (Figura 12) los estudiantes consideran la subconfiguracién complementaria a la subconfiguracion
relevante necesaria para resolver el problema, que les lleva a establecer una afirmacién matematica errénea
“FB =FC ” y otra sin utilidad “ 4 C’FBy 4 B'FC”, que les conduce a una situacién de bloqueo (bucle)
del razonamiento configural al no poder aplicar ningtin criterio de congruencia de tridngulos. En este caso,
la subconfiguracién estd formada por dos tridngulos que presentan caracteristicas mds “familiares” para los
estudiantes que los que componen la subconfiguracién relevante que permiten solucionar el problema. En
el desenlace conjetura sin demostracién (Figura 5) los estudiantes trazan la altura al tridngulo inicial, que
les permite identificar los tridngulos AAOF y ACOF y establecer dos conjeturas sobre las que basan su
razonamiento. Aqui, es evidente que asocian el tridngulo inicial con la representacién “estandar” de triangulo
isdsceles, que les lleva a trazar su altura y establecer dos conjeturas vélidas para este tipo de tridngulos, aunque
no hayan sido demostradas previamente. Por tanto, se hace patente la influencia de las configuraciones
“familiares” o “prototipicas” (Clemente, Torregrosay Llinares, 2015; Saorin, Torregrosay Quesada, 2017b)
en la identificacién de subconfiguraciones relevantes, que puede conducir a un razonamiento no basado en
las condiciones (datos) impuestas por el enunciado y, por tanto, desembocar en una solucién no vélida (o
erronea) o en una situacion de bloqueo. Este hecho pone de manifiesto que los estudiantes serdn capaces
de iniciar el razonamiento configural con mayor facilidad al identificar configuraciones relacionadas con los
conocimientos geométricos previamente adquiridos (Gal, Linchevski, 2010).

5.1.La necesidad del cambio de estatus en el proceso de prueba

Los resultados sugieren que cuando se produce un cambio de status de las afirmaciones matematicas que
componen el razonamiento, el razonamiento configural desemboca en “truncamiento” o “conjetura sin
demostracién”. Este hecho permite a los estudiantes dar una solucion al problema, independientemente de
si ésta es valida, basada en conjeturas sin demostrar o errénea. Por contra, cuando el cambio de estatus de las
afirmaciones matemdticas no se da, el razonamiento desarrollado entra en una situacién de bloqueo (bucle),
no permitiendo a los estudiantes emitir solucién alguna al problema.

En el caso del truncamiento mostrado, tenemos que en los “pasos 1,2 y 3” (Figura 10) del razonamiento,
los estudiantes establecen tres afirmaciones matematicas validas con estatus de conclusién local. Tras esto,
otorgan a las conclusiones locales (1), (2) y (3) el rol de hipétesis iniciales del “paso 4” (Figura 10) del
razonamiento. Este cambio de estatus de conclusién local (1), (2) y (3) a hipétesis (4) iniciales, les permite
iniciar un nuevo paso de razonamiento que finaliza con otra afirmacién con estatus de conclusion local (4).
Nuevamente, generan otro “paso” de razonamiento (“paso 5”) a partir de un nuevo cambio de estatus de la
afirmacién con estatus de conclusién local (4), que les permite establecer una nueva afirmacién con estatus
de conclusion local (5), que ademas es la solucién (vélida) al problema.

Para el caso de conjetura sin demostracién (Figura 6), observamos que el “paso 1”7 de razonamiento
comienza con la identificacién de una subconfiguracién geométrica que permite a los estudiantes inferir tres
hechos geométricos (dos de ellos no demostrados previamente) que son utilizados como hipétesis iniciales
(1). Estainformacién extraida es utilizada en forma de tres afirmaciones matemdticas o condiciones que serdn
utilizadas para aplicar un criterio de congruencia de tridngulos que finaliza con una afirmacién con estatus de
conclusién local (1)). Tras esto, otorgan a la conclusién local (1) el papel de hipdtesis del “paso 27, dotando
adicha afirmacién de un estatus diferente a la inicial. Este cambio de conclusién local a hip6tesis, les permite
generar un nuevo paso de razonamiento que finaliza con otra afirmacién con estatus de conclusién local (2),
que ademds es la conclusién final (no vélida) al problema.

Por ello, el lugar que ocupan las afirmaciones matemdticas en la organizacién discursiva, viene determinado
por sus estatus (hipétesis, definicién/teorema/propiedad y conclusién), es decir, por el papel particular que
desempenan en cada “paso” del razonamiento. Esto implica que, para construir una prueba, es necesario
organizar las afirmaciones matemadticas dentro de cada paso deductivo segtin la secuencia indicada. Es decir,
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en cada “paso” de razonamiento se articulan las diferentes afirmaciones matemdticas implicadas atendiendo
a su estatus, hecho que lleva a la “transformacion” de las hipétesis iniciales de cada “paso” de razonamiento
en conclusiones locales con valor légico mediante un cambio de estatus, realizado a partir de la consideracion
de propiedades, definiciones, teoremas o inferencia de informacién (en el contexto del problema).

Por otro lado, el cambio de estatus de las afirmaciones involucradas en el proceso de prueba es una
condicién necesaria para que el razonamiento configural permita establecer una solucién vélida. Sin embargo,
no es una condicion suficiente, tal y como se refleja en el caso de la conjetura sin demostracién (Figura 6), en
el que las afirmaciones establecidas a partir de las subconfiguraciones identificadas permiten la construccion
de un proceso deductivo que desemboca en una conclusién, aunque no vélida, ya que se basa en afirmaciones
no demostradas previamente. Por tanto, el cambio de estatus de las afirmaciones involucradas en el desarrollo
de la prueba es una condicién necesaria, pero no suficiente, para que el razonamiento configural desemboque
en una solucién valida, no basada en conjeturas sin demostrar. Se hace patente de nuevo, la influencia
cjercida por la subconfiguracion relevante identificada (Mesquita, 1998; Clemente y Llinares, 2015; Llinares
y Clemente, 2014; Clemente, Torregrosa y Llinares, 2015; Clemente, Llinares y Torregrosa, 2017; Saorin,
Torregrosay Quesada, 2017b) en el proceso de prueba. Lo que si estd directamente relacionado con el cambio
de estatus, es que permite el desarrollo de un proceso 16gico-deductivo en el que los estudiantes son capaces
de dotar de diferentes roles a los hechos geométricos involucrados en el proceso de prueba, aunque pueda
estar fundamentado en afirmaciones anteriores erréneas o no vélidas en el contexto del problema.

5.2.Construccion del discurso que comunica la prueba

Los resultados evidencian que las afirmaciones establecidas mediante el modo de “acumulacién” son
enunciadas con el objetivo de extraer informacidn relacionada con el problema a resolver, ya sea a partir del
enunciado (hipdtesis iniciales) o inferida de la subconfiguracién identificada. Estas afirmaciones no siguen
un orden preestablecido, pudiendo ser establecidas en cualquier orden al estar relacionadas solo por su
contenido, por lo que no influyen en el desenlace del razonamiento desarrollado a posteriori, presentando
tinicamente valores epistémicos y semdnticos. Son afirmaciones matemdticas utilizadas como argumentos
dentro del “contexto” de resolucién de los problemas. De esta forma, podriamos asociar el desenlace bucle
del razonamiento configural con el hecho de que se manifieste Gnicamente el modo de acumulacién en
un razonamiento, ya que las caracteristicas descritas para las afirmaciones enunciadas mediante este modo
discursivo, describen a la perfeccién las de las afirmaciones establecidas en la resolucién de P4 por parte de
GO1 (Figura 13), cuyo razonamiento configural finaliza en bucle.

Por otro lado, el modo de “sustitucién” muestra la utilizacién de afirmaciones matematicas que forman
parte de un proceso de razonamiento légico-deductivo que conduce a los estudiantes a dar una solucién
al problema (correcta o no), manifestindose en los desenlaces truncamiento (Figuras 10) y conjetura sin
demostracién del razonamiento configural (Figura 6). En ambos casos, el proceso de construccién del
discurso sucede de forma andloga, a pesar de que en el caso del desenlace conjetura sin demostracion
presentado, el razonamiento desarrollado se basa en conjeturas no demostradas previamente. Cada “paso”
de razonamiento se inicia mediante una “fase de acumulacién” de informacién que permite establecer
afirmaciones con valores epistémicos y semdnticos, para concluirlo con una “fase de sustitucién”, en el que
las afirmaciones adquieren, ademads, un valor 16gico. En aquellos “pasos” en los que se dan ambos modos
de expansién discursiva, los estudiantes siguen considerando la subconfiguracién identificada, a pesar de
que las conclusiones locales se obtienen mediante procesos l6gico-deductivos. Una vez los estudiantes,
poseen toda la informacién necesaria (en forma de conclusiones locales) para resolver el problema, inician
“pasos” de razonamiento en los que se manifiesta tunicamente el modo de sustitucion. En estos “pasos”, las
hipétesisiniciales no provienen de la “acumulacién” de informacién inferida de la subconfiguracién relevante
identificada, sino que son afirmaciones matemadticas dotadas de un valor légico en “pasos” anteriores, en las
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que se produce un cambio de estatus que permite continuar con el razonamiento conducente a obtener una
solucién al problema. Tal y como indica Duval (1999), se da un proceso de encadenamiento por reutilizacion
de afirmaciones matematicas, hecho que garantiza la continuidad entre dos pasos de un razonamiento légico-
deductivo. Por ello, consideramos que los valores semdnticos y epistémicos de las afirmaciones matemdticas
establecidas pueden vincularse al modo de acumulacién, del mismo modo que el valor 16gico puede vincularse
al modo de sustitucién, en consonancia con los resultados de Robotti (2012).

Por tanto, y como respuesta a las cuestiones planteadas al inicio del estudio, consideramos que para generar
un razonamiento légico-deductivo que finalice en una solucién vilida a problemas de prueba en contexto
geométrico, €s necesario que:

1. Cesen los ciclos de aprehensiones operativas y discursivas (finalice el razonamiento configural)
para dar paso a un razonamiento légico-deductivo que permite finalizar el razonamiento
desarrollado con la prueba requerida, generando un razonamiento independiente de cualquier
proceso de visualizacion. Este hecho indica, ademas, que el papel de la configuracién inicial cambia,
ya que inicialmente desempefia un papel heuristico y cuando finaliza el razonamiento configural
pasa a desempeniar un papel sindptico.

2. Se produzca un cambio en el estatus de las afirmaciones matemdticas involucradas en el
razonamiento conducente a la prueba que permita, a una afirmacién matemdtica, desempefiar
diferentes roles en el proceso de razonamiento, independientemente de si es obtenida como
resultado del proceso de coordinacién entre aprehensiones (razonamiento configural) o bien, de
forma légico-deductiva a partir de otras afirmaciones anteriormente demostradas.

3. El discurso escrito (entendido como proceso argumentativo) que permite comunicar la solucién
al problema, se desarrolle desde el modo de acumulacién al modo de sustitucién. En los
primeros niveles locales encontramos ciclos de acumulacién-sustitucién que permiten establecer
afirmaciones matemadticas a partir del contexto de resolucién. Unavez se obtienen las afirmaciones
necesarias para resolver el problema, los siguientes niveles locales se desarrollan por sustitucion,
ya que los estudiantes “reutilizan” dichas afirmaciones para concluir el problema mediante un
proceso légico-deductivo. Asi, el nivel global de la organizacién discursiva, comienza con la
acumulacién de informacién (inicio del primer nivel local del discurso) que desencadena el
proceso de razonamiento para finalizar con la comunicacién de la solucién (conclusién del tltimo
nivel local del discurso) mediante el modo de sustitucién.

Sin embargo, éstas condiciones pueden no ser suficientes, ya que la influencia de la subconfiguracién
relevante identificada se hace patente en el proceso de razonamiento desarrollado. En este sentido, la
argumentacién desempefia un papel importante como enlace entre los diferentes ciclos de aprehensiones del
razonamiento configural y el discurso escrito generado al resolver problemas geométricos de prueba, hecho
que seria interesante desarrollar en trabajos posteriores.
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