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SARA PascuaL P1zAaRrO

UNA SECUENCIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA
DE LA TRANSFORMACION LINEAL:
UNIFICACION DE METODOS Y PROBLEMAS,
MODELIZACION Y EXPLICITACION DEL APRENDIZAJE

A DIDACTIC SEQUENCE IN THE TEACHING OF LINEAR TRANSFORMATION:
UNIFICATION OF METHODS AND PROBLEMS, MODELING AND EXPLANATION OF LEARNING

RESUMEN

Este trabajo contribuye, por un lado, a determinar las PALABRAS CLAVE:
implicaciones didacticas de un andlisis epistemolégico
sobre la generalidad de métodos econdmicos y analogos
en la resolucion de problemas de cardcter lineal y, por otro
lado, a construir y evaluar una secuencia didactica que haga
entender mejor por los estudiantes el significado de un
concepto unificador y ayudar a la movilizacién espontanea
de sus propiedades por la exposicion a una serie de problemas
que recurren a diferentes marcos matematicos (numérico,
geométrico, fisico y analitico). La articulacién tedrica
concierne a la Modelizacion y la Dualidad proceso/objeto en
la formacion del concepto. Nos inspiramos en una ingenieria
didactica para presentar una parte de los resultados de nuestra
investigacion. Estos resultados se refieren a los niveles de
explicitacion y a las competencias desarrolladas en el uso de
las habilidades técnicas y métodos matematicos que ayudan a
explicitar el proceso de formacion de la nocion.

- Ingenieria diddctica

- Secuencia didactica

- Modelo unificador

- Competencias de
modelizacion

- Niveles de explicitacion

ABSTRACT

This work contributes, on the one hand, to determine the KEY WORDS:
didactic implications of an epistemological analysis on
the generality of economic and analogous methods in the
resolution of problems of linear caracter. On the other hand, to
construct and to evaluate a didactic sequence that makes the
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students understand better the meaning of a unifying concept  _ ; ,,.01¢ of o
and to help to the spontaneous mobilization of its properties communication ©
by the exposure to a series of problems that resort to different ©
mathematical frameworks (numerical, geometric, physical o ©
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272 S. PASCUAL PIZARRO

and analytical). The theoretical articulation concerns the
Modelling and process/object duality in the formation of the
concept. We are inspire by a didactic engineering to present
a part of the results of our research. These results refer to the
levels of explicitness and to the competences developed in the
use of technical skills and mathematical methods that help to
make explicit the process of formation of the notion.

RESUMO

Este trabalho contribui, por um lado, para determinar as
implicagdes didacticas de uma analise epistemologica
sobre a generalidade dos métodos econdomicos e analogos
na resolu¢do de problemas de caracter linear e, por outro
lado, para construir e avaliar uma sequéncia didactica que
faca compreender melhor pelos estudantes o significado de
um conceito unificador e ajuda a mobilizagdo espontinea
das suas propriedades através da exposicdo a uma série de
problemas que recorrem a diferentes quadros matematicos
(numérico, geométrico, fisico e analitico). A articulacdo
teorica concerne a Modelizagdo e a Dualidade de processo/
objeto na formagdo do conceito. Somos inspirados por uma
engenharia didéctica para apresentar uma parte dos resultados
da nossa investigagdo. Estes resultados se referem aos niveis
de explicitacdo ¢ as competéncias desenvolvidas na utilizagao
de habilidades técnicas e métodos matematicos que ajudam a
tornar explicito o processo de formagao da nogao.

RESUME

Ce travail contribue, d’une part, a déterminer les implications
didactiques d’une analyse épistémologique sur la généralité
des méthodes économiques et analogues dans la résolution de
problémes de caractere linéaire et, d’autre part, a construire et
a évaluer une séquence didactique qui fait mieux comprendre
aux ¢éleves la signification d’un concept unificateur et aide a
la mobilisation spontanée de ses propriétés par ’exposition
a une série de problémes qui font appel a différents cadres
mathématiques (numérique, géométrique, physique et
analytique). L’articulation théorique concerne la modélisation
et la dualité processus/objet dans la formation du concept.
Nous nous inspirons d’une ingénierie didactique pour présenter
une partie des résultats de nos recherches. Ces résultats font
référence aux niveaux d’explicitation et aux compétences
développées dans ’utilisation des aptitudes techniques et des
méthodes mathématiques qui contribuent a rendre explicite le
processus de formation de la notion.
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1. INTRODUCCION

Como otros conceptos del algebra lineal, la ensefianza de la Transformacion
Lineal (TL) opera mas centrada sobre la aplicacion directa del algoritmo de
resolucion que el uso de su funcionamiento implicito. Esto, debido a un contrato
explicito de modelizar el problema lineal con la ecuacion “general” T(,)=v
como un modelo inicial, privilegiado y estudiado de forma continua, donde los
esfuerzos empleados contribuyen soélo al aprendizaje de técnicas asociadas a
la resolucion de problemas tratables en R”. Segun los estudios (Dorier, 2000a;
Harel, 2000; Hillel, 2000; Sierpinska, 2000) se trataria de una ensefianza de
matematicas que no contempla una abstraccion de los objetos ya abstraidos
con la TL. En efecto, Chevallard (1998) nos advierte de este fendmeno de
algoritmizacion, que se hace visible cuando se pretende aumentar la eficacia y
promover la transparencia del nuevo objeto ensefiado; introducido y justificado
por ideas que segun los profesores consideran ser tan simples. Dorier (2000a,b)
advierte que la ensefnanza del algebra lineal universalmente es reconocida como
dificil. El profesor que tiene que ensefiar algebra lineal, pero, para los estudiantes
los conceptos funcionan de manera parcial y diferentes segiin los dominios
(fisico, geométrico, numérico, grafico, analitico u otros). Por consiguiente,
las integraciones estan incompletas, lo han demostrado Legrand (2003) como
Dorier, Robert, Robinet, Rogalski (Dorier, & al., 2000) a proposito del algebra
lineal (Dorier, 2000a,b) y Bloch (2006). Segun estos autores, las situaciones
para conceptos unificadores estdn poco presentes en los manuales y en la
ensefianza, y, por lo tanto, tienen un caracter inédito que les confiere una cierta
complejidad (Brousseau, 2010). Esta constatacion nos ha llevado a preguntarnos
sobre el rol unificador de la TL! de su uso eficaz y simplificador en variados
dominios, internos y externos al algebra lineal, donde su aplicacion puede ser
creadora de desequilibrios de la generalidad que se trata de compensar. El rol
unificador de este concepto lo comprendemos en el mismo sentido que Dorier,
Robert, Robinet, Rogalski (Dorier, & al., 2000), esto es que la TL unifica los
métodos de resolucion aplicados en su forma primitiva, en un modelo general.

' Banach (1932) destaco el interés de un enfoque sintético de los espacios funcionales siendo

una de las razones esenciales de la explicitacion de la estructura algebraica de estos espacios.
Impuso el enfoque axiomatico en el analisis funcional y en la introduccion de su libro “Teoria
de operadores lineales”, justifica el interés del enfoque adoptado por la ganancia que aporta el
aspecto unificador de la estructura algebraica y de los operadores lineales: establecer teoremas en
un marco general, luego especificarlos para cada espacio vectoriales y de funciones que verifican
algunos axiomas. Este aspecto unificador, permitié a Banach resolver nuevos problemas que no
podrian haberse abordado en el marco analitico.
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274 S. PASCUAL PIZARRO

Desarrollamos este trabajo en el marco de un proyecto de tesis doctoral cuyo
objetivo es estudiar una nueva manera de ensefiar la transformacion lineal, para
que lanocion adquirida por los estudiantes sea utilizada con sentido y propiedades
propias y en conexion con otros dominios y conceptos matematicos (Pascual,
2013). Para conseguir esto, proponemos desarrollar y evaluar otra manera factible
de ensefiar la TL, pensando en una secuencia de tareas que hagan emerger el rol
unificador de la transformacion lineal.

2. Marco TeOrICO

2.1. Analisis historico de la transformacion lineal

El nacimiento y la evolucion del concepto de la transformacion lineal puede ser
asociado, inicialmente al de transformaciones de figuras geométricas o de curvas.
Sin embargo, durante mucho tiempo la tnica transformacion lineal conocida fue
la proyeccién. Euler (1770)* amplia este estudio geométrico con un cambio de
ejes ortogonales en dos y tres coordenadas cuyos resultados fueron los primeros
sobre transformaciones ortogonales, y lo generaliza a un numero cualquiera de
coordenadas. A posterior, Lagrange (1773)? interesado en los nimeros naturales
que pueden ser representados por una forma cuadratica de dos variables con
coeficientes enteros, le lleva a examinar los cambios de coordenadas (llamadas a
la época sustituciones lineales) para la transformacion de formas cuadraticas de
dos variables, con sustituciones lineales de las variables. En su interés por estas
sustituciones, observa que las sustituciones necesariamente deben ser lineales para
que el resultado de la transformacion sea una forma cuadratica y ademas deje
invariantes ciertas propiedades de la forma cuadratica original.

En consecuencia, lo que determina las analogias se basa mas bien en los
problemas quehay queresolverporsobreunenfoquetedricoestructural entre objetos
o conjuntos. Analogia, que motivo a establecer una clasificacion de problemas,
lo que se traducia en la busqueda de invariantes Asi, encontramos que, el nivel
mas simple de busqueda de invariantes es hacer intervenir la linealidad sobre las
variables por medio de sustituciones lineales en el cuadro algebraico.

Luego, Gauss (1795)%, en Disquisitiones Arithmeticae, utilizando
sustituciones lineales generaliza los trabajos de Lagrange a formas cuadraticas
de tres variables. Fue el primero en introducir una notacion en forma de “arreglo
rectangular” de las formas cuadraticas que se asemeja a la actual notacion matricial
de las formas cuadraticas, notacion que también utiliza para las sustituciones
lineales, y que Euler generaliza para sustituciones lineales de n coordenadas.

(co) Relime, Vol. 23 (3), Noviembre de 2020



UNA SECUENCIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA DE TRANSFORMACION LINEAL 275

En el mismo afo, Gauss y Euler (Euler, 1798, pp. 306-309)? realizan notables
trabajos en contribucion al estudio de sustituciones lineales. Lo novedoso es el
sentido operatorio que les dan a las sustituciones lineales al establecer que la
compuesta de dos sustituciones lineales es todavia una sustitucion lineal, donde la
operacion de compuesta en la actualidad corresponde al producto de matrices.

Posteriormente, Eisenstein en su memoria (1844-1845)? sobre formas
cubicas de tres variables con coeficientes enteros, introduce una representacion
que llamo sistemas para las sustituciones lineales, cuya notacion es casi idéntica
a la notacion actual de matriz y profundiza la operacionalidad de estos sistemas.
Al igual que Lagrange y Gauss, el interés por la aritmética lo lleva a interesarse
por los sistemas de determinante 1 y utiliza la expresion de la compuesta de dos
sistemas, que corresponde a la expresion de la compuesta de TL (o en términos
matriciales, al producto matricial), y observa que este producto o compuesta no es
conmutativo. Ademas, utiliza un sistema inverso de un sistema de determinante
igual a 1 y observa que este sistema inverso tiene coeficientes enteros (por el
hecho que el determinante es 1) y utiliza la notacién]g para designar el sistema
inverso del sistema S de determinante 1. Este sistema inverso es lo que actualmente
corresponde a la inversa de una matriz de determinante 1. Con estos resultados
¢l escribe nuevas expresiones algebraicas que contienen sustituciones lineales y
multiplicacion (lo que era innovador a la época). Utiliza métodos algebraicos para
resolver la ecuacion SxX=S", con Sy S” sustituciones lineales, que corresponde a
los sistemas de ecuaciones lineales de determinante 1.

En un plano paralelo se encuentran las ecuaciones diferenciales lineales,
ambas materias de sistemas de ecuaciones lineales y ecuaciones diferenciales
lineales serian un motor principal en el avance de la teoria de determinantes y
de la teoria lineal. La solucidon general de la ecuacion diferencial lineal se obtiene
como la suma de una solucion particular y la solucidon general de la ecuacion
diferencial homogénea asociada, guardando la misma expresion que la solucion
general de un sistema de ecuaciones lineales numéricas. Esta representacion, de
la solucion general de sistemas lineales, numéricos o diferenciales, se inscribe en
un modelo lineal, que en términos actuales, se expresa como 7(,)=v con I una
transformacion lineal.

En 1858, Cayley? reune todos estos resultados sobre matrices cuadradas y
rectangulares que define como arreglos cuadrados de cantidades, precisando la
suma, la multiplicaciéon por un nimero y el producto de matrices cuadradas, y
describe las principales propiedades que, actualmente, corresponde a la estructura
algebraica de dlgebra del conjunto de las matrices cuadradas del mismo orden.

2 Dorier, I. L. (Ed.). (2000a).
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276 S. PASCUAL PIZARRO

Ademas, podemos considerar que el concepto transformacion lineal es
una concepcion que integra distintos contextos lineales, sacados de dominios
aritméticos, algébricos o geométricos, pero también de problemas fisicos que
conducen al estudio de resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
(cuerdas vibrantes, problemas de amortiguacion, etc.).

2.2. La modelizacion matematica y la unificacion de problemas y métodos: la TL
como herramienta unificadora

La modelizacion matematica permite el pasaje del problema contextualizado
a una forma manipulable por las herramientas matematicas, llamada modelo
matematico. Lo que tipicamente implica, pero no exclusivamente, una definicién
de las variables, de los pardmetros, y una puesta en ecuaciones. En la trilogia
de Astolfi y Drouin (1992), segin Dupin (1996), el modelo que resulta de la
modelizacion matematica retiene en primer lugar la dimension formal.

Chevallard (1989) habla de “matematizado” para designar el sistema
matematico que se va a modelizar y de “matematico” para hablar del modelo que
se fabrica. El matematizado hace entonces la funcion del objeto de estudio, siendo
la matematica la herramienta de estudio.

Si pensamos en la teoria del algebra lineal, en la transformacion lineal
cuyo objeto de estudio es conocido sustancialmente desde el colegio, y cuyas
herramientas de estudio recurren a los dominios mas avanzados de la matematica,
veremos, por, sobre todo, que la distincion del matematizado y de la matematica
constituye de forma practica la articulacion procedural/estructural (Sfard, 1991).
Debe comenzar por distinguir los métodos, herramientas y objetos que ella
unificara dialécticamente. Tal sustitucion, es una modelizacién de problemas
concretos que demanda una capacidad inicial disponible: saber hacerse la
pregunta del caracter lineal en relacion con una variable de una funcion (de los
términos que dependen de las operaciones lineales: valor en un punto, rotacion,
vectores, areas de regiones, integrales). Como en algunos casos, la transformacion
lineal toma aspectos concretos, en particular, cuando matematizado y matematica
pertenecen a sectores de los cuales son vistos como diferentes de la matematica,
debera entonces saber identificar la transformacion, hacer corresponder las
analogias, la eficacia, la economia del nuevo enfoque, lo que le conducira a hacer
elecciones para ganar en simplicidad y en fiabilidad.

En la figura (Figura 1) ilustramos el trabajo de la modelizacion sobre
problemas especificos que aporta a la adquisicion del significado abstracto de
laTL

(co) Relime, Vol. 23 (3), Noviembre de 2020
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Figura 1. La unificacién de la TL
Fuente: Pascual (2013)

Conesteenfoque,lanuevaestructuraviencaampliarelcampodeconocimientos
para tipos de problemas (simetrias, invariantes algebraicos y geométricos, etc.) a
darunanuevasignificacionalas propiedades del objeto inicial, luego validado como
realizacion particular de una teoria general (Dupin, 1996). Una tal modelizacion
supone una capacidad disponible de métodos y herramientas ya estudiados
(Dorier, 2000).

2.3. Las competencias solicitadas en la modelizacion

En el marco de sus investigaciones De Terssac (2015) agrupd tres tipos de
competencias que pueden ser proyectada sobre los diferentes modos de utilizacion
del saber matematico:

Las competencias de explicitacion o clarificacion (los “saber-decir”)
para traducir lo que es, lo que hay que hacer y lo que se hizo.

Las competencias de intervencion (los “saber-intervenir”) para actuar
poniendo en situacion los conocimientos disponibles y transformando las
situaciones encontradas con conocimientos reutilizables en otros contextos.

Las competencias de evaluacion (los “saber-situarse”) para identificar,
legitimar y validar todo lo que se compromete en la accion.
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278 S. PASCUAL PIZARRO

Estos tres tipos de competencias se solicitan en distintos grados segun la
fase en que se sitlia en la modelizacion matematica. Se recurre, en primer lugar, a
las competencias de explicitacion para leer sobre la situacion e interactuar con las
herramientas disponibles, asi como a las competencias de evaluacion para extraer
lo esencial del accesorio en funcion de los objetivos que se han propuestos.
La matematizacion de la solucidén se basa a la vez sobre las competencias de
evaluacion, para identificar los conceptos matematicos y las herramientas
existentes para describir el problema, y sobre las competencias de explicitacion
para expresar una tal descripcion en lenguaje matematico.

El tratamiento matematico recurre obviamente a las técnicas matematicas de
las que se dispone, asociables a las competencias de intervencion, y estas técnicas
se basan invariablemente en uno o mas formas de lenguaje, tradicionalmente
simbolica o gréafica. El analisis de los resultados solicita por una parte las
competencias de evaluacion, para juzgar el valor de los resultados producidos
por las técnicas, y por otra parte las competencias de intervencion para prever de
nuevas técnicas que podrian ser invocadas si los resultados no son enteramente
satisfactorios. En la interpretacion, la validacion y la separacion de la solucion
respecto de las exigencias de la situacion inicial, las competencias de evaluacion
y explicitacion son fuertemente solicitadas.

2.4. Los niveles de explicitacion en el aprendizaje

Poniendo en relacion las estrategias de aprendizaje privilegiadas con las
competencias matematicas demostradas, Caron (2004) destaca la importancia de
la explicitacion en la apropiacion de los conceptos y en el ejercicio de la practica
matematica.

Tratando de memorizar foérmulas, reconocer enunciados de problemas
para identificar el método que hay que aplicar, y fidndose exclusivamente en las
respuestas proporcionadas para validar su enfoque, se observan los estudiantes
que trabajan casi exclusivamente en un nivel de asociacion en la explicitacion.

Nivel de asociacion: se puede leer, reconocer, memorizar y reproducir
una expresion, una figura, una definicién o un enunciado.

La comprension del sentido de un concepto matematico implica
necesariamente la identificacion de vinculos.

Nivel de comprension: la busqueda del sentido detras de la forma
lingiiistica, la utilidad de las relaciones y el cuestionamiento sobre
las razones que hacen emerger las relaciones entre las diferentes
representaciones mostradas.

(co) Relime, Vol. 23 (3), Noviembre de 2020



UNA SECUENCIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA DE TRANSFORMACION LINEAL 279

En un nivel superior, se encuentran los que prefieren proceder en un trabajo
de estructuracion sobre el plano de los conceptos para minimizar lo que tendra
que memorizar.

Nivel de estructuracion: se trata de organizar y, eventualmente,
sintetizar los conceptos en funcion de su generalidad y la naturaleza
de las relaciones que las vinculan (equivalencia, orden, jerarquia,
causalidad, etc.).

Si se busca redefinir espontaneamente, de acuerdo con las estructuras
desplegadas de los conceptos aprendidos, los aprendizajes conexos y los nuevos
problemas que hay que resolver, diremos entonces que hay paso al ultimo nivel,
el de la reformulacion.

Nivel de reformulacion: encontramos un mayor grado de
conceptualizacion para redefinir de acuerdo con las estructuras
establecidas sobre los conceptos aprendidos.

Utilizando los niveles de explicitacion también podemos situar a un
estudiante y su practica a la abstraccion (Sierpinska 2000; Oktacg, 2018) gracias
a las representaciones matematicas articuladas. Y comparar el avance del
aprendizaje en funcion de las articulaciones de un contexto a otro.

3. METODOLOGIA. LA INGENIERIA DIDACTICA

El experimento se organizé en una universidad de Chile en un curso de algebra
lineal (segundo afio de la carrera ingenieria civil, 17 estudiantes entre 20 y 21
anos) por el profesor del curso. Entre los participantes, seis estudiantes fueron
elegidos para contribuir en el plano cualitativo del estudio (en grupos de dos).
Fueron seleccionados sobre la base de sus respuestas en el cuestionario de entrada
que caracteriza su formacion, intereses y percepciones y niveles de explicitacion,
en la medida en que sus producciones estaban disponibles. Complementamos los
datos con una entrevista de explicitacion (Vermersch, 1994). El estudio sobre
terreno se llevo a cabo durante seis sesiones de clases (de 45 minutos de duracion
cada una) y se integro la investigacion de manera natural en el progreso de los
contenidos en el momento en que el profesor comenzaba recién el capitulo sobre
las transformaciones lineales. El proyecto evolucioné de manera coherente con
el tiempo de la clase, en funcion de los estudiantes, y las elecciones pedagogicas
del profesor.
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280 S. PASCUAL PIZARRO

3.1. Analisis a priori
3.1.1. La nocion de ingenieria diddctica

La ingenieria didactica constituye un método para organizar la confrontacion de
las propuestas tedricas en la clase. Ademas de permitirnos a acceder al control y
a la observacion de determinados fenémenos especificos, nos permite dar cuenta
de nuestras situaciones problemas.

Como metodologia de investigacion, la ingenieria didactica se diferencia de
otras metodologias con validacion externa basadas en la confrontacion estadistica
entre grupos experimental y de control. Muy por el contrario, su esquema de
experimentacion esta mas proximo al estudio de casos. Su método de validacion
es interno y esta basado en la confrontacion entre el analisis a priori en el cual se
encuentran comprometidas las hipotesis, y un analisis a posteriori que se apoya
en los datos surgidos de la realizacion practica efectiva (Artigue, 2002).

Es importante observar que los fundamentos de esta metodologia provienen
de sus relaciones con la Teoria de las Situaciones Didacticas, donde sus vinculos
se expresan especialmente en la concepcion y en el andlisis a priori de la
ingenieria. Sin embargo, estas ambiciones se vuelven mas dificiles de satisfacer
en el desarrollo de la investigacion en niveles de ensefianza superior (Artigue,
2002; Barquero & Bosch, 2015). Sobre todo, cuando se trata de ensefiar conceptos
que unifican y generalizan diferentes métodos, herramientas y objetos, mismos
que existen previamente en una variedad de escenarios. Es dificil de encontrar
situaciones fundamentales ensefiables, esta hipdtesis ha sido presentada y
discutida por Dorier, Robert, Robinet, Rogalski, Siepinska, etc. (Dorier, 2000a) y
Bloch (2006) para su analisis.

3.1.2.  Situacion 1: En busca de un modelo (Anexo B)

De acuerdo con las conclusiones de Markovits et al. (1985) y evocados en Sfard
(1991) se puede esperar que los estudiantes tienden a asociar una tabla de valores
con funciones lineales a partir de la regla “a mayor cantidad de kilogramos,
mayor precio”. Esta distribucion es respetada en la tabla de precios de la situacion
1. Sin embargo, la comparacion de los valores produce las complejidades. Asi,
por ejemplo, si 2 kg cuestan $ 470 entonces 4 kg deberian costar el doble, pero en
la tabla esta asignado un precio de $ 850. Comparacion asociada a una regla de
proporcionalidad (directa) que no es el caso acd, pues la eleccion de los valores
que hemos realizado hace imposible un recurso de la regla de tres para que dé
cuenta de un coeficiente de proporcionalidad uniforme a todos estos valores.
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Esta entonces la tendencia de colocar los valores en relacion proporcional
utilizando combinaciones lineales. Luego, en consideracion de los diferentes
valores, para el precio de 10 kg, los estudiantes estan obligados a establecer
un valor promedio como una manera coherente y eficaz de un precio tinico. Es
posible que realicen una representacion grafica de los valores para pronunciarse
respecto de la colinealidad con el origen (0,0) y para justificar el resultado “por no
llevar tomates, no se debe pagar”. Este resultado, “dejar fijo al vector cero” es una
consecuencia de estructura lineal de una TL. Un modelo por tramos poligonales
puede responder a este resultado simplemente por imposicion.

Hay que generar entonces un procedimiento general que se corresponda
con los valores de la tabla. En este desafio, los estudiantes consideran modelos
no lineales de variable continua que incluyan los valores discretos de la tabla.
Sus estrategias se centran en un modelo lineal afin (ajuste lineal) o por tramos
poligonales para satisfacer el requerimiento del precio de 14 kg y 24 kg. Aunque
la adecuacion del modelo a la tabla de valores que se estudia no se satisface con
la relacion “si el precio de x y x" es p y p’ respectivamente entonces el precio de
x+x" deberia ser p+p’”, el examen comparativo que hace de en el momento de
proporcionar un precio unico y coherente aporta la leccion de lo que definiria
una abstraccion del método. Por su estabilizacion de precios y la articulacion de
los registros numéricos y graficos, accede a la aparicion intuitiva de métodos y
procedimientos lineales.

3.1.3.  Situacion 2: Rotacion del plano (Anexo B)

Este tipo de situacion es conocida por los estudiantes como una actividad de
cambio de coordenadas en el plano afin R%. Es facil para ellos aplicar identidades
trigonométricas para determinar una expresion algebraica de las coordenadas del
punto O=R,(P) pues se trata de contenidos anteriores de geometria analitica y
trigonometria. Por el contrario, podemos esperar que tengan grandes dificultades
respecto a las propiedades lineales intrinsecas a la rotacion, debido a una
representacion falsa de “rotado” que es vinculada a un uso fisico. De hecho, la
concepcion de la rotacion como una aplicacion del plano afin R? o vectorialmente
del espacio vectorial euclidiano subyacente R?, no es completamente comprendido
por los estudiantes, mas ain por el tratamiento a nivel de las coordenadas de los
puntos del plano afin. En efecto, los estudiantes tienen dificultades en lograr
establecer una demostracion de la relacion que vincula linealmente R, (P) con
Ry(A) y Ry(B) para todos los puntos P(x,y). Las dificultades previas como la
distincion entre punto y vector geométrico y el concepto de combinacion lineal,

Relime, Vol. 23 (3), Noviembre de 2020  ([(cc) RN



282 S. PASCUAL PIZARRO

producen desorientaciones para una vision general sobre la rotacion como parte
de un concepto mas abstracto. Podemos pensar entonces que los estudiantes
tendran los siguientes comportamientos:

— Reconocer la linealidad en la diagonal de un paralelogramo rotado,

— Transferir la “relacion de Chasles” de un espacio afin, y deducir el
sentido de linealidad.

— Bosquejar un inicio de demostracion, escribiendo: P=xA+yB como
combinacion lineal

Para acercar a los estudiantes a la estructura vectorial y en especial a las
relaciones lineales invariantes por la rotacion, hemos elegido una base de R? en
particular la base candnica por su simplicidad en el calculo vectorial. Cuando los
estudiantes establezcan la combinacion lineal entre A, By C con C(1,1) (relacion
de Chasles), existen muchas posibilidades que conjeturen la relacion lineal
analoga entre las imagenes. Ademas, el calculo de R, (xA+yB) como combinacion
lineal de Ry (4) y Ry(B) los lleva a constatar la simplificacion de las expresiones
algebraicas, la estructura vectorial sobre los coeficientes x e y de xA+yB que
permanecen invariantes por Ry, valorando la economia del modelo lineal para los
siguientes calculos.

Pero también, por las identidades trigonométricas se podria esperar que los
estudiantes calculen Ry(xA+yB) sin la estructura vectorial de R?, por ejemplo,
con el método geométrico-trigonométrico pueden muy bien evitar las expresiones
de combinacion lineal para determinar la posicion de R,)(G) en términos de
coordenadas.

Como la escritura en combinacion lineal refleja mas funcionalmente
el caracter lineal de la rotacion el cual es invariante por un cambio de base,
posiblemente, el estudiante lo asocie a un cambio de coordenadas (lineales) en
el plano afin, haciendo lo que Euler, Lagrange, Gauss, entre otros, llamaban
sustituciones lineales. Este método situa a la rotacion como parte de un concepto
mas general y abstracto.

3.1.4. Situacion 3: Cizalladura (Anexo B)

Estamodelizacion es dada, parallevaralos estudiantes a formalizar laidea intuitiva
que tienen de la linealidad, no necesariamente con una herramienta geométrica o
un listado de valores proporcionales, si no también, con una herramienta fisica.
Por ejemplo, en fisica, el esfuerzo en la deformacion producida por la accion de
una fuerza tangencial en un cuerpo, como el caso de un cuerpo paralelepipedo y
la fuerza tangencial aplicada sobre la cara superior, se produce un deslizamiento
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de esta cara que deja fija la cara inferior deformando el paralelepipedo. Este
esfuerzo se llama cizalladura horizontal, y su accion se matematiza sobre dos
componentes vectoriales; una, perpendicular a la superficie de incidencia y
la otra, paralela (tangencial) a la superficie. Estas dos componentes forman el
sistema ortogonal (base ortogonal {u,u.}) de la cizalladura y el estudiante debe
advertir que la cizalladura estd tnicamente determinada por su accion en los
vectores de la base {u,u1}. A diferencia de la rotacion, donde el estudiante tiene
la opcion de un método alternativo (geométrico-trigonométrico) para ejercer la
accion sobre vectores no basales y validar sus resultados, la cizalladura le obliga
el uso de las propiedades lineales. En ese sentido el estudiante se encuentra en un
escenario mas formal y abstracto que exige el dominio de las propiedades de un
espacio vectorial.

El calculo de la cizalladura sobre los vectores v, i, j esta propuesto para dar
cuenta de una comprension intuitiva que ellos tienen de la cizalladura sobre el
plano vectorial y dar ideas para las demostraciones de su invariancia lineal, y
comparar la accidon respecto a ambas bases: la canonica {i, j} (plano vectorial
euclidiano) cuyo comportamiento es mas familiar para los estudiantes y la base
que exige la definicion de cizalladura.

Sabemos que resolver ecuaciones matriciales respecto a una base dada
los estudiantes tienen muchas dificultades en su interpretacion. Ellos resuelven
ecuaciones lineales, usan bases, etc., sin percibir demasiado el significado del
trabajo en un espacio vectorial (Dorier, Robert, Robinet, & Rogalski, 2000).
Debido a que la accién de la matriz da directamente ecuaciones cartesianas, pero
no otorga una comprension intuitiva de la transformacion lineal. Lo que nos lleva
a generar un cambio de sistema ortogonal (de la base ortogonal de la cizalladura
a la base canonica) que contribuya a formar la idea de la deformacion con una
cizalladura horizontal conforme ahora a la base canonica. Luego, para que el
estudiante realice esta accion debe asegurar la invariancia de la ortogonalidad,
es decir, utilizar una rotacién que es la transformacion lineal mas adecuada
para conservar esta propiedad; similar a la busqueda de Lagrange (1773)* con
sustituciones lineales de dejar invariantes algunas propiedades de la forma
cuadratica inicial.

Para las representaciones en términos de coordenadas, la cizalladura tiene su
propio sistema ortogonal donde su accion es simple ya sea como funcion o matriz
asociada. La alternativa es el sistema canonico que es mas familiar al estudiante,
sin embargo, la simplicidad de la accién de la cizalladura y su representacion
matricial puede ser mas compleja en la base canonica.

3 Dorier, I. L. (Ed.). (2000a).
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Ademas, el formalismo vectorial en que se plantea la situacion sabemos
que producira dificultades y obstaculos, por ejemplo, el uso de combinaciones
lineales para el calculo de la cizalladura en cualquier vector. Pero, al mismo
tiempo, este nuevo formalismo permitira renovar los conceptos ya trabajados en
las dos situaciones anteriores, en particular la rotacion. El estudiante podra asi
adaptar los conocimientos aprendidos y trabajar en el nuevo sistema ortogonal.

3.1.5. Situacion 4: Area entre curvas (Anexo B)

Esta situacion estd destinada para saber cuales son las competencias de los
estudiantes cuando ellos manejan la definicion formal de la nocion transformacion
lineal. La explicitacién formal es impuesta por el calculo de integrales definidas
cuyas primitivas no pueden ser expresadas como funciones elementales y por el
calculo de areas de regiones acotadas.

Sabemos que los resultados por aproximaciones de figuras simples no seran
excelentes en la determinacion de areas de regiones. En efecto, hay una dificultad
formal en el tratamiento del principio de superposicion de la integral, esta
dificultad ha sido localizada con el uso de los métodos habituales de integracion,
y una mera presentacion de las integrales de Riemann contribuyen a inducir esta
dificultad (Artigue, 2003).

En el problema 1c¢), se solicita interpretar la expresion / de integrales en base
a la figura, pero no se precisa las relaciones, luego el rescurso a la figura sera
solo para estimar el caculo del area, pero sin precision numérica. Se puede prever
que mayoritariamente el comportamiento de los estudiantes sera la utilizacion
de la integral en el sentido de Riemann-Darboux, y es posible que asuman que
“la integral es un area...”. Para responder a la pregunta de asociar el area por
una figura geométrica sencilla es posible que los estudiantes se den la tarea de
calcular el valor numérico del drea mediante el célculo de las primitivas. Pero,
de las expresiones de las funciones es posible que renuncien a ese calculo. Por
la propiedad de simetria de la integral y linealidad, el estudiante deberia reunir
la expresion de / en una sola integral y constatar que, en esta nueva presentacion
de I el calculo se simplifica. Visualizar estas propiedades lineales en el contexto
geométrico, es posible que tenga dificultades.

Similarmente, hemos agregado una situacion de comparacion para la
interpretacion de una integral y el area de una region, integral que, aplicando
propiedades de linealidad, el célculo se simplifica. Distinguiendo y aplicando
correctamente estas propiedades puede inducir al estudiante a validar sus
resultados que, en principio, podria ser erréneos, esto por el hecho de asumir
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que “la integral es un drea...” En particular, resultados numéricos negativos
derivados del célculo integral en el contexto del area que responden mas bien
a sus propias adaptaciones: “como es drea, no puede ser negativa, entonces se
cambia el signo”

Esta utilizacion intenta conciliar el marco geométrico y el marco analitico
(Douady, 1986; 1993) en el sentido en que el calculo del area debera ser
consecuente con la estructura lineal que plantea, esencialmente para predecir o
estimar el area de regiones limitadas por curvas simples.

3.2. Andlisis a posteriori

3.2.1. Caracterizacion de los estudiantes

Procurando distribuir los sujetos en el plano Pensamiento Prdctico-Teorico de
las nociones matematicas, retuvimos participantes representativos del curso
interesandonos en el estudio de casos particulares. Para hacerlo, tomamos
en cuenta los elementos de analisis del cuestionario (intereses matematicos
expresados, cursos preferidos, formacion que reciben) y del analisis a priori en el
avance de la secuencia (los conocimientos y habilidades matematicas mostradas)
que se habia trabajado hasta ese momento. Lo que nos encamind en la eleccion de
los sujetos para el andlisis a posteriori agregando a los datos recogidos un analisis
didactico de las producciones con la entrevista de explicitacion.

Procedimos entonces a hacer tres reagrupaciones posibles (segun nivel
de explicitacion o segun el tipo de competencia, o, segun las tendencias) (De
Serres & Groleau, 1997) de los sujetos que ibamos a entrevistar. Primeramente,
privilegiamos el equipo con mayor esfuerzo en la ejecucion de las tareas,
que hemos llamado el equipo tipico. Ellos son sensibles a la cohesion de las
matematicas, les gusta descubrirla tanto por la aplicacion en otras disciplinas
como por un método general aplicable a todos los casos. Segun ellos, conocen
las posibilidades de aplicacion en los cursos de Calculo I y II como una sucesion
de problemas para hacer comprender la teoria, y atribuyen a estos cursos un
encadenamiento progresivo de conceptos, del mas simple al mas complejo.
Luego elegimos el equipo con mas dificultades, aquellos que les gusta simplificar
expresiones mediante manipulaciones algebraicas y confirmar el resultado por
un método matematico ya ensefiado. Describen el curso favorito como el de
los conceptos, teoremas y demostraciones proporcionadas por el profesor. Y
finalmente concluimos con el equipo atipico con relacion a los otros, a los que les
gusta reutilizar los métodos matematicos, aprecian la forma de estudio estructural
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en la compresion de un nuevo concepto y se resisten al aprendizaje de formulas y
meétodos sin vinculos con la teoria.

Realizamos la puesta en relacion de las producciones de los estudiantes
con las competencias matematicas requeridas para referirnos a los niveles de
explicitacion de los equipos que acuden en la nocion de la TL. A partir del analisis
a priori construimos una matriz de las competencias de modelizacion por niveles
de explicitacion en el aprendizaje de la TL.

Daremos algunos ejemplos de los procedimientos observados en
confrontacion con los procedimientos previstos del andlisis a priori para ilustrar
algunos de los resultados obtenidos.

3.2.2. Situacion 1: En busca de un modelo

Los equipos ensayan formas de combinaciones apoyados en un modelo de
tipo proporcional y dejan entrever implicitamente un sentido lineal de la
correspondencia “peso-precio”. Podemos observar que hacen formas de
“combinar los paquetes” y no de combinar el “peso de los paquetes.
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Figura 2. Combina métodos y/o calculos particulares (equipo tipico)

“Ese fendmeno dificil seria explicarlo, tiene que ver con las combinaciones
lineales, eso seria yo creo, que hay distintas combinaciones lineales para un
valor de 10 kilogramos”

El propio fendmeno da una idea general de la actividad: un modelo que
organice y ponga en proporcion los valores de la tabla:

“Después en la b) dice que establezca un modelo, entonces como 10

kilogramos son $ 2.500, un 1 kilogramo iba a ser $ 250, entonces del valor

mas alto que da el de 24 kilogramos $ 5.300 que iba decreciendo a una razén
de $ 250, entonces hasta al llegar al valor de 10 kilogramos que me dio
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$ 1.800, no corresponde al valor que me habia dado anterior que era de $
2.500. Lo que quiere decir que no va variando en una razon, no tiene una tasa
de cambio ascendente o descendente que sea la misma. Después comprobé
si es que el valor de 10 kilogramos, con esa razéon de cambio, era lo mismo
que sumar 2 paquetes mas pequeflos que sumaran 10 kilogramos, y volvi a
sumar el de 4 con el de 6 y sus valores $ 800 y $ 300 sumaban $ 1.100. Y no
era lo mismo que el del paquete de 10 kilogramos entonces no, al mantener
fijos esos valores de 14 kg y 24 kg, o a lo menos uno de ellos, no hay una
tasa de cambio que diera valores exactos y que después al combinarlos diera
otro de uno mayor”

Reconocen que no se corresponden a una situacion de proporcionalidad;
no hay un sistema de variacion de la naturaleza del coeficiente (precio unitario).
Enseguida, trazan los segmentos que unen los puntos, lo que permitio extender la
grafica pasando por el punto (0,0), y establecen como hipotesis la propiedad “por
0 kg, un costo 0”, que es una caracteristica intrinseca de la TL.
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Soos 1-
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Figura 3. Estima un resultado expresando representaciones graficas,
numéricas (equipo tipico)

“Es que, si no vende no cobra, la funcién, o sea, que la grafica fue dada por

una funcidn, esta funcion al evaluarla en 0 daria 0, por asi decirlo, como
grafica”

Proponen entonces un modelo definido por recurrencia de tipo aritmético

que consiste en una parte (discreta) del modelo afin g(x) =250x-700.
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Figura 4. Interpreta enunciados (equipo tipico)

“En esta funcion que modele en el cambio de 250, el valor de 0 kilogramos
me daba negativo porque en 3 kilogramos desde el de 24 restando 250, en
3 kilogramos era $ 50 entonces de ahi hacia abajo iban a ser negativos y no
puede ser asi”

Podemos observar que el equipo tipico organiza y valida los diferentes
modelos (por recurrencia, afin,) con relacion a la proporcionalidad, pasan de un
marco a otro comparan una parte respecto a un todo (pasaje por la unidad) o bien
una parte respecto de otra (precios y cantidades).

3.2.3. Situacion 2: Rotacion del plano

““...calculé la rotacion de C con la formula que habia despejado antes [modelo
geométrico - trigonométrico] y me dio esa expresion de sus coordenadas ahi,
entonces. .. larotacion de C era la suma de la rotacion de 4 mas rotacion de B”

En la rotacion comienzan a trabajar con coordenadas explicitas como pares
ordenados, recurren a los procedimientos que ya conocen de geometria analitica.
En el caso del problema general para P(x,y), demuestran la igualdad de la relacién
vectorial por la ley del paralelogramo aplicando el mismo principio anterior:

‘... el P vendria siendo igual como el rotado de C lo tinico que en C ya

sabiamos el valor inicial que tenia antes de ser rotado, pero el de P no, y

como se llama... ehh... si esos dos cumplen que son igual combinacion

lineal, también se tiene que cumplir para el punto P rotado, también tienen

que ser igual combinacion lineal”

“...luego, la rotacion de un vector que estaba compuesto por otros vectores
[vectores basales] era lo mismo que rotar esos otros dos...”
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Figura 5. Conservacion de la combinacion lineal (equipo tipico)
Habla de “rotado” sin hacer referencia a la base del sistema que modeliza, es
decir, sin prestar atencion en torno a que se gira y en qué direccion se gira.
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Figura 6. Establece y justifica una propiedad o un resultado (equipo tipico)

Tratan de explicitar R, (x,))=xR,(1,0)+yR,(0,1), lo que parece intuir la
propiedad lineal, pero no hay un vinculo directo con la rotacion Ry(x(1,0)+y(0,1))
para expresar la igualdad de la lineal aditiva, no se sabe realmente si utilizan la
maestria de la TL en esa relacion.

“...pensé que la rotacion de P era lo mismo que rotar solo las componentes
de P, o sea, la rotacion de 4 y la rotacion de B estaban multiplicadas por un
escalar que hacian como un caso general de la rotacion de las componentes
canonicas. Entonces alfa veces la rotacion de 4 mas beta veces la rotacion de
B iba a ser la rotacion del punto P, porque P era combinacion lineal de alfa
veces 4 y beta veces B.”
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Sin embargo, el mismo equipo calcula R,(G) aplicando la propiedad
multiplicativa para ganar en potencia de ejecucion, mas adecuado para una
distancia 98x10* del origen, y gana a la vez en economia del hecho que controla
mejor sus calculos.
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Figura 7. Reconoce la economia del modelo vectorial (equipo tipico)

“Es que, si se estd en un plano y se tiene un vector, poder separarlos en sus
componentes y hacer operatorias con esas componentes es mas facil, que la
operatoria sobre un vector”

Identifican las caracteristicas lineales esenciales que definen el modelo
abstracto de la TL, pero no son explicitos en la definicion.

Por otro lado, comprobamos sin sorpresa el enfoque procesal del equipo
con dificultad que se limita en su trabajo a la busqueda formulas conocidas

para aplicar a nivel de las coordenadas, evitando asi las combinaciones lineales
vectoriales.
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Figura 8. Define un concepto recurriendo a la formula que permite
asociarle un valor (equipo con dificultad)
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“Pero para sacar eso [R,(G)] se supone que necesitaba un angulo que era el
60° y puedo reemplazarlo ahi, y ya con el seno de 60° y el coseno de 60° ya
ahi se pueden encontrar valores numéricos”

Dan sentido al concepto utilizando la formulaciéon analitica sobre el plano
cartesiano R?.

En el otro extremo estd el equipo atipico que resuelve R,(G) expresan un
lenguaje y un enfoque general en sus formulaciones:
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Figura 9. Utiliza lalinealidad de la rotacion como método de resolucion
econdmico (equipo atipico)

Conjeturan la relacion lineal andloga entre 4, By C con C(1,1) de Ry(xA+yB)
como combinacion lineal de Ry(4) y Ry(B), lo que los lleva a constatar la
simplificacion con las expresiones algebraicas.

Estructuran sobre el procedimiento de las coordenadas mas bien que sobre
la técnica de la TL, se podria pensar en las mismas influencias asociadas a la
forma de la técnica. Se observa un falso sentimiento de prueba, que no se da
cuenta que eso hubiera funcionado con cualquier matriz.

“No, sino, que... las mismas transformaciones que se aplicaban sobre
algo podian aplicarse por separado, podian aplicarse de distintas formas y
siempre la transformacion general iba a ser lo mismo”
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Figura 10. Establece la accion de la rotacion como el producto matricial
MX (equipo con dificultad)

3.2.4. Situacion 3: Cizalladura

(En qué me senti mas perdido?

“En la lectura del ejercicio en la definicion de cizalladura, ahi me perdi... al
ser algo desconocido y al no tener ejemplos como concretos...”

O-J{J" ]([.,- J s
th}“i’u 2@“11,{) . {5)4{(! fJ %%’!, (}*2(’[1.{)

Tm'—"‘ (1 ﬂ kﬂ 1, 4) :.2(4 4)}

Figura 11. Aplicacion de la TL por efecto del contrato (equipo con dificultad)

El nivel de formalismo (el simbolismo asociado) que caracteriza la
aplicacion como combinacion lineal constituye en si un obstaculo para poner
en funcionamiento el modelo lineal, ya que privilegian trabajar a nivel de
coordenadas para dar sentido a la transformacion.

Otros reformulan la cizalladura identificando los elementos necesarios
(base ortogonal {wu,}) para aplicar las propiedades lineales en las imagenes de
los vectores ¥, 1 y J :

“Es que rotar 31 seria lo mismo que rotar, o sea, no. Hacer esa transformacion
en 7, en 34 seria lo mismo que hacerlo en # y, paréntesis, 3 veces”
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Aplican la transformacion de factor 2 en la direccion u= ?chomo una idea
de movimiento de “rotacion local” en el sentido procedural de Sfard (1991) que
tienen de la cizalladura. Hacen coincidir la imagen del vector perpendicular #, a
nivel de las coordenadas (—1,1) con el punto (0,1).

¥

=
S
[=]

|
Figura 12. Utiliza los conceptos en estudio como puntos de apoyo (equipo tipico)
“Si le aplico una cizalladura asi... lo inico que va a variar va a ser el (1, 1)
que es el valor de B que va a variar en un angulo [el de la rotacion] y le va a

dar nuevas coordenadas para By C, los puntos en la base se van a mantener
iguales”

Se resiste a cambiar su resultado geométrico. De esta manera se percibe una
falta de coordinacion entre representaciones grafica y algebraica, dificultad que
puede ser vista en un nivel de dificultad al cual no habian sido acostumbrados,
pues, la cizalladura no es una isometria.
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Figura 13. No concilia su trabajo con la cizalladura (equipo tipico).

Redefinen una estrategia de resolucion combinando métodos y propiedades
lineales, pero sin respetar las condiciones algebraicas de la cizalladura.

El equipo atipico procede en un trabajo de estructuracion y simplificacion:
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Figura 14. Articula entre el marco geométrico y algebraico (equipo atipico).

Y verifican las respuestas aplicando las dos matrices respecto de las bases
Lot . = A
canodnicas y ortogonal de la cizalladura al vector v'=3u+4u,
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Figura 15. Verificacion de la representacion matricial (equipo atipico)

Establecen las representaciones matriciales de las transformaciones
geométricas y comprueba que el resultado es la misma representacion matricial
que la cizalladura original.

3.2.5. Situacion 4: Area entre curvas

En el analisis del resultado de la integral / ellos reunen la expresion de / en
una sola integral. Constatan que en esta nueva presentacion de 7 el célculo se
simplifica. Como asumen que la integral es un area, no validan el resultado con
el area de un rectangulo de base 7 y altura 2 2 para ver por si mismos la solucion
correcta. Recurren mas bien a contenidos que constituyen un contrato claro de
los procedimientos de areas por aplicaciones de las sumas de Darboux-Riemann,
asociando al rectangulo solo la figura que ven entre las curvas:
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Figura 16. Utiliza una rotacion para producir la cizalladura horizontal (equipo atipico)

“Es que, en la definicion de la integral siempre nos dijeron que era el area
bajo esa curva y como aqui tengo otra, bajo esa..., entonces el area limitada
por esas dos curvas seria la que estaba entremedio y como se calcula esa...,
era con alguna figura geométrica que cayera ahi y que pudiéramos calcular
su area lo mas facil posible. Entonces el rectangulo era una de las figuras

mas faciles con su base y altura”
Calculan el valor numérico del area de la region mediante primitivas
utilizando propiedades lineales de la integral en el sentido de Riemann-Darboux.
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Figura 17. Simplificacion de la integral / (equipo tlplco)
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La propiedad lineal de la integral es conocida por los estudiantes asi que el
sistema presentado esta previamente estudiado. Entonces descomponen en una
suma de integrales mas simples y explicitan sus propiedades.
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Figura 18. Explicita la propiedad lineal que hace el calculo (equipo tipico)

“La integral de la funcion la separé por propiedad lineal, eso mas eso ahi
esta, y también lo separé por intervalos, entonces llamé g(x) a esa funcion
y h(x) a esa funcion y en el grafico estan asi, y esa era la original f(x) antes
de separarlas. Entonces, al como buscar la relacion que habia entre las que
separé y la original [Q], esa que entre ciertos intervalos ambas areas, que ya
habiamos calculado, se sumaban para completar eso, y aca también”

Los conocimientos previos se revelan necesarios, pero no suficientes para
estimar el area de Q. Se percibe incoherencia lineal para resolver geométricamente
el calculo del area por el método analitico que disponen. De las graficas de la
figura aparecen resultados numéricos negativos derivados del célculo integral
que mas bien responde al siguiente teorema en acto: “como es drea, no puede ser
negativa, entonces se cambia el signo”
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Figura 19. Ausencia del modelo lineal en el sistema geométrico (equipo tipico)
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“Se resta a toda... esta complicada... se le resta esta parte y da eso. Es lo
mismo que sumarla esa [g(x)], como esta negativa al sumarla esa que estd
negativa, se resta”

Observamosensuexpresionintegralun“signomenos” quecontradicelaaccion
lineal de la integral, deciden anteponer un signo menos a g(x) porque es negativo.

La propiedad lineal aditiva en el marco geométrico fue percibida por el
equipo atipico; de los graficos de las curvas y de las regiones acotadas observamos
su modelizacion grafica:

0~ b )
[N ‘W he (%J thia ()
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Figura 20. Visualiza la propiedad lineal en el contexto geométrico (equipo atipico)

Sobre el aspecto unificador del saber se refieren a una forma diferente de
resolver los problemas que ya conocian; mas simple de operar y resolver los
mismos problemas que ya conocian:

“Por ejemplo en Fisica, cuando trabajamos con poleas moéviles, habia que
cambiar el dangulo en que ejercia la fuerza de la tension, entonces ese cambio
de angulo era una rotacion, lo que nos explicaba la profesora, pero no nos
explico, no entro a detallar, como se calculaba, porque era mucho mas facil
trabajar las componentes separadas. Hacia esos cambios y luego al final las
juntaba, porque eran varias operaciones, a una sola. Entonces, si lo separaba
eran operaciones por coordenadas que era mucho mas facil, tal vez era
mucho mas largo, pero mas facil que calcularlas asi ... como un todo”
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4. RESULTADOS

4.1. Evolucion de aprendizaje de la TL por los estudiantes

Lasmedidasyrelaciones que aparecen en esta graficay que nos hace darle una forma
aproximada, han sido identificadas poruna gestion exploratoria e inductiva, a partir
delosdatosrecolectadosdelcuestionariodeentrada(S ) (AnexoA),lasobservaciones
y el analisis de las competencias requeridas y las entrevistas de explicitacion.

Reformulacion

Estructuracién —_—

Comprensidn | //\

Asociacidn
il E ryuiip tpicn

=@=Equipo con dificu tad

1| L . ! m=me=E quipe atiplco
Sy :Entrada 5, : Enbusca 5, :Rotacidn §3:cizalladura 551dreas
{cuestionaria) de un madelo
Figura 21. La progresion del aprendizaje de la TL
Fuente: Pascual (2013)

En el nivel de comprension, luchando por una estructuracion, se encuentra
el equipo tipico que busca regularidades de representaciones graficas, numéricas
y de medidas para comprender y establecer un modelo general. Se basan en la
construccion de modelos simples (relaciones de recurrencia, afines) como un
medio de explicitacion sobre la coherencia de sus resultados, acuden al sentido
del concepto de “razén de cambio” para validar su propuesta de modelo. En
el caso de la rotacion, estructuran el concepto en funcion las combinaciones
lineales invariantes, reconocinedo el modelo general lineal como una manera
mas economica y eficaz para calcular. Procuran una actitud de cuestionamiento y
utilizan el razonamiento para seleccionar los elementos de eficacia del problema
hacia soluciones mas generales. Esta utilidad es bien valorada con la rotacion y la
cizalladura donde redefinen una estrategia de resolucion combinando métodos y
propiedades lineales, pero sin establecer las condiciones de aplicacion del modelo
(no realizan el pasaje geométrico - algebraico). La formalidad de la definicion
de la cizalladura constituye mas bien un obstaculo al trabajo de validacion que
confiere la articulacién entre los dos marcos. Mismo fenémeno ocurre con el
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problema del area, donde la puesta en accion de la TL en el marco geométrico
se revela desestabilizadora para los estudiantes, que no han sido confrontados
a calculos de areas por aproximaciones de figuras simples. Las formulaciones
hechas de la TL en el marco geométrico revelan un falso conocimiento de la
integral, quedando a nivel de estructuracion sin reformular el concepto.

En el nivel de asociacion instruido por la comprension, esta el equipo con
dificultad que se dejan llevar por el contrato didactico habitual. Se inclinan por un
enfoque procedural con la voluntad de vincular las propiedades lineales. Muestran
un pensamiento pragmatico y no entran en consideraciones estructurales sobre
las propiedades del modelo, suponen un modelo proporcional sin establecer las
condiciones de aplicacion en el contexto del real. En la rotacion hacen funcionar
el concepto a nivel de coordenadas cartesianas y se apoyan en la herramienta
de sistemas de ecuaciones lineales. Perciben una idea de la accion geométrica
de la cizalladura que no es coherente con su definicion, ya que, el sentido lineal
de la definicion les resulta complicado al no reconocer el tipo de enunciado del
problema. Aunque reconocen las propiedades lineales para la reformulacion
del area, y establecen las relaciones en el marco geométrico en coherencia, no
utilizan el area de poligonos simples para aproximar el area de la regiéon como una
forma de validar el valor total del area. Se quedan en un nivel de comprension de
muy poca estructuracion.

En el nivel de estructuracion, encontramos al equipo atipico que buscan
transferir por la reformulacion el concepto de un contexto a otro. Muestran un
nivel de explicitacion superior vinculado al uso del concepto cuando organizan,
validan y justifican sus resultados en cada etapa de su desarrollo. En la rotacion,
transfieren la “relacion de Chasles” y deducen el sentido de linealidad en
coherencia al desarrollar sus resoluciones en el contexto algebraico. En la
cizalladura, analizan en profundidad la nocion haciendo una revision consecuente
de la estructura con la articulacion de diferentes representaciones (geométrica,
algebraica, matricial), generalizando tambien el enfoque con la utilizacion de
otros conceptos unificadores. Proceden por analogia y deduccion en el problema
de célculo de area, logrando el pasaje del marco algebraico al geométrico
(utilizacion que los otros equipos no pudieron hacer) que es mas exigente que el
acostumbrado, porque exige interpretaciones sobre las condiciones de aplicacion
de la TL mas alla del nivel técnico.

5. CONCLUSIONES

Este articulo ha pretendido proponer una nueva forma de ensefiar la TL en
relacion con el rol unificador del concepto TL, como una abstraccion unificadora

Relime, Vol. 23 (3), Noviembre de 2020  ([(cc) RN



300 S. PASCUAL PIZARRO

de varios objetos de los cuales fue abstraido (Dorier, 2000), para una comprension
profunda y su puesta en funcionamiento en otras ramas de la matematica. Nuestro
trabajo consistio en implementar una secuencia didactica en el contexto de las
actividades normales del curso de algebra lineal.

Teniendo en cuenta la dimension epistemoldgica de la TL y a partir
de resultados de trabajos de didacticas de las ciencias y didacticas de las
matematicas (Dupin, 1996; Sfard, 1991) hemos podido elaborar una secuencia
didactica basandonos en elementos de modelizacion en la articulacion de las dos
formas de concebir el objeto: “procedural” y “estructural”, para acercarnos un
poco a la historia del concepto (Dorier, 2000a). El analisis historico nos animé a
encontrar un equilibrio entre la ensefianza directa de la TL como estructura Gnica
y general y formas en las cuales se manifesto sin seguir exactamente la cronologia
del desarrollo del concepto. Este analisis resulta ser una componente esencial en
el proceso de aprendizaje para la unificacion de los problemas, principalmente, en
encontrar un método general que permita resolverlos con la misma herramienta
lineal (Dorier, 2000a). De manera que el disefio de las situaciones problemas mas
bien esta ligado a aspectos funcionales del modelo general que a su complejidad
estructural (Dupin, 1996; Brousseau, 2003).

Revelar este aspecto funcional constituye en si todo un desafio, para
favorecer la devolucion y tratar de evitar que los saberes que estan incluidos
en la secuencia no se instauren en obstaculo para la abstraccion del concepto.
Por un lado, las situaciones deben comprender competencias de modelizacion
que permitan explicitar el aprendizaje, y, por otro lado, la nocion debe jugar
un rol transversal al proceso de resolucion de problemas donde debe aparecer
como el medio mas convincente de comprender y proporcionar sentido a
las soluciones. En este sentido, la secuencia pone atencion a los cambios de
marcos, a las representaciones y lenguajes matematicos, colocando en evidencia
procedimientos y métodos que permitan encontrar el medio de resolucion mas
economico y reutilizable de la nocion.

La secuencia permite que los estudiantes se refieran de manera espontanea
a la utilidad de los conceptos lineales en contextos distintos del algebra lineal,
mueve de un marco al otro y hace que los estudiantes saquen el caracter unificador
pasando a niveles mas abstractos de explicitacion; utilizando la estructura para
llegar a reformulaciones mas eficaces de los problemas que tienen que resolver.
Sin embargo, ciertos procesos atados a la enseflanza pueden actuar a veces como
obstaculo a la abstraccion de los conceptos ya abstraidos, puede hacer volver al
punto de partida y el papel de la TL resulta mas “revelar” un conocimiento parcial
que “conducir” el proceso de la resolucion.
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ANEXO A

(Cual es el curso de matematicas (o de otra disciplina) es el que mas le ha contribuido

para su comprension de las matematicas?

(Cual(es) enunciado(s), entre aquellos que figuran en la pregunta 2, lo describiria mejor?

2.

(maximo de 4 enunciados)

(Cual es el curso de matematicas que menos le ha aportado?

(Cual(es) enunciado(s) entre los que figuran a continuacion lo describiria mejor?

(maximo de 4 enunciados)

p—

o0 ® 0 zZZ R

T o mmo 0w p

Una sucesion de puzles

Una sucesion de problemas dificiles sin vinculo evidente con la teoria

Una sucesion de problemas para hacer comprender la teoria

Un encadenamiento progresivo de conceptos, del mas simple al mas complejo
Un estudio formal de espacios abstractos y de estructuras matematicas

Una sucesion de definiciones de objetos y de sus propiedades

Una sucesion de teoremas y de demostraciones dadas por el profesor

Una serie de ejercicios para aplicar las formulas ensefiadas

Un conjunto de técnicas de calculo con sus condiciones de utilizacion

Una voluntad de hacer descubrir la teoria por el estudiante

Una apertura sobre el desarrollo del razonamiento y del sentido de la demostracion

Una focalizacion sobre el desarrollo del razonamiento y del sentido de la demostracion

. Una apertura sobre las posibilidades de aplicacion de los conceptos ensefiados

Una focalizacion sobre las posibilidades de aplicacion de los conceptos ensefiados
Una apertura sobre la exploracion y la experimentacion

Una focalizacion sobre la exploracion y la experimentacion

Una apertura sobre la tecnologia (calculadora, software o programacion)

Una focalizacion sobre la tecnologia (calculadora, software o programacion)
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(Cual(es) enunciado(s) entre los indicados mas arriba resumiria mejor el conjunto de

la formacion que usted recibio en matematicas?

4.

(mdximo de 4 enunciados)

(Qué es lo que le da mas satisfaccion en matematicas? Por favor, elija uno o dos

enunciados entre los que se indican a continuacion.

(mdximo de 4 enunciados)

El conocimiento de una formula o de un método general aplicable a todos los casos
La reutilizacion en otras disciplinas de conceptos o de métodos vistos en matematicas

La busqueda fructuosa (o exitosa) de un enfoque de resolucidon a un problema
matematico complejo

La comprension de un nuevo concepto formal que hace pensar de otro modo

La experimentacion y la visualizacion con la ayuda del computador de fenomenos
matematicos

La simplificacion de una expresion compleja mediante manipulaciones algebraicas

La confirmacién por el modelo de correccion de su control de un concepto o de un
método matematico

El disefio acertado de un programa o de un procedimiento de software para resolver
un problema

El descubrimiento de una demostracion elegante
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ANEXO B
SITUACIONES PROBLEMAS

Situacion 1. En busca de un modelo

Un comerciante dispone para la venta una oferta de tomates envasados en paquetes de
2,3,4,6, 14y 24 kilogramos. Los precios de estos paquetes son los siguientes:

Paquetes (kg.) Precio ($)
2 470
3 700
4 850
6 1300
14 2800
24 5300

Con estos valores, un comprador se interroga por el precio que deberia pagar para 10 kilos.

L.

Sin deshacer los paquetes, utilizar diferentes combinaciones que le permitirian
determinar el valor de 10 kg. ;Qué se observa aqui? ;Lo puede explicar usted?

Haga una representacion grafica del precio en funcion del peso del paquete. ;Cual
es el paquete mas econdmico?

El vendedor esta dispuesto a cambiar sus tarifas, pero quiere mantener los precios
de los paquetes de 14 kg y 24 kg a lo que son actualmente.

a)
b)

©)
d)

e)

(Cual seria el precio de 10 kg en este contexto?

Establecer un modelo que no sea definido por tramos y que entregue el precio
para una cantidad x de kg.

(Funciona su modelo para una cantidad de 10 kg? ;y de 0 kg?

(Qué propiedades tendria que tener el modelo para que proporcione un precio
unico y coherente para cualquier cantidad de tomates?

(Sepuede utilizar este modelo y cumplir al mismo tiempo el deseo del vendedor?
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Situacion 2. Rotacion del plano

(x,,»,) del mismo sistema de ejes XY,

Segun la figura, se aplica al plano cartesiano R? una transformacion llamada rotacion de
al punto P de coordenadas (x, y) del sistema de ejes XY en un punto Q de coordenadas

un angulo @ (sentido anti reloj) la que denotaremos por Ry. La transformacion R, sitia

preguntamos si la rotacion aplicada al plano R? mantiene la posicion relativa del punto P
punto de R?.

Con el fin de calcular las coordenadas de R, (P) en el sistema de ejes coordenados XY nos
alo largo de los ejes coordenados X e Y con el fin de calcular Ry (x, y) para (x, ) cualquier

Para responder a este cuestionamiento resolver entonces:
L.

Especificar con la ayuda de un método geométrico-trigonométrico la posicion del
punto R, (P) con P(x, ).

2. Especificar con la ayuda de un método geométrico-trigonométrico la posicion del
punto Ry(A4) y Ry(B) con A(1,0) y B(0,1).
a) (Qué tipo de relacion parece existir entre Ry(4), Ry (B) y Ry (C) con C(1,1)?
b) (Qué tipo de relacion parece existir entre Ry (A), Ry (B) y Ry (P) con P(x, y)?
¢) (Lo puede usted justificar?

3. Siunpunto G se encuentra a una distancia 98 x10?° del origen y su vector posicion
a) Represente R, por una matriz.

tiene una direccion de 60°. ;Cual seria la posicion de R, (G)?

b) Verifique que esta representacion matricial mantiene la linealidad de la
transformacion Ry.
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Situacion 3. Cizalladura

Cuando la fuerza F que actua sobre el cuerpo (paralelepipedo) en direccion paralela a
una de las caras mientras que la otra cara permanece fija, se presenta una deformacion
denominada “cizalladura”. La seccion transversal del paralelepipedo es un rectangulo el
cual la cizalladura deforma en un paralelogramo.

Si la direccién de la fuerza F se representa por el vector no nulo %'y denotamos por | el

ortogonal (en sentido positivo) a #, la cizalladura es la TL que deja fijo a la direccion
- - — . .

y transforma u, en u +ku con k un escalar. Denominaremos esta cizalladura de factor

k'y direccion u.

. . . e, > T . .. -
1. Considere la cizalladura de factor 2 en la direccion u=i+j. Si definimos #; como
el vector perpendicular a # de misma norma y en el segundo cuadrante.

a) Determine donde se ubican las imagenes de los vectores siguientes:

iil. j

b) Deduzca la representacion matricial de la cizalladura respecto
1. de la base candnica

ii. delabase B= {7, Ej_}.

¢) Verifique las respuestas dadas en b) aplicando las dos matrices al vector
\7:3;+4;J_

d) (Coémoresultaralaestructura cuadradasiguiente sise le aplica esta cizalladura?
(Consejo: considere aplicar la transformacion a cada uno de los vértices).
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L J

e) Verifique que la respuesta dada en d) para el vértice C se puede obtener con
ambas matrices (respecto a sus bases asociadas).

La cizalladura descrita en el punto 1. podria ser descrita mas directamente si se
rotase el sistema de coordenadas para que la fuerza sea aplicada en la direccion de
uno de los vectores de la base canodnica. Una alternativa que nos permite mantener el
mismo sistema de coordenadas es considerar una combinacion de transformaciones
geométricas que se aplican a la figura. En primer lugar, se imagina que se hace una
rotacion (en — 45°) de la estructura para que la fuerza sea aplicada en la direccion
de 7. Se aplica entonces la fuerza que deforma al cuadrado en un paralelogramo por
la cizalladura (de factor 2) en la direccion de 7. Finalmente se vuelve a rotar (en 45°)
en sentido opuesto.

a) Esboceuna secuencia de dibujos que ilustre esta secuencia de transformaciones
geométricas.

b) Represente cada etapa de esta secuencia con la matriz adecuada, respecto de la
base canonica.

¢) Verifique que un producto de estas matrices nos hace volver a la matriz de la
cizalladura (calculada en 1-b) -i)).
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Situacion 4. Area entre curvas

1. Considerar la siguiente expresion para /

b)

©)

2. Se define la funcién f por f(x)=

I= T(g —sen> (1+x7))dx — ]E%(cosz (1+x))dx

-

Explicitar qué propiedad lineal de la integral se utiliza al realizar el cambio
de I%(cosz 1+ xz))dx por Jcosz 1+ x?)dx.

- 0

Establecer una expresion equivalente a / que permita determinar facilmente su
valor numérico y explicitar la relacion en términos de las propiedades lineales
de la integral.

Utilizando el grafico de la figura ;como se podria interpretar el resultado de la
integral / visualizando las dos integrales? ;A qué figura geométrica sencilla se
podria asociar el area entre estas dos curvas?

—3x+441—x7
2

en el intervalo abierto |-1,1[ y Q la

region limitada por el grafico de la funcion fylasrectas y=0, x=-0.5, x=0.8.

a)

b)

L8

Ya se sabe que para calcular el valor de If (x)dx se puede utilizar propiedades
5

lineales delaintegral. Explicitarlas propiedades que permitan hacer este calculo.

De las graficas de la figura identificar cada funcion y establecer una relacion
entre las regiones para medir el area de Q2 como el area de la region acotada por
el grafico de estas funciones.
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c) Verificar la relacion entre el area de Q y las areas de las regiones aproximando
por areas de poligonos
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