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ANDREA VERGARA, SOLEDAD ESTRELLA, PEDRO VIDAL-SZABO

RELACIONES ENTRE PENSAMIENTO PROPORCIONAL
Y PENSAMIENTO PROBABILISTICO
EN SITUACIONES DE TOMA DE DECISIONES

RELATIONSHIPS BETWEEN PROPORTIONAL THINKING
AND PROBABILISTIC THINKING IN DECISION-MAKING SITUATIONS

RESUMEN

Tomar decisiones es un acto cotidiano en el ser humano, a mayor
incertidumbre mas dificil es decidir. A partir de una situacion
de aprendizaje, consistente en decidir entre dos juegos
aleatorios con dados, se estudia la relacion entre el pensamiento
proporcional y el pensamiento probabilistico, considerando
tres estados para el pensamiento proporcional y tres tipos
de pensamiento probabilistico. Bajo el enfoque de un estudio de
casos instrumental, se analizan las decisiones y argumentos
de estudiantes de secundaria chilenos. Los resultados indican
que existen relaciones tanto beneficiosas como perjudiciales
entre el pensamiento proporcional y el probabilistico, y que
las dificultades en la determinacion de probabilidades no
necesariamente obedecen a la ausencia del uso de proporciones.
Se recomienda una enseflanza que considere la argumentacion
y el aprendizaje del espacio muestral para encauzar el uso de
recursos intuitivos.

ABSTRACT

Making decisions is a daily act in the human being, to greater
uncertainty more difficult it is to decide. From a learning
situation, consisting of deciding between two random games
with dices, the relationship between proportional thinking and
probabilistic thinking is studied, considering three states for
proportional thinking and three types of probabilistic thinking.
Under the focus of an instrumental case study, the decisions
and arguments of Chilean high school students are analyzed.
The results indicate that there are both beneficial and harmful
relationships between proportional and probabilistic thinking,
and that the difficulties in determining probabilities are not
necessarily due to the absence of the use of proportions. A
teaching that considers argumentation and learning of the sample
space is recommended to channel the use of intuitive resources.
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8 A. VERGARA, S. ESTRELLA, P. VIDAL

RESUMO

Tomar decisdes ¢ um ato didrio no ser humano, quanto
maior a incerteza, mais dificil é decidir. Em uma situagao de
aprendizado, que consiste em decidir entre dois jogos aleatdrios
com dados, estuda-se a relagao entre pensamento proporcional
e pensamento probabilistico, trés estados especificos
para pensamento proporcional e trés tipos de pensamento
probabilistico. Sob o foco de um estudo de caso instrumental,
s30 analisados argumentos de estudantes chilenos do ensino
médio. Os resultados indicam que existem relagdes benéficas e
prejudiciais entre o pensamento proporcional e o probabilistico,
e que as dificuldades na determinagdo das probabilidades ndo
se devem necessariamente a auséncia do uso de proporgdes.
Recomenda-se o ensino que considera a argumentagdo ¢ o
aprendizado do espago de amostra para canalizar o uso de
recursos intuitivos.

RESUME

Prendre des décisions est un acte quotidien de I’étre humain,
plus I’incertitude est grande est plus difficile décider. A partir
d’une situation d’apprentissage, consistant a choisir entre deux
jeux aléatoires avec dés, on étudie la relation entre la pensée
proportionnelle et la pensée probabiliste, considérant trois états
spécifiques de la pensée proportionnelle et trois types de pensée
probabiliste. Sous ’approche d’une étude de cas instrumentale,
on analyse les décisions et les arguments des lycéens chiliens.
Les résultats indiquent qu’il existe des relations a la fois bénéfiques
et néfastes entre la pensée proportionnelle et probabiliste, et
que les difficultés a déterminer les probabilités ne sont pas
nécessairement dues a I’absence d’utilisation des proportions.
Nous recommandons un enseignement qui tient compte de
I’argumentation et I’apprentissage de I’espace échantillon
afin de canaliser ’utilisation des ressources intuitives.

1. INTRODUCCION

El pensamiento humano se rige por dos sistemas, uno racional, l6gico, deductivo,
estructurado y consciente; y otro, automatico, practico, intuitivo, emocional e
inconsciente (Kahneman, 2012). Desde estas ideas, toda expresion de pensamiento
tiene una base racional y otra intuitiva. No obstante, la intuicion ha sido uno de
los aspectos mas complejos de abordar en su relacion con la construccion
de conceptos probabilisticos (Gandhi, 2018). Al respecto, existe una tematica abierta
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PENSAMIENTO PROPORCIONAL Y PENSAMIENTO PROBABILISTICO 9

en situaciones contraintuitivas, en que la base racional se opone a la base intuitiva,
y el vinculo entre el pensamiento proporcional y pensamiento probabilistico es
difuso. Con el fin de abordar la relacion entre dichos pensamientos, este estudio
considera al razonamiento como la manifestacion del sistema racional, a la
intuicién como la manifestacion del sistema intuitivo, y al pensamiento como
la coordinacion entre ambos.

Hace mas de 40 afos las dificultades asociadas a la presencia de intuiciones
en el pensamiento probabilistico han constituido un tema de interés. Fischbein
(1975) es quien inicia la determinacion de los tipos de intuiciones asociadas al
desarrollo del pensamiento probabilistico. Actualmente, se estudia la influencia de
la intuicion sobre el razonamiento probabilistico, especialmente en contextos en los
que es necesario elaborar juicios y realizar elecciones en juegos que involucran
incertidumbre (e.g., Engel y Orthwein, 2018; Gandhi, 2018).

La nocion de incertidumbre es amplia e incluye una gran variedad de
fendmenos asociados a la aleatoriedad, y cada vez que existe necesidad de enfrentar
situaciones que presentan incertidumbre se activa el pensamiento probabilistico
para medir qué tan incierta es una situacion (Pratt y Kazak, 2018). Enfrentar este
tipo de situaciones demanda una ensefianza escolar enfocada en el desarrollo de un
pensamiento probabilistico que contribuya a la formacion del ciudadano critico
del siglo XXI, en que el estudio de la probabilidad proporcione herramientas para
modelar y cuantificar la incertidumbre.

En relacion a la ensefianza de la probabilidad, las pruebas internacionales
proponen que estudiantes de 15 aflos puedan llegar a convertirse en ciudadanos
capaces de emitir juicios y tomar decisiones bien fundadas (OECD, 2016).
Particularmente en Chile, las bases curriculares para la enseflanza secundaria,
postulan respecto de la probabilidad, que todos los estudiantes “estimen de
manera intuitiva y que calculen de manera precisa la probabilidad de ocurrencia
de eventos; [...] en forma experimental y tedrica, y que construyan modelos
probabilisticos basados en situaciones aleatorias” (Ministerio de Educacion
de Chile [MINEDUC], 2015, p. 100). Asi, aunque el curriculo chileno establece
objetivos de aprendizaje en torno a la probabilidad para estudiantes de 12 a 15
aflos, no propone enfrentar problemas en escenarios de incertidumbre como un
medio para construir significados.

Por otra parte, las relaciones conceptuales entre lo proporcional y
la probabilidad son exiguas en el curriculo chileno. Si bien se contempla
que los estudiantes sean capaces de explicar probabilidades de eventos, a través
de fracciones, razones y porcentajes (MINEDUC, 2015, p. 109), la accion de
expresar una probabilidad como fraccidon o razoén no implica, por si sola, el uso
de proporciones. Sin embargo, los conceptos de fraccion y razon son parte de
las mismas estructuras cognitivas que permiten pensar en proporciones, a saber,
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10 A. VERGARA, S. ESTRELLA, P. VIDAL

las estructuras multiplicativas (Cf., Vergnaud, 1997). El calculo de probabilidades
no es suficiente para que emerja pensamiento proporcional, hace falta que el
estudiante tenga la necesidad de comparar, pues la esencia del pensamiento
proporcional reside en la comparacidon de razones entre magnitudes elegidas
convenientemente (Reyes-Gasperini y Cantoral, 2016). Una buena forma de
promover la comparacion de probabilidades es presentando experimentos
aleatorios a modo de juegos, que involucren tomar decisiones para ganar por
medio de la probabilidad.

Esta investigacion tiene como foco las argumentaciones de estudiantes de
secundaria, quienes enfrentaron dos experimentos aleatorios con dados y decidieron
sobre cual ofrece mayor oportunidad de ganar en un contexto de juego. Se
caracteriza asi la relacion entre el pensamiento probabilistico, el pensamiento
proporcional y la naturaleza de los posibles conflictos entre estos. Para ello, se
levanta un marco conceptual que articula la nocion de pensamiento proporcional
(Reyes-Gasperini y Cantoral, 2016; Vergnaud, 1997) con aquellas caracteristicas
y nociones claves del pensamiento probabilistico (Borovcnik, 2011). De este
modo, se busca responder /cuales son las posibles relaciones entre el pensamiento
proporcional y el pensamiento probabilistico activadas en una situacion de juego con
dados, que involucra la toma de decisiones en un escenario de incertidumbre?

2. ANTECEDENTES

Las formas en que los seres humanos elaboran conjeturas, concluyen o toman
decisiones estan determinadas tanto por razonamientos conscientes como por
intuiciones inconscientes, aunque estos estén en constante confrontacion
(Gigerenzer, 2011; Kahneman, 2012). Esta diferenciacion no obedece a considerar
s6lo a los razonamientos como formas de pensar correctas, ya que pueden
existir razonamientos erréoneos e intuiciones acertadas.

Las heuristicas poseen una base racional y también intuitiva, y pueden
entenderse como atajos mentales, estas ayudan a hacer inferencias en situaciones
con tiempo limitado, conocimiento limitado y capacidad de computo restringida,
siendo una de las caracteristicas de las heuristicas la reduccion del procesamiento
de informacion (Hoffrage, Krauss, Martignon y Gigerenzer, 2015). Desde otra
mirada, Kahneman y Tversky (1982) estudiaron la emergencia de heuristicas como
sesgos sistematicos de razonamiento en el ambito de las probabilidades. Otros
estudios han reportado la persistencia de sesgos o errores en el razonamiento
asociado a la resolucion de problemas probabilisticos en estudiantes de primaria
y secundaria (e.g., Chiesi y Primi, 2014; Garfield y Ahlgren, 1988). Los sesgos
pueden observarse en distintos niveles educativos y se caracterizan por ser
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dificiles de cambiar, incluso después de procesos adecuadamente intencionados de
ensefianza (Alvarado, Estrella, Retamal y Galindo, 2018; Chiesi y Primi, 2010;
Garfield y Ben-Zvi, 2007).

Debido a las dificultades que tiene la conformacion del pensamiento
probabilistico, existen diversas perspectivas de su aprendizaje, que incluyen enfoques
cognitivos, y también enfoques ecologicos, socioculturales y afectivos, entre otros
(Van Dooren, 2014). Asimismo, se ha estudiado como opera el razonamiento de la
probabilidad en procesos de toma de decisiones bajo incertidumbre (e.g., Bennett,
2014; Eriksson y Simpson, 2010; Kahneman, 2012), evidenciandose que la relacion
entre el desarrollo de pensamiento probabilistico y la elaboracion de estrategias
para decidir en escenarios de incertidumbre es compleja y, a veces, contradictoria
(e.g., Bennett, 2014; Kruger, Wirtz y Miller, 2005). Esta relacion permite explicar
las tensiones posibles entre pensar probabilisticamente y tomar decisiones.

Dada la complejidad que involucra el desarrollo de pensamiento probabilistico,
se hace necesaria una ensefianza de la probabilidad a nivel escolar, que permita
considerar diversos factores, tales como conceptos, actitudes, contextos, creencias
e incluso sentimientos (Gal, 2005). Conceptualmente, la probabilidad se vincula
fuertemente con el pensamiento proporcional (Van Dooren, 2014), dado que
historicamente la primera definicion de probabilidad es concebida como una medida
basada en razones® (Laplace, 1814). La razon suele entenderse como relacion parte-
todo y relacion entre partes, esta ultima estudiada por Fischbein y Gazit (1984),
quienes reconocieron esta relacion como la manera mas intuitiva de comparar
probabilidades desde los primeros afios de escolaridad. Actualmente, persiste
la controversia sobre si el pensamiento proporcional contribuye u obstaculiza
el desarrollo de pensamiento probabilistico (Pratt y Kazak, 2018) y las posturas
varian segun si se prescinde o no del calculo correcto de probabilidades para
tomar decisiones en incertidumbre.

Existen posturas opuestas sobre el rol de las proporciones para comparar
probabilidades. Por un lado, se defiende el uso de frecuencias absolutas en vez de
razones para facilitar la comprension, pues tanto nifios como adultos son mucho
mas propensos a estimar probabilidades si la informacién basica es entregada
como frecuencia absoluta, sosteniendo que las personas prefieren comparar
valores aproximados de las partes, en vez de determinar cada probabilidad, al
estilo de la regla de Laplace (Zhu y Gigerenzer, 2006). Por otro lado, se demuestra
empiricamente que usando razones es posible mejorar la comprension formal de
la probabilidad a través de adecuados procesos de enseflanza; y que ciertos sesgos
cognitivos, como la falacia de la conjuncion y la confusion entre causalidad

I “Le rapport de ce nombre a celui de tous les cas possibles, est la mesure de cette probabilité qui
n’est ainsi qu’une fraction dont le numérateur est le nombre des cas favorables, et dont le
dénominateur est le nombre de tous les cas possibles.” (Laplace, 1814, p. 7)
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12 A. VERGARA, S. ESTRELLA, P. VIDAL

y condicionalidad, persisten a pesar del uso de frecuencias absolutas en la
presentacion de los problemas probabilisticos (Diaz y Batanero, 2009).

Asimismo, hay estudios que manifiestan una relacion beneficiosa entre el
pensamiento probabilistico y el pensamiento proporcional. Watson y Shaughnessy
(2004) reportan conexiones explicitas entre posibilidades y proporciones al resolver
problemas contextualizados en nifios de 9 y 10 afios, mientras que Martignon
(2014) muestra que nifios menores de 11 afios pueden dar inicio al pensamiento
probabilistico desde el razonamiento con proporciones en un contexto lidico. Sin
embargo, otras investigaciones dan cuenta de obstaculos entre el razonamiento
basado en proporciones y el desarrollo del pensamiento probabilistico, puesto que
la cuantificacion de la probabilidad como razon es dificil en si misma y porque
lograr este razonamiento basado en proporciones no supera necesariamente las
dificultades propias referidas a la conceptualizacion de la probabilidad (e.g.,
Ashline y Frantz, 2009; Bryant y Nunes, 2012).

3. MARCO CONCEPTUAL

A continuacion, se presentan elementos conceptuales que permiten construir
indicadores suficientes para caracterizar distintas formas en las que se pueden
manifestar los pensamientos probabilistico y proporcional en sujetos que
deben tomar decisiones comparando experimentos aleatorios con dados.

3.1. Pensamiento Proporcional

El pensamiento proporcional concierne a las estructuras multiplicativas como
también al concepto especifico de funcion lineal (Reyes-Gasperini, 2016; Vergnaud,
1997). Vergnaud (1997) define a las estructuras multiplicativas como el conjunto de
situaciones, cuyo tratamiento implica una o varias multiplicaciones o divisiones,
junto con el manejo de conceptos y teoremas que permiten analizar estos tipos de
situaciones. Los problemas de proporciones que involucran estructuras
multiplicativas son de naturaleza compleja porque se apoyan en relaciones entre
cuatro magnitudes y devienen en la proporcion entre dos variables (Vergnaud, 1983).

Reyes-Gasperini (2016) modela el desarrollo del pensamiento proporcional
mediante etapas distintas; inicialmente, existe una situacion en la cual debe realizarse
una medicion sobre dos variables, pero estas no son conmensurables bajo un criterio
directo; luego, surge la necesidad de construir una unidad de medida pertinente
al contexto; posteriormente, se eligen magnitudes que representan a las variables,
vinculandolas intuitivamente para establecer algtn tipo de relacion; y por ultimo,
se realiza una comparacion, la cual puede ampliarse a la accion de conmensurar,
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PENSAMIENTO PROPORCIONAL Y PENSAMIENTO PROBABILISTICO 13

al argumentar y establecer relaciones de equivalencia. Reyes-Gasperini y Cantoral
(2016) sostienen que la raiz epistémica del surgimiento de las proporciones, como
relaciones entre magnitudes desde el ambito de lo variacional, se encuentra en el
problema de medir magnitudes inconmensurables, problema que fue enfrentado a
través de la comparacion.

Para efectos de este estudio, se entiende pensamiento proporcional como las
intuiciones y los razonamientos que guian las acciones de relacionar o comparar
razones mediante una proporcion, implicita o explicitamente, pudiendo ser este
cualitativo o bien cuantitativo, segun se caracteriza en la Tabla 1.

TABLA 1
Caracteristicas y manifestacion de los tipos de pensamiento proporcional

Tipos de Pensamiento Proporcional

Cualitativo Cuantitativo
Caracteristicas  Es aquel que tiene una base Es aquel que tiene una base en el
intuitiva y permite razonamiento, permite reconocer
contextualizar una relacion relaciones proporcionales de
entre magnitudes o cantidades ~ manera numérica y varias
mediante el uso del lenguaje propiedades. Se caracteriza
informal. Se caracteriza por considerar una proporcion
por estar restringido a entre cuatro cantidades y
situaciones que determinan dos magnitudes, de tal modo
implicitamente una constante que la cantidad reporta
de proporcionalidad positiva. numéricamente a la magnitud.
Manifestacion  Suele expresarse mediante Suele manifestarse de distintas
lenguaje informal, utilizando maneras, segun el tipo de
expresiones del tipo “a mas - regularidad numérica que
mas... a menos-menos...”. se identifique, por ejemplo,

expresiones como ‘“‘si uno aumenta
al doble, el otro también”.

Nota: adaptado de Reyes-Gasperini y Cantoral (2016).

3.2. Pensamiento Probabilistico

Estudios epistemologicos e histéricos de la probabilidad han categorizado su
tratamiento a través de los enfoques intuitivo, frecuentista, clasico, l6gico, tendencial,
subjetivo y axiomatico (Cf., Batanero, Chernoff, Engel, Lee y Sanchez, 2016).
También, es posible analizar la informacion que utiliza una persona para elaborar
un argumento probabilistico, considerando dos tipos de informacion sobre la
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14 A. VERGARA, S. ESTRELLA, P. VIDAL

probabilidad (Borovenik, 2011). El tipo de informacion objetivista, que describe
la probabilidad recurriendo a algun tipo de garantia cuantitativa expresada
de distintas maneras —escala de 0 a 1, fracciones, porcentajes o razones—. Y el
tipo de informacion subjetivista, que usa el conocimiento personal en torno a la
ocurrencia de un evento y la valoracion cualitativa de esta.

Respecto a la informacion objetivista, Borovenik (2011) establece dos tipos:
razones de casos equiprobables y frecuencias de un evento en repeticiones
idénticas e independientes de un experimento aleatorio dado, ambas requieren
de algin mecanismo de cuantificacion. Por su parte, la informacion subjetivista
esta fuertemente vinculada a afirmaciones que pretenden comunicar con lenguaje
informal el grado de verosimilitud de un hecho o evento, mediante expresiones

tales como “‘sin duda”, “casi seguro”, “tal vez”, “tan cierto como”, entre otras.

En base alo anterior se han considerado tres tipos de pensamiento probabilistico,
los que se caracterizan en la Tabla II.

TABLA II
Caracteristicas y manifestacion de los tipos de pensamiento probabilistico

Tipo de Pensamiento Probabilistico

Basado en Basado en Basado en
informacion informacion informacion
objetivista objetivista empirica  subjetivista
laplaciana interpretativa
Caracteristicas  Evoca un conjunto Toma en cuenta los Recurre a

de referencia a
modo de espacio
muestral, pero no
necesariamente un
conjunto de eventos
elementales; y
ocupa la definicion
laplaciana de la
probabilidad, esto
es, “s6lo una razon
cuyo numerador

es el nimero de
casos favorables y
cuyo denominador
es el nimero de
todos los casos
posibles” (Laplace,
1814, p. 7).

datos cuantitativos
basados en la
experiencia

propia o de otros,

y comunicable

por medio de
frecuencias de
eventos. Ocupa la
experimentacion
como fuente

de validacion,

sin considerar
necesariamente la
estabilizacion de las
frecuencias relativas
para un gran nimero
de ensayos.

las creencias
personales frente a
la incertidumbre,

y su base es mas
intuitiva que
racional. Recurre

a informacion
cualitativa de
diversas fuentes,
con el proposito de
facilitar y agilizar la
toma de decisiones.

ORI Rclime, Vol. 23 (1), Marzo de 2020
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Manifestacion ~ Expresa la Expresa la Expresa
probabilidad probabilidad estimaciones en
como una medida como frecuencia lenguaje informal
cuantitativa de absoluta o relativa, de las posibilidades
la posibilidad comparando numero  de los eventos, las
de ocurrencia, de casos favorables  que se realizan
la que puede ser con desfavorables sin comunicar un
representada de o favorables con resultado numérico
varias maneras, totales, desde y expresadas
como decimal, el registro de la como expectativas
fraccion, razon ocurrencia de 0 creencias.

0 porcentaje. los eventos.

Nota: adaptado de Borovenik (2011).

4. METODOLOGIA

Esta investigacién se enmarca en un paradigma cualitativo-interpretativo,
llevandose a cabo mediante un estudio de casos de tipo instrumental (Stake,
2007). La unidad de anélisis son los argumentos escritos de los sujetos sobre
su eleccion entre dos experimentos aleatorios con dados, lo cual permite comprender
en profundidad tanto la relacion entre el pensamiento probabilistico y el pensamiento
proporcional como la naturaleza de los posibles conflictos entre estos.

4.1. Casos y criterio de seleccion

Los sujetos participes fueron 54 estudiantes, 30 hombres y 24 mujeres, del grado
11 (16 a 17 afos de edad) de dos cursos de un establecimiento educacional
mixto de secundaria de la region de Valparaiso de Chile, clasificado en el grupo
socioeconémico medio alto segtin la Agencia de Calidad de la Educacion,
que se encontraban en la categoria de desempefio alto?, de acuerdo a los resultados
obtenidos en el grado anterior correspondientes al afio 2017. Estos cursos
participaron de una secuencia de cuatro clases, disefiadas para la promocion
del pensamiento probabilistico, a través de procesos de toma de decisiones. Esta
escuela fue elegida por resultar accesible a los investigadores y tener un desempefio
académico sobre la media nacional.

2 Esta categoria de clasificacion es la mas alta entre cuatro y agrupa a establecimientos cuyos
estudiantes obtienen resultados que sobresalen respecto de la media nacional de su grupo
socioeconomico en la prueba SIMCE, Sistema de Medicion de la Calidad de la Educacion en Chile,
(MINEDUC, 2014).
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16 A. VERGARA, S. ESTRELLA, P. VIDAL

El criterio de seleccion también considerd ademas el nivel escolar y los
conocimientos previos relativos a la probabilidad. Segtin el curriculo implementado,
los estudiantes conocian los conceptos de experimento aleatorio, espacio muestral
y regla de Laplace, pero en el momento de la investigacion, aun no conocian los
conceptos de variable aleatoria y distribucion de probabilidad.

Los casos de esta investigacion corresponden a las producciones escritas,
realizadas por los estudiantes trabajando en parejas, que expresan una decision y
un argumento para la misma. Se constituyen parejas de trabajo con el propodsito
de favorecer la elaboracidon de argumentos y consolidar asi el uso de estos
como unidad de analisis. Las parejas son definidas por los propios estudiantes,
principalmente segtn afinidad. Estos 27 casos fueron asignados como P1, P2, ...,
P27, respectivamente. Para profundizar los resultados del analisis general fueron
seleccionadas 6 producciones del total de 27.

4.2. Situacion de Aprendizaje y su aplicacion

La situacion de aprendizaje utilizada para recolectar datos es parte de la segunda
clase de una secuencia de cuatro clases de 90 minutos, creadas, disenadas e
implementadas por un docente del equipo de investigadores. En todas las clases,
la motivacion fue tomar una decision y argumentarla, en las dos primeras, a partir
de juegos de apuestas con dados vy, en las dos siguientes, a partir de problemas
cruciales, cercanos a la vida cotidiana de los estudiantes. En las clases de juegos de
apuestas los estudiantes trabajaron en parejas con el propdsito de vivir la experiencia
de la apuesta, para luego discutir y consensuar con el compafiero o compaiiera de
juego, tanto la decision como la redaccion de la argumentacion. En las clases
asociadas a problemas cruciales, los estudiantes trabajaron de manera individual.
En todas las clases los estudiantes recibieron una hoja de trabajo que describio
la situacion, un cuestionamiento principal y otros cuestionamientos secundarios
de profundizacidon. El trabajo realizado por los estudiantes se monitored
constantemente por el docente, mediante notas de campo, las que facilitaron
concluir cada clase con un plenario. La secuencia de aprendizaje fue disefiada
para propiciar la reflexion y argumentacion en la toma de decisiones en escenarios
de incertidumbre, antes que la ensefianza explicita del concepto probabilidad.

Se selecciond la situacion de la segunda clase, la cual se basa en dos
experimentos aleatorios con dados equilibrados reales de 6 caras. La comprension
de los experimentos esta facilitada por las experiencias ludicas previas de los
sujetos, debido a que el uso de experimentos aleatorios con artefactos, tales como
dados, monedas y cartas, son comunes en el curriculo chileno. A partir de la
presentacion de estos experimentos aleatorios como juegos (ver figura 1), los
sujetos debian justificar de forma escrita su decision respecto a la conveniencia
de uno de los juegos para ganar. La implementacion de la situacion considerd 45
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minutos, que contempld un primer momento para que los estudiantes efectivamente
experimentaran ambos juegos con dados, y un segundo momento, para llegar a
consenso, argumentar la decision y registrarla en forma escrita.

Se tienen dos juegos de dados.

JUEGO 1: consiste en lanzar un dado no cargado de seis caras y observar si sale un numero par
o impar en la cara superior. Se gana el doble de lo apostado si sale par, si no, pierde todo lo
apostado.

JUEGO 2: consiste en lanzar dos dados no cargados de seis caras y observar si la suma de los
numeros de las caras superiores resulta par o impar. Se gana el doble de lo apostado si sale
par, si no, pierde todo lo apostado.

(En qué juego conviene apostar para ganar? Justifica tu respuesta.

Figura 1. Hoja de trabajo del estudiante que describe la situacion.

4.3. Procedimiento de Analisis

Para llevar a cabo el analisis de los datos, se procedid en tres etapas, todas con el
100% de consenso entre investigadores. En la primera etapa, dos investigadores
clasificaron los argumentos de los estudiantes, en relacion a la eleccion realizada.
En la segunda etapa, dos investigadores evaluaron el estado del pensamiento
proporcional, a través de la presencia o ausencia de su manifestacion (Cf., Tabla I),
y se codificaron los 27 casos, considerando las seis combinaciones posibles entre
la decision tomada y el estado del pensamiento proporcional. Y en la tltima etapa,
tres investigadores clasificaron los casos de acuerdo a la manifestacion de los tipos
de pensamiento probabilistico (Cf., Tabla II).

4.3.1. Espacios muestrales de la situacion de aprendizaje

Para tomar una decision sobre la conveniencia de elegir un juego u otro, los
estudiantes debian comparar las probabilidades de ganar en ambos juegos, esto es,
que salga par o la suma sea par. Varios son los estudios que sefalan que el
espacio muestral es una construccion clave en el desarrollo del pensamiento
probabilistico (e.g., Chernoft y Zazkis, 2011; Jones, Langrall, Thornton y Mogill,
1999; Nikiforidou, 2019). Dado que la definicion escolar de espacio muestral hace
alusion al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio, es
comun que surjan distintos tipos de conjuntos, no necesariamente equiprobables,
segun qué elementos se consideren de interés (Chernoff y Zazkis, 2011). Asi, los
estudiantes suelen describir espacios muestrales no convencionales, es decir, listas
o conjuntos de muestras que se componen de eventos no elementales. Previniendo lo
anterior, serealizo un analisis a priori de la situacion, estableciendo algunos posibles
conjuntos que podrian ser referidos por los estudiantes como espacios muestrales.
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Para el juego 1, lanzar un dado y observar si sale par o impar, es posible
anticipar dos espacios muestrales, 4,={1,2,3,4,5,6} de eventos elementales,
y 4,={{2,4,6}; {1,3,5}} de subconjuntos de eventos, ambos equiprobables. El
conjunto 4, también podria ser descrito en lenguaje natural como par e impar.

El juego 2, lanzar dos dados y observar si la suma es par o impar, proviene de
un experimento compuesto y podrian determinarse los espacios muestrales
de distintas maneras. A continuacion, se presentan los espacios muestrales en
lenguaje conjuntista junto a la cardinalidad, descripcion y consideracion del
orden al lanzar el dado, en cada uno de ellos (véase Tabla III).

TABLA III

Espacios Muestrales previstos para el juego 2

Tipos de
Espacios
muestrales
en juego 2

Espacio Muestral

Cardinalidad y/o Descripcion

Conjunto
de eventos
elementales

E;={(L,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5);
(1,6); (2,1); (2,2); .5 (6,6)}

E, = {(11); (2,2); (3.3); (4:4); (5,5);
(6,6); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6);
(2,3); (2,4); (2,5); (2,6); (3.4);
(3.5); 3,6); (4.5); (4,6); (5,6)}

E3= {(la,lb); (lb’la); (laazb);
(lbsza); s (6a76b); 6b’6a)}

E,;= {(I1a,1p); (Ip.14); (12,2);
(15:20); 24,1p); @p,1a);
N (6aa6b); (6b’6a)}:

36 eventos descritos como pares
ordenados, considerando el orden.

21 eventos descritos como
pares ordenados, sin
considerar el orden.

42 eventos descritos como pares
ordenados, que distinguen el
primer del segundo lanzamiento,
sin considerar el orden.

72 eventos descritos como pares
ordenados, que distinguen el
primer del segundo lanzamiento,
considerando el orden.

Conjuntos de
eventos no
elementales

E,={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},

E¢ = {(par, par); (impar,
impar); (par, impar)}

E; = {(par, par); (par, impar);
(impar, par); (impar, impar)}

E; = {par, impar}

11 eventos descritos como los
resultados posibles de la suma.

3 eventos descritos segun paridad
de los resultados posibles de cada
dado, sin considerar el orden.

4 eventos descritos seguin paridad
de los resultados posibles de cada
dado, considerando el orden.

2 eventos descritos como
los posibles resultados para
la suma, segin paridad.

ORI Rclime, Vol. 23 (1), Marzo de 2020



PENSAMIENTO PROPORCIONAL Y PENSAMIENTO PROBABILISTICO 19

Registros de E, obtenidos al lanzar varias
resultados en veces ambos dados,

. DI|2 |1 .
tablas o listas consignando el valor
D213 |5 numérico de cada dado (DI,

D2) para cada lanzamiento.

E, obtenidos al lanzar varias
veces ambos dados,
consignando la suma (S)
de los valores de los dados
para cada lanzamiento.

E, obtenidos al lanzar varias
veces ambos dados,
distinguiendo y registrando
par de impar (p, i) para
cada dado (D1, D2) en
cada lanzamiento.

E, obtenidos al lanzar varias

| | veces ambos dados,
registrando par e impar (p, 1)

para los resultados de las

sumas en cada lanzamiento.

5. RESULTADOS

Se recolectaron los datos de las decisiones y respectivas argumentaciones de las
parejas de estudiantes en forma de respuestas escritas, las que fueron analizadas de
acuerdo a los tres criterios principales definidos en el marco conceptual: estado del
pensamiento proporcional, decision respecto a la oportunidad de ganar que brindan
ambos juegos y estados del pensamiento probabilistico (ver Tabla IV).

De todos los casos clasificados en la Tabla IV (véase pagina siguiente),
el 56% de estos (15) argumentan que ambos juegos dan la misma oportunidad
de ganar, presentando mayormente un pensamiento proporcional cuantitativo y
un tipo de pensamiento probabilistico objetivista laplaciano. Los que tomaron
la decision contraria, esto es, que los juegos no dan la misma oportunidad de
ganar, presentan una mayor variabilidad en los argumentos, respecto al estado
del pensamiento proporcional y al tipo de pensamiento probabilistico.
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TABLA IV
Clasificacion de los 27 casos, segtn tipo de pensamiento probabilistico
y el estado de pensamiento proporcional en relacion a la decision

Tipo de
pensamiento  Estado de pensamiento proporcional en relacion a la decision
probabilistico

Tipo de Estado de pensamiento proporcional en relacion a la decision
pensamiento
probabilistico los juegos dan la misma los juegos no dan la misma
oportunidad de ganar oportunidad de ganar

ausente cualitativo cuantitativo | ausente cualitativo cuantitativo Total
objetivista 0 0 10 0 1 4 15
laplaciano
objetivista 1 0 2 I 0 1 5
empirico
.sub]etwlstg 0 ) ) 3 ) 7
Interpretativo
Total 3 0 12 3 4 5 27

Nota: El signo - denota que la combinacion es inviable.

Las argumentaciones predominantes corresponden a aquellas que conjugan el
pensamiento probabilistico basado en informacion objetiva laplaciana y
el pensamiento proporcional cuantitativo. Ademas, ocho de las combinaciones
no presentaron casos, dos de ellas habian sido previstas como inviables.

La presencia de pensamiento probabilistico basado en informacion objetivista
empirica no resultdé compatible con el pensamiento proporcional cualitativo,
ya que los estudiantes que obtenian resultados de manera experimental usaban
estos para comparar cuantitativamente o bien no los usaban para tomar la decision.
En los 5 casos que presentaron este tipo de pensamiento probabilistico, la nocion
frecuentista de la probabilidad fue mas bien intuitiva, los estudiantes llevaron la
cuenta del nimero de veces que se perdia y que se ganaba sin reparar en la necesidad
de realizar un gran numero de experimentos.

En cuanto al pensamiento probabilistico subjetivista interpretativo, este se
presenta unido tanto al pensamiento proporcional cualitativo como a la ausencia
de pensamiento proporcional, siendo las expresiones cualitativas las que permitieron
comprender el razonamiento subyacente.
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Finalmente, y de acuerdo a lo previsto en la seccion 4.3.1., fue posible
identificar distintos espacios muestrales referidos al juego 2. La siguiente seccion
presenta el analisis de los tipos de espacios muestrales referenciados por los
estudiantes y como se vinculan con los tipos de pensamiento probabilistico y
los estados de pensamiento proporcional.

5.1. Relacion entre tipos de pensamiento probabilistico y estados de pensamiento
proporcional que manifiestan espacios muestrales explicitos para el juego 2

5.1.1. Caso P23: Relacion entre el pensamiento probabilistico objetivista
laplaciano y pensamiento proporcional cuantitativo sobre un espacio
muestral de eventos elementales

La pareja de estudiantes P23 determina los espacios muestrales de los experimentos
aleatorios: juego 1 y juego 2 (ver figura 2). Para el juego 1, expresa el espacio
muestral como una lista y enmarca con un circulo los nimeros impares 1,3y 5
(tres casos de seis), calcula la probabilidad de perder mediante la relacion % = % .
Mientras que para el juego 2, construye una tabla de doble entrada, y enmarca
con un circulo los nimeros impares 3, 5, 7, 9 y 11 (18 casos de 36), calculando
también la probabilidad de perder como ;—8 =1 Estos estudiantes determinan
que “en ambos [juegos] existe la misma probabilidad [de perder]”.

tjgeporq\)(, en BMbs oase [p misMa prods bIdad Syt en s

Figura 2. Argumento escrito de la pareja de estudiantes P23, que
evidencia un pensamiento probabilista objetivista laplaciano y
un pensamiento proporcional cuantitativo, en un espacio
muestral tipo £,
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P23 evidencia un pensamiento probabilistico basado en informacion
objetivista laplaciana, manifestando la probabilidad como una medida cuantitativa
de la posibilidad de ocurrencia, al determinar todos los eventos del espacio
muestral de cada experimento aleatorio z y g respectivamente. A su vez, P23
evidencia un correcto pensamiento proporcional cuantitativo, pues compara
la opcion de perder a través de los resultados del calculo de la probabilidad de
ambos casos y, mediante las magnitudes resultantes, encuentra una regularidad
numérica cuya expresion es % .

Este caso da cuenta de una relacion favorable entre el pensamiento
probabilistico y el pensamiento proporcional cuantitativo, lo que permitioé a P23
tomar una decision correcta respecto a la situacion propuesta.

5.1.2. Caso P26: Relacion entre el pensamiento probabilistico objetivista
laplaciano y pensamiento proporcional cuantitativo sobre un espacio
muestral descrito como resultados posibles para la suma

La pareja P26 determina los espacios muestrales del juego 1y 2, rotulandolos
como J1 y J2 (ver figura 3). Para J1 describe eventos elementales separados en
dos casos, el caso en que se pierde, {1,3,5} y el caso en que se gana, {2,4,6},y
en ambos calcula la probabilidad mediante la regla de Laplace como 3 Paral2
determina el conjunto correspondiente al recorrido de la variable aleatoria suma
de dos numeros del 1 al 6 y también lo separa segun el criterio de ganar y perder,
esto es, {2,4,6,8,10,12} y {3,5,7,9,11} respectivamente, lo cual hace que calcule una
probabilidad de % para el primero y % para el segundo. En consecuencia, P26
responde que el juego 1 tiene “la misma probabilidad de ganar y perder...”, mientras
que para el juego 2 indica que “tiene mas probabilidad de ganar que perder.”

% 1,35 3% Ve porder Sc hay diperencea , ®n el Hegol fiene
2,46 3/49—9 ?e 9anay la mesma probe bilida/ deganay perdey
7. '2‘,71%5,’%,7&,7; £/14 - De gangy | 60y 5O
E\SJ' 135 oo Peperder | Ln o] Wegp 2 tiene resemas probaliliied
de ganat gre Pel/ckw

Figura 3. Argumento escrito de la pareja de estudiantes P26, que
evidencia un pensamiento probabilista objetivista laplaciano
y un pensamiento proporcional cuantitativo, sobre el espacio
muestral tipo Ej
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La pareja P26 da cuenta de un pensamiento probabilistico basado en
informacion objetivista laplaciana, pues expresa la probabilidad tanto de ganar
como de perder como una medida cuantitativa a través de la razon entre casos
favorables y casos totales. A partir de la argumentacion, puede interpretarse
que implicitamente se considera una proporcidon cuyos cuatro términos estan
constituidos por fracciones, pues para cada juego se compara la probabilidad
de ganar contra la probabilidad de perder, asi P26 manifiesta un pensamiento
proporcional cuantitativo.

En este caso, tanto el pensamiento probabilistico como el pensamiento
proporcional se muestran sostenidos por elementos cuantitativos, logrando
concordancia. Sin embargo, el calculo de la probabilidad resulta incorrecto. Las
causas de este error no obedecen a las dificultades en elaborar un pensamiento
basado en proporciones, sino en asumir erroneamente la equiprobabilidad de
los eventos que constituyen el espacio muestral establecido para el juego 2.

5.1.3. Caso Pl6: Relacion entre el pensamiento probabilistico objetivista
empirico y pensamiento proporcional cuantitativo sobre un espacio
muestral descrito como registro de resultados del experimento

La pareja P16 realizé 14 veces ambos experimentos aleatorios (ver figura 4). Para
el juego 1 obtuvieron siete resultados en que el niimero observado en la cara superior
del dado era impar y siete en que era par, rotulando como /=7y P =7,
respectivamente. De igual forma procedieron para el juego 2. Para cada juego,
registran los resultados en una lista vertical, cuyas secuencias son distintas,
pero las cantidades resultantes para los resultados par e impar son las mismas.
En base a dicha experiencia, P16 concluye que ambos juegos tienen la misma
probabilidad de ganar “... la frecuencia de que salga par o impar no influye en
el resultado ya sea tirando uno o dos dados...”.

yndado 2 doddes .
No | porpae Lo frecenera o&ew \Z‘*‘ X1+ ;_g- T=¥
%:L\a& PAC O iynpac WO ing DA S & Y o P=-¢ I ?’£
QA tesdifades Yo Sro Hrando one E% P?’
© dos cladwos , \eaawmos o esto ya fue [p Ees
lovxbg\mos le. waisnme, covadoad de I AN
NeeS Lo B dado y elos g ’?'O\-u\-.Aq P ‘}Ob&l\“’

Figura 4. Argumento escrito de la pareja de estudiantes P16, que
evidencia un pensamiento probabilista objetivista empirico y
un pensamiento proporcional cuantitativo, sobre el espacio
muestral tipo £,
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La pareja P16 manifiesta un pensamiento probabilistico objetivista empirico
porque expresa la probabilidad como frecuencia absoluta, registrando el numero de
casos en que se obtiene par e impar en ambos juegos, a partir del lanzamiento
de los dados. La comparacion implicita, es de caracter cuantitativa, pues se realiza
un computo de los resultados y se establece una base comun para comparar,
a saber, el mismo numero de ensayos. Lo anterior es evidencia de un pensamiento
proporcional cuantitativo, el cual permite a los estudiantes comparar directamente
las frecuencias absolutas de los resultados pares e impares en cada juego.

En este caso, la evaluacion de la probabilidad del juego 2 es plausible, no
obstante, el hecho de que el experimento se realice una cantidad arbitraria y pocas
veces es indicador de la ausencia de un adecuado significado frecuentista de la
probabilidad. Luego, la decision se ve influenciada por la coincidencia afortunada
de los resultados obtenidos, los cuales hacen que el pensamiento objetivista
empirico guie el pensamiento proporcional cuantitativo, aun sin contar con
informacion suficiente.

5.1.4. Caso P9: Relacion entre el pensamiento probabilistico subjetivista y el
pensamiento proporcional cualitativo sobre un espacio muestral descrito
segun paridad de los resultados posibles de cada dado

La pareja P9 argumenta que “los juegos no son equivalentes”, ya que la suma
entre dos pares o entre dos impares es par, siendo esta la opcion que permite ganar
(ver figura 5). Esto se relaciona con un espacio muestral conformado por tres tipos
de sumas como eventos, descritos de la forma par + par, par + impar, impar +
impar, en el que las posibilidades de obtener par son mas que las posibilidades de
obtener impar.

,Z,o‘g WS NOLON Q%WO\W(—LS)")O\W MLQ'W‘B/
(e-miobalniUdad @Ww%o\ oL eswaonor O sl
Se@ ARG YO Ak 5 ausb08 MUWMIAO( gon paash,
(A.&Uwu\o. YPTM ?O\/\,) '\*’L SA QM‘oo_& Lon wuu?areg) (‘(L
Convrnim VanSi€n vea POV V\MAA«W&;SW Solo £ Vo o)
oA oo tunpe) Lo suwta secns tnnapoll. o?w—vu.fmw{)ar

| V(i%\m:é:\\g@ﬁ' s égm@m e

Figura 5. Argumento escrito de la pareja de estudiantes P9, que
evidencian un pensamiento probabilistico objetivista
laplaciano y un pensamiento proporcional cualitativo, en
el espacio muestral £
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La pareja P9 manifiesta un pensamiento proporcional cualitativo, pues
relaciona, a través del uso del lenguaje matematico escolar, los posibles tipos de
sumas de ambos juegos bajo el criterio de la paridad. De esta manera, en el juego 2 se
advierte que al haber mas tipos de sumas que dan par, hay mas probabilidad de ganar.
Por otra parte, P9 activa un pensamiento probabilistico subjetivista interpretativo,
pues ocupa una fuente de informacion algebraica y expresa posibilidades haciendo
uso de lenguaje tanto natural como simbdlico. Asi, la eleccion entre los juegos
se realiza sin recurrir a un resultado numérico. Este caso da cuenta de una
relacion adversa entre el pensamiento probabilistico subjetivista interpretativo
y el pensamiento proporcional cualitativo, puesto que la necesidad de eludir el
calculo lleva a P9 a realizar una sobreestimacion de la probabilidad de ganar en
el juego 2, lo que conduce a tomar una decision incorrecta.

En la Tabla V se sintetizan los tipos de espacios muestrales asociados al
juego 2, que surgieron como parte de las argumentaciones y su relacion con las
combinaciones entre pensamiento proporcional y pensamiento probabilistico.

TABLA V
Tipos de espacio muestral y pensamientos asociados para el juego 2, desde
las argumentaciones de los cuatro casos (P23, P26, P16 y P9)

Espacio L L, Pensamientos
Caracterizacion de la argumentacion ;

Muestral asociados

E, Se construye £, y cuentan los casos favorables Pensamientos
{(1,1); (1,3); (1,5); ... (6,6)} directamente desde el proporcional
espacio muestral. Se decide que tanto el juego 1 cuantitativo y
como el juego 2 ofrecen las mismas oportunidades probabilistico
de ganar, pues en ambos juegos las posibilidades de  objetivista
obtener valores pares corresponden a la mitad de los  laplaciano.
casos totales, 1 de 2 y 18 de 36, respectivamente.

E, Se construye un conjunto simplificado de las Pensamientos
posibilidades resultantes en funcion de la paridad. proporcional
Se decide que los juegos no son equivalentes cualitativo y
pues al apostar por obtener una suma par, hay probabilistico
mas opciones de ganar en el juego 2, porque subjetivista
2 de 3 combinaciones ofrecen una suma par interpretativo

(par + par = par; impar + impar = par).
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E Se considera de forma implicita el recorrido de la Pensamientos
variable aleatoria suma de los nimeros obtenidos en  proporcional
el juego 2 como conjunto referencia. Se identifican cuantitativo y

asi todos los resultados posibles para la suma, probabilistico
desde el 2 hasta el 12. Se decide que los juegos no objetivista
ofrecen la misma oportunidad de ganar, pues en el laplaciano.

juego 2 hay mas de la mitad de opciones favorables
para obtener un valor par, esto es, 6 de 11.

EVE, Se registran los resultados obtenidos al lanzar Pensamientos
varias veces ambos dados, en listas o tablas, yasea  proporcional
el resultado numérico de la suma o la posibilidad cuantitativo y

par - impar para cada dado. Se puede decidir que los  probabilistico
juegos ofrecen igual o distinta oportunidad de ganar, objetivista
segun el conteo de casos favorables y casos totales.  frecuentista.

Nota: Elaboracion propia.

Los espacios muestrales si bien fueron descritos y representados de distintas
maneras por los estudiantes, se manifestaron de acuerdo a lo previsto (ver Tabla
IV), seglin se indica en la Tabla V. Los espacios muestrales E,, E; y E, son
validos, aunque varian en cardinalidad y notacion. No obstante, la forma en la
que se visualiza el conteo de posibilidades a partir de dichos espacios muestrales
puede afectar significativamente en la asignacion de probabilidades especificas para
cada evento y, por tanto, en la decision sobre la conveniencia de un juego sobre el
otro. En los casos P26 y P9, las dificultades evidenciadas en la estimacion de la
probabilidad de ganar en el juego 2, obedecen al supuesto de la equiprobabilidad
de los espacios muestrales referenciados y no necesariamente a la interpretacion
y descripcidn de los conjuntos asociados a los espacios muestrales. De ahi que
las reflexiones relativas a la conveniencia por apostar en el juego 1 o en el juego
2 varian incluso si la base comun es el pensamiento probabilistico basado en
informacion objetivista.

5.2. Relacion entre tipos de pensamiento probabilistico y estados de pensamiento
proporcional que no manifiestan espacios muestrales explicitos para el juego 2

Los siguientes dos casos, permiten profundizar —dada la legibilidad de la

redaccion— en la relacion entre los tipos de pensamiento probabilistico y estados
de pensamiento proporcional que no manifiestan espacios muestrales explicitos.
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5.2.1. Caso P24: Relacion entre el pensamiento probabilistico objetivista
laplaciano y pensamiento proporcional cualitativo, sin espacio
muestral explicito

La pareja P24 argument6 que el primer juego “tiene menos probabilidad porque
tiene menos opciones”, [esto es, {1,2,3,4,5,6}] tiene cardinalidad 6 y “solo 3 son
pares”, mientras, para el segundo juego, “hay un mayor nimero de combinaciones
[entonces hay mayor probabilidad de ganar]”, pues si se tienen “ambos dados con
nameros impares..., la suma puede ser par” (ver figura 6).

5\', yo g2 en el frim‘lf dvg}o el JU}A&)\’ biene mmenos ?ro\;o\bi‘.ido.é clc}ww-f,
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Figura 6. Argumento escrito de la pareja de estudiantes P24, que
evidencian un pensamiento probabilistico objetivista
laplaciano y un pensamiento proporcional cualitativo, sin
explicitar espacio muestral para el juego 2

P24 activa un pensamiento proporcional en estado cualitativo, pues al
comparar ambos juegos, asocia a mas posibilidades mayor probabilidad de ganar.
La pareja P24 entrega elementos del espacio muestral para el juego 1, y un espacio
muestral implicito para el juego 2. Es posible interpretar que considera el conjunto
{(par, par), (par, impar), (impar, impar)}, desde el cual se infiere que hay
mas posibilidades de que la suma sea par que impar, pues par + par = impar +
impar = par. P24 manifiesta un estado de pensamiento probabilistico laplaciano,
de acuerdo a como concibe la probabilidad para el juego 1. Si bien en el juego 2 no
se calcula numéricamente la probabilidad de ganar, igualmente se insintia la relacion
entre casos favorables y casos totales, al intentar conceptualizar las combinaciones
que arrojan resultados pares para la suma y las posibles combinaciones.

Este caso evidencia dos dificultades, por una parte, se cambia el tipo de
espacio muestral de referencia, de uno de eventos elementales a otro de eventos
descritos segtn paridad del resultado de cada dado y, por otra, el analisis de los
resultados posibles para el juego 2 no distingue el evento par - impar del evento
impar - par. Junto con lo anterior, el recuento de los resultados posibles realizado
para el juego 2 manifiesta un sesgo de equiprobabilidad.
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5.2.2. Caso P19: Relacion entre el pensamiento probabilistico subjetivista
interpretativo y ausencia de pensamiento proporcional, sin espacio
muestral explicito

La pareja P19 reconoce la existencia de diferencias entre ambos juegos, pero la
argumentacion se reduce a repetir las caracteristicas de cada uno, como el nimero
de dados que se usa en cada caso y las condiciones que permiten ganar (ver figura
7). El argumento expresa que la diferencia esta en las probabilidades de obtener
par en cada juego, que es finalmente lo que permite ganar.
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Figura 7. Argumento escrito de la pareja de estudiantes P19,
que evidencia ausencia de pensamiento proporcional y
pensamiento probabilistico subjetivista interpretativo, sin
espacio muestral explicito

La pareja P19 manifiesta ausencia de pensamiento proporcional, pues no
realiza ningln tipo de comparacion en base a razones, cOmo tampoco expresa un
pensamiento proporcional cualitativo, ya que no relaciona, por ejemplo, el aumento
de posibilidades con el aumento de probabilidades. Ademas, P19 manifiesta un
pensamiento probabilistico subjetivista interpretativo, dado que argumenta que
existen diferencias en las probabilidades de ganar, pero sin comunicar un resultado
numérico ni justificar las fuentes de informacion.

En este caso la relacion entre la ausencia de pensamiento proporcional y el
pensamiento probabilistico subjetivista interpretativo obstaculizé la concrecion
de una decision respecto de la conveniencia de un juego por sobre otro.

6. DISCUSION

Los resultados generales evidencian que el pensamiento proporcional puede jugar
un doble rol al estar en interaccion con el pensamiento probabilistico. En ocasiones
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ambos pensamientos se muestran en una relacion beneficiosa, pero en otros casos
el pensamiento proporcional predomina sobre el pensamiento probabilistico,
generando ideas sesgadas acerca de la probabilidad. Especificamente, la relacion
explicita entre el pensamiento probabilistico basado en informacion objetivista
laplaciana y el pensamiento proporcional cuantitativo brindan sefiales sobre como
influye la construccion del espacio muestral en la determinacion de probabilidades.
De las 15 argumentaciones que sugirieron una logica laplaciana, solo 10 de ellas
ofrecieron argumentos correctos respecto de las probabilidades involucradas, que
son justamente aquellas que definieron el espacio muestral de eventos elementales.
Por su parte, el pensamiento proporcional cuantitativo, presente en 17 de los 27
casos, manifestaron el proceso de plantear probabilidades como razones cuando
existia acceso a espacios muestrales, ello se contrapone a lo sefialado por Sedlmeier
(1999), quien manifiesta que uno de los factores que explican las dificultades para
razonar o comparar probabilidades esta precisamente en el uso de razones.

Aquellos casos que evaluaron su decision sobre el espacio muestral de eventos
elementales, determinado por el juego 2, lograron identificar que la razén entre
casos favorables versus casos totales era la misma en ambos juegos, pero esto
se debiod a que los eventos compuestos fueron distinguidos claramente, al igual
que el orden de la aparicion de los resultados. De esta manera, las decisiones que
acertaron en relacién a las probabilidades de los juegos no responden
necesariamente a un mejor desempeiio del razonamiento proporcional, porque
algunos argumentos utilizan la misma base proporcional, pero llegan a conclusiones
distintas, al considerar distintos conjuntos de resultados posibles. De este modo,
los célculos probabilisticos, que no coinciden con la probabilidad laplaciana, no
se debieron a la ausencia de pensamiento proporcional, puesto que la mayoria de
los casos evidencia que evaluar una probabilidad activa la necesidad de establecer
una unidad de medida mediante comparacion constante entre magnitudes, que
es la base del pensamiento proporcional (Reyes-Gasperini, 2016). Al parecer,
los argumentos incorrectos tienen relacion con la conviccion de que dos
posibilidades que se componen de iguales elementos, pero en distinto orden
son indistinguibles entre si, fendmeno conocido historicamente por el caso de
d’Alembert (d’Alembert, 1784). En este mismo sentido, determinar el espacio
muestral al lanzar dos dados de seis caras, presenta dificultades epistemologicas
constatables en la historia. Por ejemplo, en el poema De Vetula, un escrito medieval
de mediados del siglo XIII (Bellhouse, 2000), se establece que, en vez de 36, hay
21 formas de lanzar dos dados —quince combinaciones de parejas del 1 al 6,
mas seis parejas de la forma (4, #)—, conteo que se realiza precisamente para
evaluar las opciones de ganar en un juego.
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Los hallazgos evidencian que enfrentar a los estudiantes a situaciones que
involucran incertidumbre, como los juegos de apuestas basados en experimentos
aleatorios, promueven el desarrollo de argumentaciones probabilisticas, aun
cuando el concepto de probabilidad no es intencionado como objeto de ensefianza.
Ademas, dado que los estudiantes son interpelados a tomar una decision antes que
realizar calculos, la situacion resulto propicia para identificar como el pensamiento
probabilistico recurre o descarta, de manera natural, el uso de proporciones. En
el analisis de las relaciones entre el pensamiento probabilistico y el pensamiento
proporcional, el espacio muestral desempefié un rol fundamental, pues permitio
determinar que las dificultades en el desarrollo del pensamiento probabilistico no
obedecian necesariamente a la ausencia de pensamiento proporcional como lo ha
indicado la literatura especializada, sino mas bien a una consideracion uniforme
de los elementos que conformaban dichos espacios muestrales.

Todos los estudiantes asumieron la equiprobabilidad de los espacios
muestrales. Este fenomeno, conocido como el sesgo de la equiprobabilidad, es
uno de los sesgos mas comunes, altamente resistente a la ensefianza y transversal
en diversos niveles educativos (Lecoutre, Durand y Cordier, 1990). Los espacios
muestrales £ = {par-par, par-impar, impar-impar} y E,= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},
por ejemplo, son ponderados naturalmente como equiprobables por los estudiantes,
sin notar que no todos los eventos tienen la misma cantidad de posibilidades. Esta
creencia sobre el azar, que conduce a intuir que en general los fendmenos aleatorios
se comportan de manera uniforme o equiprobable ha sido largamente documentada
(e.g., Anwayy Bennett, 2004; Fielding-Wells, 2014; Morsanyi, Primi, Chiesi, y
Handley, 2009).

El sesgo de la equiprobabilidad también puede explicarse porque en el
juego 2 la variable no uniforme (la suma de los dos dados) estd determinada por
variables uniformes (el resultado del lanzamiento de cada dado). Concordamos con
Gauvrit y Morsanyi (2014) que la dificultad puede emerger al tratar de cuantificar
la probabilidad de ganar, al creer que la uniformidad de cada experimento
simple serd heredada al espacio muestral compuesto. Por otra parte, la idea de
equiprobabilidad es una hipdtesis frecuente, cuya naturalidad puede ser explicada
como parte de un contrato didactico implicito, corroborado por la predominancia
del uso de artefactos aleatorios equiprobables (dados equilibrados, monedas,
mazos de cartas, entre otros) y de la llamada regla laplaciana, cuya hipétesis
requiere que los resultados de un experimento aleatorio sean equiprobables.

Si bien el pensamiento proporcional, en su manifestacion cuantitativa,
permitié apoyar la argumentacion de los procesos de toma de decisiones bajo
incertidumbre, también condujo a la prevalencia de una concepcion deterministica.
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Este mismo fendomeno es corroborado por Gandhi (2018), quien explica que
formular proporcionalmente la relacion entre el evento deseado y el tamafio del
espacio muestral tiene como base un enfoque determinista, el que podria ser la
causa de la persistencia del sesgo de equiprobabilidad. Asimismo, en tres de
los casos analizados, el pensamiento proporcional jugd un papel en una direccion
distinta. Estos estudiantes juzgaron que “a mayor cantidad de posibilidades mayor
probabilidad de ganar”, lo que los llevo a tomar una decision sin recurrir a la
elaboracion de un espacio muestral como conjunto ni a la cuantificacion explicita de
sus elementos. Hemos nombrado a este tipo de creencias como heuristica de lo
proporcional, 1a cual impulso6 a los estudiantes a tomar una decision, prescindiendo
de la probabilidad como razén. Y como heuristica, podria ser 1til para decidir de
forma rapida cuando el acceso a datos es incompleto o parcial, o simplemente cuando
no se cuenta con técnicas directas para calcular probabilidades.

En relacién con las limitaciones del estudio, por razones de extension, no
fueron analizados los argumentos que tuvieron lugar en el plenario de la clase
seleccionada, solo se consideraron los argumentos escritos. Dado lo anterior, con
el proposito de aclarar especificamente como los estudiantes evocan espacios
muestrales al momento de tomar una decision, los procedimientos de trabajo de
campo de futuras investigaciones podrian incluir entrevistas o grupos focales.
Asimismo, el hecho de considerar experimentos aleatorios, a partir de artefactos de
uso comun en el aula de clase, restringe la incertidumbre a escenarios artificiosos
de juegos de apuestas. De ahi que uno de los desafios para la extension del estudio,
esté en la creacion de situaciones cercanas a la vida cotidiana del estudiante que, al
igual que las situaciones de juegos, permitan la experimentacion o la simulacion
para evaluar los resultados de la decision en varios intentos, modelar y cuantificar
la incertidumbre.

7. CONCLUSIONES

Esta investigacion indagod en las posibles relaciones entre el pensamiento
proporcional y el pensamiento probabilistico, que involucraba tomar una decision
bajo incertidumbre. Para ello se propuso una situacion con artefactos aleatorios
reconocidos por los estudiantes, que implicaba decidir entre dos juegos con
dados respecto a la mejor oportunidad para ganar, y argumentar tal decision.
El analisis se fundament6 en un marco conceptual que permitio establecer las
relaciones entre el pensamiento probabilistico y el pensamiento proporcional, y
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se enfoco en los argumentos que podian o no incluir procedimientos calculatorios
de probabilidad. Para el analisis se elaboraron categorias orientadas por la
conceptualizacion del pensamiento proporcional de Reyes-Gasperni y Cantoral
(2016), y las caracteristicas del pensamiento probabilistico de Borovenik (2011).
Los casos fueron clasificados de acuerdo a la presencia de tres tipos de pensamiento
probabilistico y tres estados del pensamiento proporcional, las que se manifestaron
al argumentar la decision por uno de los juegos. En particular, se profundizo
en algunos casos para evidenciar el analisis de los datos, organizandolos segtin la
presencia explicita e implicita del espacio muestral. De este modo, por una parte,
fue posible determinar como los procesos de toma de decisiones pueden contribuir
al uso natural de la nocion de probabilidad para evaluar una decision; y, por otra
parte, se profundizo en el rol del pensamiento proporcional en la comparacion
de probabilidades. En aquellos casos en los que no se realizaron comparaciones,
cualitativas o cuantitativas, la decision perdid consistencia y claridad.

Los hallazgos demostraron que los procesos de toma de decisiones en
escenarios de incertidumbre activan tanto el pensamiento proporcional como el
pensamiento probabilistico siempre que se establezca algun fundamento. La
relacion entre estos pensamientos puede ser beneficiosa o no, segiin como se
produzca la coordinacion. Es beneficiosa si el sujeto compara probabilidades,
elaborando proporciones desde el espacio muestral explicito de eventos elementales;
y se torna desfavorable, si el sujeto considera que las probabilidades siempre son
igualmente proporcionales a las posibilidades, o bien, si evalua probabilidades
como razones entre el nimero de eventos favorables y el numero de eventos
totales, sin distinguir si estos corresponden o no a eventos elementales. Asi, el
pensamiento proporcional cuantitativo puede coordinarse positivamente con
el pensamiento probabilistico objetivista laplaciano si el espacio muestral es
un conjunto de eventos elementales, pero negativamente si el espacio muestral
esta constituido por algiin(os) evento(s) no elemental(es), pues esto ultimo podria
derivar en el sesgo de equiprobabildad. De un modo similar, el pensamiento
proporcional cuantitativo se relaciona beneficiosamente con el pensamiento
probabilistico objetivista empirico solo si el experimento se realiza una cantidad
suficiente de veces. Ademas, el pensamiento proporcional cualitativo se coordina
desfavorablemente con el pensamiento probabilistico basado en informaciéon
subjetivista interpretativa al prescindir de un espacio muestral.

A la luz de los resultados, surge la necesidad de discutir con los estudiantes
las formas en las que conciben los espacios muestrales, orientando la ensefianza
de la probabilidad hacia el analisis argumentado de las diferencias entre las
medidas de las razones segun el espacio muestral que se tenga como referencia.
La explicitacion de los eventos elementales, ya sea teorica o empirica, adquiere
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relevancia en la articulacion del pensamiento probabilistico y el pensamiento
proporcional, pues favorece la comparacion proporcional a partir del conteo.
El pensamiento proporcional, aunque responda a un paradigma deterministico, es
necesario para construir pensamiento probabilistico, pues permite medir
y comparar en escenarios de incertidumbre. La comparacioén asociada al
pensamiento proporcional debe ser llevada a un siguiente nivel, de modo que
los estudiantes puedan contrastar una distribucion uniforme con una distribucion
no uniforme, mediante la visualizacion simultanea, por ejemplo, numérica
y grafica del espacio muestral. De esta forma, los estudiantes podrian asociar
la no uniformidad con la no equiprobabilidad, lo cual contribuiria a subsanar las
dificultades persistentes en el aprendizaje de la probabilidad.

Las proyecciones de la investigacion apuntan a elaborar secuencias de
aprendizaje que aborden la relacion entre los pensamientos probabilistico y
proporcional con nuevos artefactos aleatorios y visualizaciones, en escenarios de
incertidumbre auténticamente realistas; e investigar las coordinaciones mas
predominantes entre los dos pensamientos estudiados. Asimismo, es necesario
profundizar en el sesgo de equiprobabilidad, el cual se manifesto en la asignacion
indiscriminada de dar a cada posibilidad la misma probabilidad, revelandose una
nueva heuristica, que hemos denominado heuristica de lo proporcional, la que
emergio al evitar el calculo de probabilidades y tomar una decision simple con
base intuitiva, conduciendo a percepciones incorrectas respecto de la probabilidad.
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