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URIEL EscoBAR DURAN, FELIPE TIRADO SEGURA

PENSAMIENTO RELACIONAL EN LA ESCOLARIZACION
DE LA JERARQUIA DE OPERACIONES Y
ALGEBRA TEMPRANA EN PRIMARIA

RELATIONAL THINKING IN THE SCHOOLING OF ORDER OF OPERATIONS
AND EARLY ALGEBRA IN ELEMENTARY SCHOOL

RESUMEN

El objetivo general de este estudio fue promover el pensamiento
relacional en el analisis de expresiones numéricas, utilizando la
jerarquia de operaciones, en alumnos de tercer grado de
primaria. Se disefi6 una secuencia psicoeducativa basada en la
representacion de propiedades numéricas y expresiones de
igualdad porequivalencia, conbase enactividades fenoménicas
(didactica fenomenologica) y en la aplicacion de la jerarquia
de operaciones. Treinta alumnos fueron evaluados a través de
multiples indicadores de su desempefio en dominios tanto
procedimentales como conceptuales. E1 71.43% de los escolares
alcanzaron un nivel muy alto o alto de logro en tareas de
la aplicacion de la jerarquia de operaciones. Los resultados
se discuten en términos de la relacion entre el pensamiento
relacional y las actividades fenoménicas con el nivel de logro de
la jerarquia de operaciones.

ABSTRACT

The general objective of this study was to promote relational
thinking in the analysis of numerical expressions, using the
order of operations, in third-grade primary school students.
A psychoeducational sequence was designed based on the
representation of numerical properties and expressions of
equality by equivalence, based on phenomenal activities
(didactical phenomenology) and the application ofthe hierarchy
of operations. Thirty students were assessed using multiple
performance indicators in the procedural and conceptual fields.
71.43% of the students reached a very high or high level of
achievement in tasks of application of the order of operations.
The results are discussed in terms of the relationship between
relational thinking and phenomenal activities with the level of
achievement of the order of operations.
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10 U. ESCOBAR DURAN, F. TIRADO SEGURA

RESUMO

O objetivo geral deste estudo foi promover o pensamento
relacional na analise de expressdes numéricas, por meio da
ordem de operagdes, em alunos do terceiro ano do ensino
fundamental. Uma sequéncia psicoeducacional foi desenhada
com base na representagdo de propriedades numéricas e
expressdoes de igualdade por equivaléncia, com base em
atividades fenomenais (didatica fenomenoldgica) e na aplicagao
da ordem de operagdes. Trinta alunos foram avaliados por meio
demultiplosindicadores de desempenhonos campos processual
e conceitual. 71,43% dos alunos alcangaram um nivel muito alto
ou alto de aproveitamento nas tarefas de aplicagdo da ordem de
operagdes. Os resultados sao discutidos em termos da relagao
entre o pensamento relacional e as atividades fenomenais com
o nivel de realizagdo da ordem das operagdes.

RESUME

L'objectif général de cette étude était de promouvoir la pensée
relationnelle dans I’analyse des expressions numériques, en
utilisant I'ordre des opérations, chez les éléves de troisiéme
année du primaire. Une séquence psychoéducative a été
congue a partir de la représentation de propriétés numériques et
d’expressions d’égalité par équivalence, basées sur des activités
phénoménales (phénoménologie didactique) et I’application de
P’ordre des opérations. Trente étudiants ont été évalués a 1’aide
de plusieurs indicateurs de performance dans les domaines
procédural et conceptuel. 71,43% des étudiants ont atteint un
niveauderéussitetrés élevé ouélevé danslestachesd’application
del’ordre des opérations. Lesrésultats sontdiscutés entermes de
relationentrelapenséerelationnelleetlesactivitésphénoménales
avec le niveau de réalisation de 1’ordre des opérations.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Pensamento relacional
- Ordem de operagoes

- Algebra inicial

- Fenomenologia didatica

MOTS CLES:

- Pensée relationnelle

- Ordre des opérations

- Algebre précoce

- Phénoménologie didactique

En el marco de la ensefianza de las matematicas, a nivel mundial existe una
discontinuidad entre la aritmética y el algebra, lo cual implica una carencia en
el entendimiento de las relaciones numéricas. El National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM, 2000), ha propuesto que la ensefianza del algebra deberia
comenzar a partir de los primeros afios de educacion primaria. Esta propuesta
es acompafiada de multiples estudios que han demostrado que la aritmética es
inherente al algebra en su composicion estructural (Carraher y Schliemann, 2007).

A pesar de la naturaleza algebraica de las matematicas, los alumnos de
los niveles mas basicos de educacidon no suelen tener oportunidades de hacer
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PENSAMIENTO RELACIONAL EN LA ESCOLARIZACION 11

relaciones entre la aritmética y el algebra antes de enfrentarse a una forma
algebraica prefabricada (Herskovics y Kieran, 1980; Kieran y Chalou, 1993). Por
ejemplo, el uso de simbolos para representar cantidades es un elemento critico
en la transicion de la aritmética al algebra, debido a que, en el aprendizaje del
algebra los alumnos se enfrentan con la necesidad de operar con representaciones
simbdlicas que no estan vinculadas con un resultado numérico (Kieran, 1992).

La idea de ensefiar el algebra desde la primaria, no se refiere a que los
alumnos aprendan lo mismo que los alumnos de secundaria o preparatoria, sino
que tengan oportunidades, en una edad temprana critica, para integrar entre si a la
aritmética y al algebra (Carpenter et al., 2005; Molina, 2006). En otras palabras, se
trata de que se adquieran dominios significativos de manera tal, que los alumnos
puedan transferir el entendimiento (definido como el dominio de las relaciones
conceptuales pertinentes a un tema o una tarea) de relaciones de cantidades a
contextos novedosos, asi como desarrollar habilidades y habitos de pensamiento
que les permitan resolver problemas matematicos de un modo significativo.

(Como crear vinculos significativos entre la aritmética y el algebra? En la
historia del aprendizaje en matematicas comiunmente se prioriza el pensamiento
operativo (procedimental) basado en la aplicacion de algoritmos en la resolucion
de problemas. A pesar de que la aplicacion de algoritmos es necesaria para
resolver problemas matematicos, resulta insuficiente para entender de manera
significativa los aspectos mas basicos de la aritmética y su relacion con el algebra.
Stephens (2007) brinda un ejemplo de la aplicacion del pensamiento operativo en
la resolucion de igualdades:

23+15=26+_  23+15=26+12

La respuesta “12” deriva de la relacion entre la cantidad total de la izquierda
de la igualdad (38) y la resta con el total de la derecha (26). En términos
procedimentales, se compensa la cantidad que falta en el lado derecho de la
igualdad de acuerdo con el total del lado izquierdo de la igualdad.

Existe otra manera de resolver el ejemplo anterior, de acuerdo con Stephens
y Ribeiro (2012): la diferencia entre el primer nimero del lado izquierdo de la
igualdad y el primero del lado derecho es +3. Por lo tanto, si se resta la misma
cantidad, pero con el signo contrario (- 3) podremos obtener el resultado correcto.

23+15=26+_  23+15=26+12
23+3=26 15-3=12

Esta estrategia basada en las relaciones numéricas en una igualdad implica,

ademas de un dominio procedimental, un nivel de dominio conceptual. A este
tipo de solucion se le puede denominar la aplicacion del pensamiento relacional.

Relime, Vol. 24 (1), Marzo de 2021  ([(c<) AN



12 U. ESCOBAR DURAN, F. TIRADO SEGURA

La integracion de los conceptos de pensamiento relacional, jerarquia
de operaciones (order of operations en inglés) y representaciones simbolicas
algebraicas, versd sobre una secuencia psicoeducativa (también llamada secuencia
didactica) basada en la manipulacion de objetos concretos. En el marco conceptual
se explica como se vinculan entre si estos conceptos.

2. MARCO CONCEPTUAL

2.1. Pensamiento relacional

El pensamiento relacional es definido por Carpenter et al., (2005) como la
accion de atender al conjunto de relaciones numéricas estructurales, que estan
inmersas en expresiones numéricas. Este concepto implica el uso y la aplicacion
de propiedades numéricas para transformar expresiones matematicas, en vez
de solamente calcular numéricamente y dar una solucion. Por ejemplo, en la
siguiente expresion: 38 +47 =47 + 38, ;como se puede comprobar que la igualdad
es verdadera? No es necesario calcular dicha igualdad, ya que aplicando la
propiedad conmutativa se puede saber que han cambiado de lugar las cantidades
de un lado de la ecuacion. Este tipo de solucion se enfoca en las relaciones de la
expresion en lugar de en el calculo aritmético, como principio estructural de las
propiedades numéricas.

Un elemento clave para identificar estas relaciones es la concepcion del
signo igual. Carpenter et al., (2003) indican que el signo igual debe ser entendido
como una relacion que provee un balance en las cantidades de ambos lados de una
igualdad. De este modo, cuando un estudiante concibe el signo igual como una
manera de relacionar cantidades, es mas probable que identifiquen una estructura
subyacente a esas cantidades y poder implementar estrategias para resolver una
expresion numérica (Knuth et al., 2006). El pensamiento relacional es importante
en otras subareas de las matematicas, ya que muchas ideas matematicas cruciales
incluyen relaciones entre diferentes representaciones de nimeros y operaciones
entre ellos (Riadi et al., 2019).

Numerosos estudios han reportado que los estudiantes de primaria son
capaces de utilizar el pensamiento relacional para resolver expresiones numéricas,
a través de un entendimiento relacional del signo igual (Carpenter et al., 2003;
Molina et al., 2006). El pensamiento relacional es una estrategia que puede
promover competencias aritméticas y algebraicas, ya que la aritmética contempla
no solo un dominio procedimental, sino el entendimiento de propiedades
numéricas, siendo un auxiliar en el analisis de relaciones (dejando de lado la
necesidad de usar operaciones numéricas), en la sintesis de expresiones, al pensar
con base en las propiedades de las operaciones, asi como en la manipulacion
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PENSAMIENTO RELACIONAL EN LA ESCOLARIZACION 13

de las expresiones numéricas, lo cual podria desarrollar en los alumnos un
aprendizaje significativo de la aritmética, asi como la posibilidad de adquirir
nociones algebraicas a temprana edad (Molina, 2009). En el aprendizaje del
algebra elemental, su rol puede implicar integrar de un modo mas eficiente las
propiedades aritméticas (Carraher et al., 2007).

2.2. Algebra temprana

El pensamiento algebraico puede ser definido como una aproximacion tanto
a situaciones como al desarrollo de modos de pensamiento, que enfatizan los
aspectos generales y relacionales del lgebra, con herramientas no necesariamente
simbolicas, que pueden ser usadas como soporte cognitivo, para introducir y
nutrir el discurso tradicional del algebra escolarizada, en edades tempranas,
principalmente en la educacion primaria (Kieran, 1996).

El desarrollo del pensamiento algebraico incluye un enfoque en varios
rubros: las relaciones de cantidad; las operaciones y sus inversos; representar
y resolver problemas; los numeros y las literales; asi como en el significado del
signo igual (Kieran, 2004).

Kaput (2008) propuso que el algebra y el pensamiento algebraico, estan
compuestos por tres rubros:

1. El algebra como estudio de estructuras y sistemas extraidos de calculos
y relaciones, incluidas las que surgen en la aritmética (algebra como
aritmética generalizada), y en el razonamiento cuantitativo.

2. El algebra como estudio de funciones, relaciones y variacion conjunta.

3. El algebra como la aplicacion de un grupo de lenguajes de modelado,
tanto dentro como fuera de las matematicas (p. 11).

La propuesta del autor establece las bases de comparacion de diversos
enfoques denominados dlgebra temprana, que tienen el objetivo de integrar los
rubros del algebra y del pensamiento algebraico desde la primaria, en diversas
edades y desde entornos tanto experimentales como escolarizados.

Blanton y Kaput (2005), indican que el algebra temprana tiene como
finalidad, la integracion del pensamiento algebraico, basandose en la promocion
de habitos de pensamiento y representacion, que puedan identificar el &mbito
estructural de las matematicas. De acuerdo con Carraher y Schliemann (2007),
el “algebra temprana” versa sobre el conocimiento algebraico, el pensamiento
algebraico, y las representaciones y técnicas de estudiantes a edad temprana,
relacionadas con la resolucion de problemas que, generalmente, solo estudiantes
mas avanzados logran resolver utilizando la notacion algebraica moderna. En el
mismo sentido, Kieran et al., (2017) considera que el énfasis del algebra temprana
se encuentra en identificar y expresar estructuras numeéricas.

Relime, Vol. 24 (1), Marzo de 2021  ([(c<) AN



14 U. ESCOBAR DURAN, F. TIRADO SEGURA

Las estructuras numéricas se relacionan directamente con las propiedades
matematicasy se desarrollan gracias a lacomparacion entre problemas, expresiones
o igualdades comunes entre si. Warren y Cooper (2009), indican que la abstraccion
es facilitadaporlacomparacion de diferentes representaciones y laidentificacion de
puntos comunes que abarcan un modelo mental. En otras palabras, un alumno puede
abstraer una estructura numérica, si tiene la oportunidad de relacionar expresiones
o problemas matematicos diferentes entre si, en términos numéricos, que se
transfieren de lamismarepresentacion general adiferentes representaciones, dentro
de la misma estructura, para poder identificar puntos comunes que abarquen el
nucleo del modelo. Por ejemplo, 5 + 2 = 10, es equivalente a4 + 6 = 10 en términos
estructurales, corresponden a la misma estructura: parte = todo (Davydov, 1962).

En este estudio, la intencion es implementar el pensamiento relacional de un
modo significativo, utilizando eventos concretos que hagan evidente esta relacion
estructural a partir de actividades fenoménicas o manipulativas. Freudenthal (1983)
denomina a este tipo de actividades que implican el uso de objetos concretos
relacionados con conceptos matematicos diddctica fenomenologica. ;Cual seria
la relacion entre las propiedades numéricas, estructuradas numéricamente, con
una didactica de este tipo?

2.3. Jerarquia de operaciones

El entendimiento de ideas o conceptos matematicos se puede acelerar a través de la
representacionde sus principiosmasbasicos, enlainteraccionentre objetosy eventos
concretos. Larepresentacion, entendida como un modo de interiorizar o entenderun
evento o fendmeno, yaseaconcreto o abstracto, es labase del pensamientoalgebraico
y de la aplicacion de las propiedades numéricas en la jerarquia de operaciones.
El pensamiento relacional funge como union entre estos conceptos, a partir de un
modo de pensamiento que guia el entendimiento de relaciones de cantidades.

Asi como la NCTM propone que la ensefianza del algebra pueda comenzar
desde la primaria, el Common Core State Standards for Mathematics (CCSSM,
2010) recomienda introducir las propiedades numéricas desde el tercer grado
de primaria. Como parte importante de la implementacion de las propiedades
numéricas, Freudenthal (1974), asegura que la jerarquia de operaciones constituye
una parte crucial del algebra y distingue el lenguaje algebraico del lenguaje de la
vida cotidiana. La jerarquia de operaciones implica la realizacion de expresiones
o ecuaciones de un modo estructural, con base en las propiedades numéricas, en
vez de inicamente a su posicion lineal (de izquierda a derecha).

Gunnarsson et al., (2016), explican que las expresiones matematicas implican
varias convenciones. Una de esas convenciones describe el orden en el cual las
operaciones se realizan. Este orden ha sido cominmente reducido a través de
mnemotecnias como PEMDAS (paréntesis, exponentes, multiplicacion, division,
suma y resta) por sus siglas en inglés. La necesidad de operar con expresiones o

(co) Relime, Vol. 24 (1), Marzo de 2021



PENSAMIENTO RELACIONAL EN LA ESCOLARIZACION 15

igualdades en orden se encuentra, en mayor cantidad, en el algebra. Este orden no
se basa en la tipica secuencia de izquierda a derecha para resolver una expresion
aritmética, por lo tanto, provoca que los alumnos de secundaria o bachillerato, asi
comoalgunosprofesores, fallenalmomentodeinterpretarunaexpresionmatematica.

Asimismo, Dupree (2016) indica cuatro malinterpretaciones de la jerarquia
de operaciones derivadas del uso de mnemotecnias: la multiplicacion se realiza
antes de la division, la suma se hace antes de la resta, las operaciones se resuelven
de izquierda a derecha, y el paréntesis se resuelve primero. La comprension del
concepto del orden en la jerarquia de operaciones es, de acuerdo con Headlam
(2013), un primer paso para adquirir una percepcion de la ldgica del algebra, al
operar con un problema aritmético. Por ejemplo, resolver la operacion 4 + 2 x 5
puede resolverse de “izquierda a derecha” o de un modo estructural, a + bc.
Entender la logica detras de esta operacién, podria ser un paso hacia la
comprension del significado de una expresion algebraica como a + bc y obtener
el resultado correcto, 14.

(Coémo abordar una regla o convencion como la jerarquia de operaciones
de un modo significativo? Taff (2017) sugiere que se pueden analizar los
componentes de una expresion matematica en sus términos y en sus factores. Los
términos son los componentes de una expresion separado por un signo aditivo o
negativo. El factor es cuando se multiplica una serie de nimeros. En la figura 1 se
observa una representacion de este método denominado iTaff:

.4(50 - 3(2 + 3)}.

ror I
g - EI4(50—3(2+3)) 10 Iﬁ

cerm

36 ( 3(2 + B))I
I termm .
( 3 (2 + 3)) 100
term cerr
I ( cer

r il
36.2 (5030 .100
x x
36.3 . ’2’6.100

I6E=80E=100

16

Figura 1. Modelo iTaff. Se pueden identificar los términos (term)
y los factores (f) (Taff, 2017, p. 131)
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16 U. ESCOBAR DURAN, F. TIRADO SEGURA

Esta propuesta contempla una concepcion de la jerarquia de operaciones,
como una equivalencia estructural de factores de una expresion matematica,
misma que también es visible en otras investigaciones. (Dupree, 2016; Liebenberg
et al., 1999; Papadopoulos y Gunnarsson, 2020; Zorin y Carver, 2015).

En este estudio se propone el concepto de unidades operativas para el
analisis de relaciones numéricas jerarquizadas bajo esquemas algebraicos.
Tiene una base tedrica en el planteamiento del Modelo iTaff. Las unidades
operativas se definen como una cantidad que se deriva de la operacion de
otras dos cantidades. Por ejemplo, en la expresion %(2 +2) =x, las unidades
operativas son la division (%), la operacion entre paréntesis (2 + 2), y la
multiplicacion posterior del cociente y de la suma (3 X 4), lo que dara el valor
de x (12). Esta misma expresion puede ser calculada aplicando la jerarquia
de operaciones erroneamente, multiplicando el 2 por el valor de la suma del
paréntesis y luego el resultado de esa operacion seria el divisor del 6(%). La
importancia de las unidades operativas radica en que fungen como una guia al
momento de utilizar la jerarquia de operaciones para resolver correctamente una
igualdad, al reconocer que una expresion como % 0 3 x 4 constituyen una unidad
operativa que requiere ser decodificada para poder continuar con la operacion de
la concatenacion de las relaciones numéricas. Las unidades operativas explican
la diferencia que existe entre una solucion intuitiva de una expresion numérica y
una solucion aplicando propiedades numéricas, tal como se muestra en la Figura 2.

Solucion con
propiedades
Solucion intuitiva numéricas

G+3x6=23 543 x6)=23
8x6=23 8§x6 =23
48=23 48 =23
Figura 2. Comparacion entre la solucion de una igualdad de modo

intuitivo (de izquierda a derecha) y la solucion con base en la
propiedad conmutativa (Fuente propia)

La multiplicacién de la expresion anterior se sitia como el primer nivel
jerarquico de la expresion, ya que sintetiza el producto de 3 por 6 (18). Este
producto se suma con el 5 y de ese modo se llega al resultado de la igualdad, 23.

Lahabilidad deidentificarunaestructuraenuna forma generalizada es crucial
al momento de enfrentar una actividad algebraica que implique transformaciones,

()RS Relime, Vol. 24 (1), Marzo de 2021



PENSAMIENTO RELACIONAL EN LA ESCOLARIZACION 17

ya que asi estas transformaciones encuentran sentido. La relacién entre la
generalizacion y encontrar una estructura subyacente a una expresion o igualdad
impulsa el desarrollo del pensamiento algebraico, brindando la posibilidad a
los escolares de “mirar a través” de objetos matematicos (Kieran, 2017).

Mirar a través de objetos matematicos implica una descomposicion y una
recomposicion en términos estructurales, con la tinica intencion de hacer evidente
una estructura numérica. Por ejemplo, una expresion como 5 + 5 + 5 =15 es
equivalente estructuralmente a 5 x 3 = 15. Por otra parte, 5 + 3 x 2 puede ser
descompuesta en términos aditivos: 5 + 3 + 3, manteniendo la misma estructura
conmutativa. Esta clase de equivalencias, ademas de buscar que los alumnos
puedan generalizar una estructura, pueden hacer evidente la necesidad de operar
con la jerarquia de operaciones, desde un punto de vista relacional, que puede ser
llevado al campo del pensamiento algebraico, gracias a la jerarquia de operaciones.

La estructura constituye un contenido esencial para las matematicas
(Bourbaki, 1963), ademas, su entendimiento requiere un enfoque en las
caracteristicas mas abstractas de los fendmenos de la vida cotidiana, que pueden
ser expresados bajo un discurso lingiiistico cotidiano propio de la semantica
de los alumnos de primaria. Este estudio se basa en el entendimiento de las
relaciones de cantidades que se encuentran en una expresion matematica, a partir
de la identificacion de una estructura subyacente a factores o unidades operativas,
mismas que pueden ser significativas para los nifios de primaria, en un entorno
escolar en el que se desenvuelven.

En la figura 3, se puede observar la concepcion que se plantea para analizar
la jerarquia de operaciones, a partir de las unidades operativas constitutivas de
una expresion numérica.

Unidades operativas

52/2(9+3)+1= X/ +1=x:1-x: +1=x: 12.5(12)+1=x :+1=x=258 +lax= 259

Figura 3. Secuencia de la jerarquia de operaciones, donde los 6valos
constituyen las unidades operativas. (Fuente propia)

Con base en el marco conceptual descrito, se pueden subrayar cuatro
aspectos cruciales en el entendimiento de relaciones numéricas: 1) el pensamiento
relacional; 2) la integracion entre las relaciones aritméticas y algebraicas; 3) la
estructura numérica inmersa en aplicacion de las propiedades numéricas a partir
de la jerarquia de operaciones; 4) las actividades fenoménicas como potenciadoras
de un entendimiento significativo de las relaciones numéricas.

Relime, Vol. 24 (1), Marzo de 2021  (/(c<) AN



18 U. ESCOBAR DURAN, F. TIRADO SEGURA

El pensamiento relacional puede promover que los alumnos de primaria
vinculen los dominios tanto aritméticos como algebraicos de un modo estructural,
a partir de la aplicacion de la jerarquia de operaciones, utilizando objetos
matematicos concretos (actividades fenoménicas — manipulacion de dulces). La
integracion de estos cuatro aspectos constituye el punto sustantivo del presente
estudio y la aportacion original al area de Matematica Educativa.

2.4.. Preguntas de investigacion

1) (Cual es el efecto del pensamiento relacional a través de actividades
fenoménicas en la aplicacion y el entendimiento de propiedades
numéricas a través de la jerarquia de operaciones?

2) (Coémo se vincula una estructura numérica con la representacion de la
jerarquia de operaciones?

2.5. Hipotesis

1) El pensamiento relacional se puede promover a partir de actividades
fenoménicas.

2) La introduccion del pensamiento relacional en la aplicacion de la
jerarquia de operaciones puede promover habilidades de representacion
estructural de relaciones de cantidad.

2.6. Objetivo

El objetivo general de este estudio fue promover el pensamiento relacional en
el andlisis de expresiones numéricas, utilizando la jerarquia de operaciones, en
alumnos de tercer grado de primaria. Para realizar este objetivo, se analizaron
las estrategias implementadas por los participantes, con base en representaciones
graficas y en el analisis de contenido de su discurso, en la resolucion de problemas
matematicos en dos niveles de abstraccion: concretos (actividades fenoménicas) y
estructurales (expresiones numéricas aritméticas y de representacion algebraica).

3. METODO

3.1. Participantes y escenario

Para este estudio, se realizé un experimento de enseflanza multimétodo en un
entorno escolarizado en una primaria publica de la Ciudad de México.
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Los participantes fueron 30 estudiantes de tercer grado de primaria (8-9
afos). Ninguno de ellos tenia experiencia en jerarquia de operaciones ni en
representacion simbolica-algebraica.

3.2. Planteamiento, recoleccion y andlisis de datos

El experimento de ensefianza se implemento6 con la base metodoldgica de Miller
y Mercer (1993) y Witzel et al., (2003), llamada concrete-representational-
abstract (CRA), que esta sustentada en la concepcion diddctica fenomenologica
de Freudenthal (1971). Esta estrategia brinda a los estudiantes experiencias
cognitivas a partir de materiales concretos, orientados a la construccion de
representaciones simbolicas para la formacion de nociones matematicas.

Para hacer la experiencia de una didactica fenomenoldgica, se utilizaron
dinamicas de operaciones concretas a partir de la distribucion (suma, resta,
multiplicacion y division) de dulces. Se utilizaron dulces porque se considerd que
podrian resultar apreciados por los participantes, por lo mismo podrian servir
para motivarlos e inducir el entendimiento de relaciones de cantidad.

El disefio del experimento de ensefianza se muestra en la figura 4.

Etapa I1

Pre evaluacion Post evaluacién

Sesiones de la secuencia psicoeducativa

Secuencia realizada en 5 sesiones

Sesion 1 Sesion 11 Sesi6n IIT Sesi6n IV Sesion V
Se cons_lmys]a_ igualdad Se construyeun Se constaryen Se construyenla nocion de Se construyenla nocidn de
por equivalencia razonamiento aditive y representaciones de las incognita variable y jerarquiz de
multiplicative con sus cantidades operaciones
Distribucién equivalente inversos Se hacenlas expresiones
de dulees Se hacenlas exp éri incogni Se hacen expresiones con
. o -~ - ) e
Se d y (""" o conuna literal “a”) literales donde hayuna
distntas de dulces 2 cada cormrespondientes ala unidad operativa
nifio. y se hacen distribucion de los dulces
operaciones bésicas

Figura 4. Organizacion del experimento de ensefianza en sus tres etapas
de evaluacion (Fuente propia)

Los indicadores de la preevaluacion se basan en dos pruebas psicométricas,
WISC-IV (extraidos de la seccion de aritmética y validada con poblacion
mexicana) y reactivos de la prueba PLANEA (Plan Nacional para la Evaluacion de
los Aprendizajes) estandarizado por el Instituto Nacional de Evaluacion Educativa
(INEE). Ademas, se tomaron en cuenta los puntajes sistematicos de la evaluacion de
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la profesora, ya que consisten en evaluaciones longitudinales. Con los indicadores
delapreevaluacionse crearonlos equipos de trabajo con4 integrantes, distribuidos y
balanceados en cuartiles por su promedio, de manera que en cada equipo habia un
integrante de cada cuartil (promedio muy alto, alto, medio y bajo), esto con base
en la propuesta de aprendizaje cooperativo de Slavin (1995) y Johnson y Johnson
(2014). En la tabla I se observan los puntajes promedio de los equipos formados,
donde se puede apreciar que el promedio total de cada equipo es cercano, la
mayor diferencia es de solo 6.38 puntos.

TABLA 1
Organizacion de los equipos de trabajo en la etapa de preevaluacion.

Promedio pruebas  Promedio puntaje  Promedio

Equipo estandarizadas de matematicas total
%WISC-IV %Planea % %
1 74.85 60.50 67.07
2 61.03 69.85 65.44
3 64.68 56.70 60.69
4 62.14 65.73 63.33
5 66.73 62.33 64.53
6 59.64 66.56 61.94
7 62.72 69.21 65.97

En la secuencia psicoeducativa se realizaron 5 sesiones como se aprecia en
la figura 4. Al finalizar cada sesion, se evalud el desempefio de los alumnos con
base en el porcentaje de las tareas realizadas con éxito.

La primera sesion consistio en la organizacion fenoménica de dulces en
bolsas con base en igualdad por equivalencia. Los participantes en cada equipo
tenian que organizar bolsas con la misma cantidad de dulces en ellas, de tal
modo que todos los integrantes del equipo tuvieran la misma cantidad de bolsas
y dulces. Por ejemplo, si en un equipo habia 12 bolsas y 60 dulces, tenian que
construir la 16gica de la operacion de dividir las bolsas para que cada integrante
tuviera el mismo numero (3 bolsas) y los dulces para que tuvieran el mismo
nimero (5 dulces en cada bolsa). Ahora se les solicitd que encontraran cuantos
dulces le toco a cada uno de ellos. Para esto las bolsas representaban de manera
concreta (fenoménica) un factor (3) y la cantidad de dulces dentro de cada bolsa
otro factor (5), de tal modo que tenian que construir la logica de la operacion
inversa al multiplicar el nimero de bolsas por el nimero de dulces en cada bolsa,
para obtener el producto (15). En la figura 5 se observa una representacion
fenoménica de la actividad.
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“3 bolsas por 5 dulces en cada bolsa es igual a 15 dulces por integrante”.

Figura 5. Representacion del producto esperado para cada integrante
de los equipos. (Fuente propia)

En la segunda sesion los alumnos tenian un namero distinto de bolsas y
dulces (por ejemplo, 16 bolsas y 96 dulces). Una vez que terminaban de dividir
las bolsas y los dulces del mismo modo realizado en la anterior sesion, se les
facilitaron otros 36 dulces por equipo, que tenian que construir la logica de
dividir, de tal modo que cada integrante tuviera la misma cantidad (9) pero sin
introducirlos en bolsas, dulces “sueltos”. Los dulces sueltos representaban una
cantidad aditiva, que requeria la logica de construir la suma del factor de la
cantidad de bolsas, multiplicado por el factor de dulces en cada bolsa. En la figura
6 se observa la representacion fenoménica de la actividad de esta sesion.

“4 bolsas por 6 dulces en cada bolsa, mas 9 dulces sueltos es igual a 33 dulces por integrante”.

Figura 6. Representacion del producto esperado para cada integrante
de los equipos. (Fuente propia)

Dado que en la primera sesion los escolares repartieron el mismo nimero
de dulces en las bolsas que tenian y en la segunda se agregaron dulces sueltos,
ahora en la tercera sesion los estudiantes tenian que estructurar los arreglos
fenoménicos, en el mayor nimero posible de modos logicos de representar las
estructuras numéricas que se les pudieran ocurrir. En la figura 7 se muestra las
representaciones numéricas esperadas.
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Sesion Sesion 11
5+5+5=15 dulcesenlas bolsas. 6+6+6+6+9=233 dulces en total.
3 x5=15 dulces en las bolsas. 4 x 6+ 9=33 dulces en total.
5% 3 =15 dulces en las bolsas. 9+4 x 6 =33 dulces en total.

Figura 7. Representaciones numéricas de igualdad por equivalencia, para
cada conjunto de arreglos fenoménicos y la representacion de
unidades operativas (Fuente propia)

En la cuarta sesion, los alumnos recibieron bolsas con una cantidad fija de
dulces, que no eran contables porque las bolsas no eran traslucidas (oscuras), llamadas
“bolsas incognitas” que operan como una cantidad desconocida. Posteriormente,
se les proporcion6 el nimero de dulces que tenian en total, de manera que debian
construir la logica de la operacion de dividir ese nimero por el nimero de bolsas,
para despejar la incognita. Para evocar la operacion inversa, ahora se les planted
como podrian saber el numero total de dulces si este fuera la incognita, pero
conociendo ahora el numero de dulces que hay en cada bolsa, de manera que tenian
que construir la l16gica de la operacion de multiplicar el nimero de dulces en cada
bolsa por el nimero de bolsas. Después se les dieron dulces sueltos, de manera que
tenian que sumar esta cantidad para saber el total de dulces que habia. Ahora, estas
relaciones entre cantidades conocidas y desconocidas tenian que representarla en
el mayor numero de expresiones numéricas posibles. En la figura 8 se observa
la recreacion del arreglo fenoménico y de las expresiones numéricas esperadas.

Numero de dulces en bolsas.

5 X (?=45 dulces en las bolsas.
5 X a=45 dulces en las bolsas.
45 /5=9 dulces cada bolsa.

Numero total de dulces.
5% ¢?+6=>51 dulces en total.
6+5x¢?=>51 dulces en total.

Numero total de dulces.
5xa+6=51 dulces en total.
6 +5 % a=>51 dulces en total.
6+5%x9=51 dulces en total.

Figura 8. Representaciones numéricas posibles para cada conjunto de
arreglos fenoménicos. (Fuente propia)
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Finalmente, la quinta sesion tenia como objetivo concebir estructuralmente
las propiedades de una funcion y variable a partir de distintos arreglos entre
las bolsas y los dulces. Para esto, se repartieron dulces y bolsas a los distintos
equipos en cantidades diferentes. Se les pidid que repartieran los dulces en
funcion del nimero de bolsas, de manera que ahora el nimero de dulces en las
bolsas, entre los equipos, es variable. Los alumnos tenian que representar del
modo mas general posible las cantidades que desconocian de dulces en cada
bolsa. Unicamente tenian el dato de la cantidad de bolsas y de los dulces en total
en cada equipo, por lo que el nimero en cada bolsa era variable. Para asignar
una representacion a las cantidades variables que desconocian, deberian elegir
una alternativa de representacion de las distintas variaciones de cantidades. Para
evocar regularidad a los escolares se les invit6 a referir la cantidad que era una
incognita variable con una letra, a partir de un consenso, ellos decidian la literal
con que inicia su nombre. En la figura 9 se muestra la recreacion del arreglo
fenoménico y simbdlico esperado.

Dulces sueltos (d) + Cantidad de bolsas
(b) x Dulces en cada bolsa (a) =
Total de dulces (t)

d+bxa=t

Figura 9. Representaciones numéricas simbolicas de la jerarquia de
operaciones a partir de cantidades variables. (Fuente propia)

Una vez concluidas las sesiones de la secuencia psicoeducativa, los alumnos
fueron evaluados en dos niveles: procedimental y conceptual. Para la evaluacion
procedimental se implementd una tarea de reparticion de dulces a través de la
representacion de tres elementos: la jerarquia de operaciones, una estructuracion
numérica y la aplicacién de un algoritmo de division. Cada integrante de los
equipos tenia como objetivo repartir dulces de un modo equitativo en bolsas. Por
ejemplo, se le pregunta al equipo, si cada uno tiene 5 bolsas y en cada bolsa hay 2
dulces, {cuantos dulces tiene cada uno? (5 x 2 = 10); si cada uno tiene 10 dulces
y en su equipo son 4, ;jcuantos dulces en total tienen? (10 x 4 = 40); ahora, cada
uno tiene 5 bolsas y son cuatro nifios en el equipo ;cuantas bolsas en total hay?
(5 x 4 = 20). Posteriormente se le dan 8 dulces a cada nifio. Sabiendo que hay 4
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integrantes por equipo, se les pregunta ;jcuantos dulces se le repartié al equipo?
(4 x 8 =32). Finalmente, se le brinda a cada nifio una estructura numérica a partir
de cajas (figura 10) para poder organizar las relaciones numéricas, planteando
que si “a” es igual a al nimero de dulces sueltos, “b” el nimero de dulces en
cada bolsa, “c” el nimero de bolsas, “w” el total de dulces, “y” el nimero de
integrantes del equipo y “z” el nimero de dulces que le tocan a cada nifio, ;como
quedarian organizadas estas cantidades en la estructura numérica? También se
proporciona una estructura numérica a partir de literales @ + b x ¢ (figura 10) y
se pregunta cual es el nimero de dulces en total. La estructura es para promover
la concepcion de la jerarquia de operaciones, de tal manera que, si los datos de
las cantidades de la estructura eran correctos, podian operar con la division
de los dulces para saber qué cantidad le tocaba a cada integrante del equipo.

Para representar la a=numero de dulces sueltos.
reparticion de los b= numero de dulces en cada bolsa.
Recursos dulces se utiliza la ¢= niimero de bolsas.
simbélicos siguiente ecuacion: w= niimero de dulces en total.
_ y= nimero de integrantes del equipo.
+ =
Zibc s z=numero de dulces que le tocan a
cada nifio.
ESTRUCTURA NUMERICA 4 N
Ecuacion - dulces por equipo | | * I | * I I - I I
(Representacion simbélica- . - _
algebraica y jerarquia de I a I | b I I ¢ I I w I
operaciones) - J
OPERACION INVERSA W |:| II'
Divisién de los dulces V =2 _D I:’ —-m - EI
(cada integrante del equipo) S )

Figura 10. Estructura de la evaluacion procedimental (Fuente propia)

En la evaluacion conceptual se realiz6 un analisis de contenido ad hoc
(Kvale, 2008) a partir de una entrevista semiestructurada e individual de las
estrategias utilizadas para resolver situaciones reactivas entre igualdades. La
intencion de estas situaciones reactivas consistia en aplicar la jerarquia de
operaciones conceptualmente, al hacer las relaciones numéricas de una expresion
multiplicativa con su equivalencia en cantidades aditivas (propiedad numérica
conmutativa). Los ejemplos de las situaciones reactivas y las preguntas de la
entrevista semiestructurada se encuentran en la figura 11.
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Situacion reactiva.

A)
8+8+8+8

Situacion reactiva.

6 x4+2 esigual a:”
— "
G+6+6+6+2
Situacion reactiva.
“44+5x3+6x2+7esigual a:”

A)
4+5+5+5+6+6+7

1. Se regresa la atencién a las situaciones
reactivas, y se le cuestiona al alumno qué
operacion se realizé primero y por qué (ya sea
suma o multiplicacion su respuesta).

H

H

Reactivos de entendimiento conceptual.

2. Queé pasaria con la igualdad si

comenzaramos con la otra operacion, la que no
elegiste? (comprensian del error).

Figura 11. Evaluacion conceptual del entendimiento de los alumnos de la
aplicacion estructural de la jerarquia de operaciones con base en
el pensamiento relacional. Son tres situaciones reactivas y dos
preguntas de entendimiento (Fuente propia)

Tanto las tareas de la secuencia psicoeducativa, como de las evaluaciones
procedimental y conceptual, fueron puntuadas con base en el porcentaje realizado
con ¢xito de cada tarea (0%-100%). La aplicacion de las tareas se realizo en el
salon de clases.

4. RESULTADOS

Los resultados se dividen en 4 secciones: 1) secuencia psicoeducativa, 2) nivel de
logro en las evaluaciones procedimental y conceptual, 3) entendimiento con base en
analisis de contenido del discurso y 4) evaluacion de la validez de los indicadores.
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4.1. Secuencia psicoeducativa

En la figura 12, se observa el porcentaje promedio de logro en las cinco sesiones
de la secuencia psicoeducativa.

100 4 .
93.52 89.81

75.26
75 A

57.14
525

50 A

25 4

Porcentaje promedio de logro

1 2 3 4 5
Sesiones

Figura 12.  Porcentaje de logro promedio en las sesiones de la
secuencia psicoeducativa

En la primera sesion, el puntaje promedio de los alumnos fue de 93.52%. En
la segunda sesion el promedio del puntaje fue de 89.81%, mientras que en la tercera
sesion la media del puntaje fue de 75.26%. En la cuarta sesion la media del puntaje
fue de 57.14% y en la ultima sesion el promedio de la puntuacion fue de 52.5%.
Estos promedios permiten apreciar que en medida que las sesiones avanzaban,
las tareas se volvian mas complejas, por lo que el puntaje promedio disminuia.

4.2. Nivel de logro en las evaluaciones procedimental y conceptual

Para categorizar el desempefio de los estudiantes en las evaluaciones procedimental
y conceptual, se utilizaron los puntajes totales de cada alumno en sus respuestas
correctas a través de cuartiles: porcentaje de respuestas correctas, desempefio
muy alto (100%-76%), alto (75%-51%), medio (50%-26%) y bajo (25%-0%). En
la figura 13 se muestran los resultados categorizados en estos cuartiles.

En la evaluacion procedimental, el 64.29% de los alumnos lograron un nivel
de logro muy alto, un 17.86% un nivel de logro alto, solamente un 3.57% lograron
un nivel medio y el restante 14.29% mostraron un nivel bajo. Por otra parte, en
la evaluacion conceptual, un 42.86% de los alumnos lograron un nivel de logro
muy alto, un 28.57% un nivel alto, el 10.71% un nivel medio y un 17.86% un nivel
de logro bajo. Cabe destacar que la evaluacion conceptual se basa en una mayor
cantidad de recursos de evaluacion, principalmente aquellos basados en el analisis
de los alumnos acerca de sus propias representaciones y toma de decisiones, por
lo que es esperado que sea una evaluacion mas compleja y con un menor nivel de
logro que la evaluacioén procedimental.
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Porcentaje de logro promedio

64.20%

42 .86%

22.86%

1
2
L

1429% 10.71%

0% -
Evaluacién procediniiiigles de logro

Evaluacién concepmal
W Muy alto W Alto Medio Ba

Figura 13.

Porcentaje de logro en las evaluaciones procedimental y conceptual

4.3. Entendimiento con base en analisis de contenido del discurso

Para evaluar el entendimiento de los alumnos, se emplearon dos situaciones
reactivas (ver figura 11, parte inferior, nimero 1 y 2). Los siguientes fragmentos
de la entrevista semiestructurada implementada corresponden a dos alumnos de
los niveles de logro muy alto y alto.

Caso #1: nivel de logro muy alto

Investigador:
Estudiante:
Investigador:
Estudiante:
Investigador:
Estudiante:
Investigador:

Estudiante:

Por eso primero

en la primera expresion “3 + 5 x 4 es igual a:”, ;por qué elegiste la opcion
“b7?

es lo mismo, aqui esta el 3 y es igual que arriba, 4 por 5 es 5 veces 4 0 4
veces cinco, por eso son iguales.

en la primera expresion “4 + 5 x 3 + 6 x 2 + 7 es igual a:”, ;por qué
elegiste la opcion “a”?

porque aqui esta el 4, aqui el signo y luego 3 veces el cinco, luego dos
veces el 6 luego el signo y luego el 7.

(Qué operacion se hace primero y por qué?

Multiplicar, porque estdin unidos los numeros de aqui, cuando
multiplicamos. Si sumamos primero, aqui seria 2 mas 46 y no nos daria
el resultado correcto.

(Qué pasaria con la igualdad si comenzaramos con la operacion contraria
a la que acabas de indicar que comenzarias primero?

Sale mal el resultado porque esta diferente la manera de la operacion...
ya lo pensé mejor, por ejemplo, una de estas multiplicaciones, 3 mas
5 serian 8, pero se va a cambiar el 8 por el 5... eso hace que nos dé el
resultado mal y el total esté mas grande o pequeiio.

multiplicamos aqui, no sumamos. La suma es trampa para hacerla mas

grande o chiquita y el resultado se obtiene con la multiplicacion.
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Investigador: ;Como podrias representar la relacion entre la multiplicacion y la suma
en una igualdad con cantidades que varian?

Estudiante: ... alomejorusando los signos en las clases le haciamos con los dulces que

nos llevabamos, pero eran dulces y aqui pueden ser nada mas los numeros.

Figura 14. Representacion simbolica del caso #1

Caso #2: nivel de logro alto

Investigador: en la primera expresion “3 + 5 X 4 es igual a:”, ;por qué elegiste la
opcioéon “b”?

Estudiante: Porque si son 3 y lo multiplicamos 5 por 4, pues comenzamos por esa en
vez de la suma. Es como si estuviera dividido el 5 y el 4.

Investigador: en la primera expresion “4 + 5 x 3 + 6 x 2 + 7 es igual a:”, jpor qué
elegiste la opcion “a”?

Estudiante: Creo que es A, si, es A, es la descomposicion, aqui es cinco veces 3 y

luego 6, a no, dos veces 6 y luego sumamos el 7.
Investigador: ;Qué operacion se hace primero y por qué?

Estudiante: Multiplicar. Porque si sumamos primero nos da una otro resultado,
porque la multiplicacion hay que hacerla para que nos dé el numero, el
resultado... si se suma primero el resultado se pierde, la multiplicacion
se haria, pero con otros nimeros en el total.

Investigador: ;Qué pasaria con la igualdad si comenzdramos con la operacion
contraria a la que acabas de indicar que comenzarias primero?

Estudiante: Nos daria un resultado mal si sumamos primero. Porque nos daria un
resultado, por ejemplo, el 3 nos daria 8, por 4, 32, pero ese no es el
resultado y no se descompondria.

Investigador: ;Como podrias representar la relacion entre la multiplicacion y la suma
en una igualdad con cantidades que varian?

Estudiante: ... no sé, con nimeros pues no puedo poner todos, pero a lo mejor con
signos. En las clases con usted veiamos que hay como simbolos que
usamos mas que otros... yo lo haria asi de dos maneras:

Figura 15. Representacmn simbolica del caso #2
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4.4. Evaluacion de la validez de los indicadores

Se aplicé el Rho de Spearman a los datos obtenidos en todos los indicadores del
experimento de ensefianza (ver figura 4).

En la figura 16 se muestran las correlaciones (a < 0.05) en los indicadores
que midieron el desempeno de los alumnos.

WISC IV Puntaje Evaluacion  Evaluacion  Promedio

PLANEA Aritmética Matematicas procedimental conceptual  secuencia
Promedio S AT6** S0P .508%*
secuencia .002 .008
Evaluacion A496%* AT1EE
conceptual .005 .006
Evaluacion 296%* 286%*

procedimental .025 .012

Puntaje en 798%*

Matematicas .000 o <0.05%*
WISC 1V
Aritmética
PLANEA Spearman p
0-0.149 0.150-0.299 0.300-0.449 0.450-0.599 0.750-0.899  0.900-1

Figura 16.  Correlaciones significativas entre los indicadores del
experimento de ensefianza.

Las correlaciones mas altas se ubican entre la calificacion de los alumnos
en matematicas durante el afio escolar con el puntaje de la prueba WISC 1V
(0.798 (p < 0.000)) y el desempefio de los escolares en la evaluacion conceptual
y procedimental (0.776 (p < 0.000)). La evaluacion conceptual también tuvo una
alta correlacion entre el promedio de la secuencia (0.731 (p < 0.000)) y el puntaje
de matematicas (0.695 (p < 0.000)). La prueba PLANEA tuvo dos correlaciones
altas entre el puntaje de la prueba WISC IV (0.698 (p < 0.000)) y el puntaje
de matematicas (0.639 (p < 0.000)). Por otra parte, el indicador de evaluacion
procedimental tuvo las correlaciones mas bajas tanto con las dos pruebas
estandarizadas de referencia como con el puntaje de los alumnos en matematicas.
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5. DISCcUSION

El objetivo general de este estudio fue promover el pensamiento relacional
en el analisis de expresiones numéricas, utilizando la jerarquia de operaciones, en
alumnos de tercer grado de primaria. En vista de los resultados reportados, se
puede afirmar que el objetivo se cumplié plenamente.

En primer lugar, es importante destacar que los resultados de las tareas de
jerarquia de operaciones en poblacion de alumnos de primaria son inéditos, en
tanto no hay referentes en la literatura contemplando como variables de estudio el
pensamiento relacional y las actividades fenoménicas. El referente en la literatura
mas cercano a los resultados del presente estudio, sin considerar el area de jerarquia de
operaciones, se encuentra en la investigacion de Venenciano et al. (2021), en la
cual escolares de primer grado de primaria fueron capaces de desarrollar modos
de pensamiento abstractos a partir de una aproximacion relacional y estructural
en la representacion de las propiedades de objetos concretos, derivada de una
adaptacion del curriculum de Davydov.

El 71.43% de los escolares, alcanzaron un nivel de logro de las tareas de
evaluacion conceptual muy alto o alto. De estos, el 42.86% lograron alcanzar
un nivel muy alto de logro y un 28.57% lograron un logro en la evaluacion
conceptual alto. Esta evaluacion tuvo un mayor nivel de relacion con el constructo
entendimiento, ya que se bas6 en un mayor nivel de recursos de evaluacion: 1) un
aspecto relacional, al evaluar el razonamiento de los alumnos en funcidon de las
equivalencias que observaban y como daban cuenta de ellas en su discurso; 2) el
dominio conceptual de la jerarquia de operaciones, en su relacion con estructuras
de aritmética generalizada a partir del uso e interpretacion de literales. Ademas, en
varios casos las actividades fenoménicas promovieron una relacion significativa
con una representacion abstracta de relaciones numéricas, como en el caso de las
figuras 14 y 15.

El pensamiento relacional se ve reflejado en la argumentacion de las soluciones
de los alumnos, principalmente en la evaluacion conceptual. En sus representaciones
se muestra no solamente un modo simbodlico de representar relaciones, sino un nivel
de entendimiento conceptual con base en argumentos que sustentan sus decisiones.

Este estudio sigui6 una linea de investigacion planteada por varios autores
(Dupree, 2016; Glidden, 2008; Linchevski y Livneh, 1999: Papadopoulos y
Gunnarsson, 2020; Taff, 2017), en cuanto a que la estructura de una expresion
matematicarequiere de un grado de significacion para los alumnos, en la aplicacion
de las propiedades numéricas que contemplan la jerarquia de operaciones.
El mayor aporte al campo de conocimiento de la jerarquia de operaciones
consiste en generar la significacion, en alumnos de primaria, de las propiedades
numeéricas a partir de actividades fenoménicas. En otras palabras, la integracion
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del pensamiento relacional y las tareas fenoménicas a la estructuracion numérica
caracteristica de la jerarquia de operaciones, lograron promover un entendimiento
de tareas abstractas en alumnos de primaria.

El efecto de las actividades fenoménicas en la concepcion relacional y
estructural se puede notar en la evaluacion conceptual, ya que a pesar de que las
actividades de evaluacion no se relacionaron directamente con la representacion
simbolica, en los dos casos presentados existid una relacion entre las actividades
fenoménicas de las sesiones de la secuencia psicoeducativa con su estructura
numérica. Tal como en el presente estudio, este tipo de actividades han mostrado
con anterioridad su eficacia en el entendimiento de conceptos matematicos desde
la perspectiva de la didactica fenomenologica (Gravemeijer y Doorman, 1999;
Larsen, 2013; Stephan y Akyuz, 2012).

Por otra parte, los resultados confirman que los alumnos de tercer grado de
primaria pueden participar activamente en experiencias simbodlico-algebraicas, que
impliquen argumentar y representar la solucién de un problema que contemplen el
pensamiento algebraico, tal como lo afirman Blanton, Brizuela, Stephens, Knuth,
Isler, Gardiner et al., (2017), quienes también indican que las intervenciones
tempranas en algebra con escolares de primaria, han demostrado mejorar el
entendimiento algebraico delosalumnos, enlosniveles de secundariaobachillerato.

Si el desarrollo del pensamiento algebraico incluye un enfoque las relaciones
de cantidad, las operaciones y sus inversos, asi como representar y resolver
problemas con numeros y literales a partir de un significado relacional del signo
igual, tal como lo afirma Kieran (2004), todas las tareas del experimento de
ensefianza se implementaron con una base conceptual derivada del pensamiento
algebraico. Por lo tanto, los niveles de logro en los alumnos también se pueden
vincular a la promocion del pensamiento algebraico. La representacion de una
estructura numérica se vincula con la jerarquia de operaciones a través del
pensamiento algebraico, tal como lo afirma Freudenthal (1974). El uso del signo
de interrogacion, si bien no es parte de las convenciones acerca del empleo de
literales en algebra, representa un acercamiento para los escolares hacia la nocion
de incognita o variable.

Asimismo, como parte de la validacion de constructo convergente de los
instrumentos utilizados en el experimento de ensefanza, las correlaciones entre
los distintos indicadores muestran la consistencia y coherencia entre el desempefio
de los alumnos con su grado de dominio matematico, en tareas de jerarquia de
operaciones y estructuracion numérica.

Las hipétesis del presente estudio, dados los resultados evaluados, se pueden
confirmar: el pensamiento relacional se puede promover a partir de actividades
fenoménicas; la introduccion del pensamiento relacional en la aplicacion de
la jerarquia de operaciones puede promover habilidades de representacion
estructural de relaciones de cantidad.
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5.4. Importancia del estudio: enseiianza y aprendizaje de las matematicas

Se puede concluir que este estudio permite sefialar la coherencia que hubo en los
multiples indicadores del desempefio de los escolares gracias a la evaluacion de
validez de los indicadores; mostrar que la estrategia educativa tiene factibilidad
de ser implementada por un profesor de primaria en las condiciones escolares
cotidianas; sustentar que en un escenario natural de la escolaridad publica de
una primaria, es posible formar pensamiento relacional; evaluar el potencial de
las experiencias fenoménicas para el entendimiento matematico y demostrar que
los escolares a temprana edad, son capaces de entender jerarquia de operaciones
a través del pensamiento algebraico y relacional, contemplando el potencial de la
didactica fenomenologica.
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