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ELoisA MONTERO, MARiIA Luz CALLEJO!, JULIA VALLS

ANTICIPACION DE ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS
DE DIVISION-MEDIDA CON FRACCIONES MEDIANTE UNA
PROGRESION DE APRENDIZAJE

THE USE OF THE PROGRESSION IN STRATEGIES OF RESOLUTION OF MEASUREMENT-DIVISION
FRACTION PROBLEMS BY PRESERVICE PRIMARY MATHEMATICS TEACHERS

RESUMEN

El objetivo de esta investigacion es caracterizar como los PALABRAS CLAVE:
estudiantes para maestro, un aflo después de un experimento
de ensefianza, reconocen diferentes etapas de progresion al
anticipar estrategias de estudiantes de educacion primaria
al resolver problemas de division - medida con fracciones. Los

- Anticipacion de estrategias
- Progresion en el aprendizaje
- Estudiantes para maestro

41 participantes cursaban el séptimo semestre del Grado en de primaria
Maestro en Educacion Primaria durante el curso 2018-2019. - Divisién-medida confracciones
En el analisis se tuvo en cuenta el tipo de estrategias utilizadas - Mirar profesionalmente

y si estas evidenciaban la idea de progresion. Los resultados
muestran tres categorias en el uso de la idea de progresion al
anticipar respuestas a problemas de division-medida: (a) No
usan la idea de progresion; (b) usan parcialmente la idea de
progresion; (c) usan la idea de progresion. Pese a su dificultad, es
posible comenzar a desarrollar la idea de progresion al anticipar
estrategias en la formacion de futuros maestros.

ABSTRACT

The objective of this research is to characterize how primary KEY WORDS:
prospective teachers, one year after a teaching experiment,
recognize different stages of progression anticipating solving
strategies for measurement division problems with fractions
used by elementary school children. The 41 participants were in

- Anticipation
- Progression in learning
- Prospective primary teachers

the seventh semester of the Education Teaching Degree (cight - Measurement division
semesters) during the 2018-2019 academic year. The analysis problems with fractions
considered the type of strategies used and whether they evidenced - Professional noticing

the idea of progression. The results show three categories in the
use of the idea of progression when anticipating answers to
measurement division problems: They (a) do not use the idea
of progression; (b) partially use the idea of progression; (c) use
the idea of progression. Despite its difficulty, it is possible to
begin to develop the idea of progression by anticipating strategies
in the training of future teachers. o
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RESUMO

O objetivo desta pesquisa é caracterizar como estudantes
para professores, um ano apos a sua formacao, sdo capazes de
reconhecer a existéncia de diferentes niveis de progressao,
antecipando estratégias de resolucdo de problemas com fra¢des
envolvendo divisdo-medida, utilizadas por alunos dos anos
iniciais. Os 41 participantes estavam em seu sétimo semestre do
Graduagdo em Pedagogia nos anos iniciais (oito semestres)
durante o ano académico de 2018-2019, um ano apds receberem
formacdo em uma experiéncia de ensino. A anélise teve em conta
o tipo de estratégias utilizadas e se evidenciavam a ideia de
progressdo. Os resultados mostram trés categorias no uso da ideia
de progressao ao antecipar respostas a problemas de divisdo-
medida: (a) eles ndo usam a ideia de progressao; (b) usar
parcialmente a ideia de progressao; () usar a ideia de progressao.
Apesar de sua dificuldade, ¢ possivel comecar a desenvolver
a ideia de progressdo antecipando estratégias na formacao dos
futuros professores.

RESUME

Le but de cette recherche est de caractériser comment les
futurs professeurs des écoles, une année apres une expérience
d’enseignement, reconnaissent différentes étapes de progression
différents quand ils anticipent des stratégies de résolution de
problémes de division-mesure avec des fractions employées par
les éléves du Primaire. Les 41 participants étaient au septi¢me
semestre des études pour devenir professeurs d’Education
Primaire (huit semestres) au cours de I’année académique
2018-2019, une année apres une expérience d’enseignement.
L’analyse a pris en compte le type de stratégies utilisées et si
elles mettaient en évidence I'idée de progression. Les résultats
montrent trois catégories face a 'usage de I'idée de progression: a)
L’idée de progression n’est pas utilisée; (b) on utilise partiellement
I'idée de progression; (c) on utilise I’idée de progression. Malgré
sa difficulté, il est possible de commencer a développer I'idée de
progression quand on anticipe des stratégies lors de la formation
de futurs professeurs.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Antecipagdo

- Progressdo da Aprendizagem

- Estudantes para professor de
anos iniciais

- Problemas de divisdo-medida
com fragoes

- Olhar profissionalmente

MOTS CLES:

- Anticipation

- Progression dans
l'apprentissage

- Etudiants pour devenir
professeurs des écoles

- Problémes de division-
mesure avec des fractions

- Regard professionnel

Entre las tareas del profesorado se encuentran anticipar, interpretar y dotar de
significado a las respuestas de los estudiantes. Cuando el profesorado planifica
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una leccion es conveniente prever las respuestas que pueden dar los estudiantes
para considerar qué preguntas puede hacer o qué variables modificar en la
actividad para ayudar a los estudiantes a superar sus dificultades o para plantearles
situaciones mas complejas.

La mayor parte de los trabajos empiricos sobre la mirada profesional del
profesor de matematicas se han centrado en cémo se interpreta el pensamiento
matematico de los estudiantes (Jacobs et al., 2010). Sin embargo, menos estudios
se han centrado en caracterizar como los futuros maestros y profesores de
matematicas anticipan posibles respuestas de los estudiantes cuando planifican
la ensenanza (Fernandez et al., 2018; Llinares et al., 2016; Stahnke et al., 2016).
La importancia de anticipar posibles respuestas de los estudiantes ha sido
manifestada desde diferentes perspectivas. Por ejemplo, desde el conocimiento
matematico para la ensefianza (Mathematical Knowledge for Teaching, MKT,
Ball et al., 2008); desde el conjunto de practicas que forman parte del proceso de
planificacion del profesor, teniendo en cuenta las ideas de los estudiantes (Smith
y Stein, 2011); y desde propuestas formativas basadas en la “representacion de la
enseflanza” (Herbst et al., 2011).

En particular, Ball et al. (2008) indican que:

Los profesores deben anticipar lo que los estudiantes probablemente
piensen y aquello en que tengan dificultades. Cuando escojan un ejemplo,
los profesores necesitan predecir lo que los estudiantes pueden considerar
interesante y motivador. Cuando escojan una actividad, los profesores
necesitan anticipar lo que los estudiantes haran y si ellos encontraran
la actividad facil o dificil. [...]. Cada una de estas actividades requiere una
interaccion especifica entre el conocimiento de matematicas y la familiaridad
con el estudiante y su pensamiento matematico. (p. 401)

En su formacion los estudiantes para maestro (EPM) necesitan desarrollar estas
actividades de anticipacion. Para ello, resulta relevante proporcionarles referencias
para pensar sobre la progresion de la comprension de los estudiantes (Wilson et
al., 2013; Wilson et al., 2014; Wilson et al., 2015). Diversos estudios indican que
es posible disefiar entornos de aprendizaje en los programas de formacion para
ayudar a los EPM a robustecer el conocimiento sobre el aprendizaje de las
matematicas. Una caracteristica de estos entornos de aprendizaje es proporcionar
informacion sobre trayectorias o progresiones de aprendizaje (Clements y Sarama,
2004; Ivars et al., 2020; Sanchez-Matamoros et al., 2018; Simon, 1995; Wilson
etal.,2015). Los EPM pueden usar estas progresiones en el aprendizaje de topicos
matematicos para centrar su atencion en el pensamiento matematico de los estudiantes
(Edgington, 2014; Edgington et al., 2016). En este sentido, la informacion sobre
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la progresion en el aprendizaje de topicos matematicos hace el papel de hojas de
ruta para ayudar a los EPM a anticipar respuestas de los estudiantes, identificar
objetivos de aprendizaje, interpretar respuestas de los estudiantes y en funcion
de ello proponer tareas que les ayuden a avanzar en la comprension de dominios
matematicos especificos (Wilson et al., 2015).

Uno de los dominios matematicos en los que se ha mostrado que maestros
y estudiantes de educacion primaria tienen mayores dificultades es la ensefianza-
aprendizaje de las fracciones y sus operaciones, en particular, la division. Algunas
investigaciones indican que, aunque los EPM tienen conocimiento procedimental
para resolver problemas con fracciones (Depaepe et al., 2015) y para realizar los
algoritmos de célculo, a menudo tienen dificultad para entender su significado mas
alla de los procedimientos (Ball, 1990; Liy Kulm, 2008; Vulay Kingji-Kastrati, 2018).

Respecto a la division, Graeber et al. (1986) sefialaron que los EPM tendian a
interpretar la division s6lo como division-partitiva, es decir, reparto de un conjunto
de objetos de forma equitativa entre un nimero de grupos. Sin embargo,
tenian dificultades en las situaciones en las que la division tenia el significado de
division-medida (también conocida como division cuotitiva), es decir, determinar
cuantos grupos de un tamano determinado se pueden formar con un nimero dado
de objetos. En la misma linea, Ball (1990) encontrd que los EPM tenian dificultad
para comprender el significado de la division de fracciones ya que muchos de
ellos solo eran capaces de interpretar la division en términos de division-partitiva.
En un grupo de 19 futuros maestros de primaria y profesores de secundaria, sélo
cinco fueron capaces de describir o inventar una historia adecuada para explicar el
significado de la expresion “1% entre la mitad” y otros cinco inventaron historias
que no se ajustaban a la situacion; el error mas comiin fue formular un problema
que requeria dividir por 2, en lugar de que el divisor fuera Y. Tirosh y Graeber
(1989) sugieren que estas dificultades estan vinculadas a la identificacion con el
modelo primitivo intuitivo de reparto descrito por Fischbein et al. (1985). Por su
parte, Nillas (2003) demostro que la capacidad de resolucion de problemas de
division de fracciones de los futuros maestros no implica que tengan una buena
comprension conceptual del tema dado que no son capaces de contextualizar una
division en la que el divisor sea, por ejemplo, una fraccion.

Los problemas de division-medida con fracciones buscan determinar
cuantos grupos de un tamafo (divisor) se pueden formar con una cantidad de
objetos (dividendo), independientemente de si divisor y/o dividendo son nimeros
naturales o fracciones (por ejemplo, he comprado 4 botes de comida para los peces
de mi pecera. Cada dia echo en la pecera 2/3 de bote. ;Para cuantos dias tengo?).
En esa misma linea, Fernandez et al. (2012) propusieron a un grupo de EPM un
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problema de division-medida con resto (tengo 4 pasteles. Quiero dar tres quintos
de pastel a cada nifio. ;A cuantos nifios puedo dar?, ;qué me sobra?) y pidieron
resolver el problema, interpretar y valorar cuatro respuestas de estudiantes de
primaria. Los resultados mostraron que algunos EPM, si bien interpretaron y
valoraron las respuestas de los estudiantes de manera correcta, no fueron capaces
de resolver el problema correctamente, mientras que otros tuvieron dificultad
para interpretar respuestas que utilizaban procedimientos distintos a los que ellos
habian empleado.

Actualmente, aunque existen propuestas de formacion de maestros centradas
en mejorar el conocimiento de los EPM sobre las fracciones y las operaciones con
estas (Jansen y Hohensee, 2016; Lo y Luo, 2012; Olanoff et al., 2014; Stevens et al.,
2020), y en apoyar su capacidad de interpretar el pensamiento de los estudiantes
(Ivars et al., 2020; Tyminski et al., 2021), tenemos poca informacion sobre lo que
los EPM retienen después de un tiempo de participar en las propuestas formativas.

Elobjetivo de estainvestigacion es caracterizar como los EPM, un afio después
de un experimento de ensefianza, reconocen diferentes etapas de progresion al
anticipar estrategias de estudiantes de educacion primaria al resolver problemas
de division-medida con fracciones.

2. Marco TEOrICO

El desarrollo de la competencia docente “mirar profesionalmente” se considera
un objetivo de los programas de formacion, asi como una linea de investigacion en
Didéctica de la Matematica (Stahnke et al., 2016). Desarrollar esta competencia se
considera una componente de la practica profesional del profesor de matematicas.
Adquirir esta competencia permite al docente de matematicas ver las situaciones
de ensefianza-aprendizaje de una manera distinta en comparacion con la forma de
mirar de quien no es profesor de matematicas (Llinares, 2013). Por ejemplo, Mason
(2002) ha subrayado la importancia de identificar aquello que resulta relevante
en una situacion de ensefianza-aprendizaje, usar el conocimiento para identificar
propiedades y hacer conexiones entre los eventos especificos y los principios
mas amplios. Por su parte, Jacobs et al. (2010) han particularizado estas ideas en
la competencia mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
estudiantes, conceptualizandola en tres destrezas interrelacionadas: i) identificar
las estrategias usadas por los estudiantes en la resolucion de tareas; ii) anticipar e
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interpretar la comprension de los estudiantes basandose en las estrategias usadas;
y iii) tomar decisiones instruccionales segtin la interpretacion inferida.

Algunos estudios han mostrado que la competencia “mirar profesionalmente”
el pensamiento matematico de los estudiantes puede empezar a desarrollarse en
los programas de formacion, aunque no resulte facil hacerlo por las limitaciones
de tiempo que tienen las asignaturas en las que se desarrollan los entornos de
ensefianza-aprendizaje para los futuros maestros (Fernandez et al., 2012;
Stockero, 2014; Teuscher et al., 2017). Por otra parte, para apoyar el desarrollo
de esta competencia se debe proporcionar a los EPM referencias para organizar
su mirada. Por ejemplo, proporcionarles informacion sobre progresiones de
aprendizaje de los estudiantes para ayudarles a saber qué mirar y como hacerlo
(Wilson et al., 2015). Las progresiones de aprendizaje son modelos educativos sobre
como se espera que evolucionen las ideas y formas de pensar de los estudiantes
sobre un concepto o tema determinado a medida que avanzan en sus estudios (Duschl
et al., 2011).

Las progresiones de aprendizaje se caracterizan por (a) centrarse en unas
pocas ideas y practicas; (b) estar delimitadas por elementos claves (anclajes)
que describen lo que se espera que el estudiante sepa y sea capaz de hacer al final
de la progresion, asi como por las suposiciones que tienen los profesores sobre
el conocimiento y las habilidades previas que tienen los estudiantes al iniciar la
progresion; (c) describir diferentes etapas de logros que pueden servir como
evidencias de la comprension y competencia de los estudiantes, etapas que son fruto de
sintesis de investigaciones sobre el aprendizaje de los estudiantes en un dominio
especifico, asi como de estudios empiricos de la progresion y (d) estar mediadas
por la instruccion y el plan de estudios especifico (Duncan y Hmelo-Silver, 2009).

Las progresiones de aprendizaje tienen un caracter hipotético. La cognicion
que se presenta en ellas no es necesariamente lineal, ni tampoco aleatoria. Las
progresiones de aprendizaje presentan tendencias obtenidas en la investigacion de
como progresa el pensamiento de los estudiantes sobre un concepto matematico
especifico, a través de etapas por las que ellos pueden transformar sus ideas
intuitivas en una comprension mas formal de dicho concepto. Las etapas cada vez
mas complejas de razonamiento matematico evidencian aspectos de la progresion
de la comprension de un contenido especifico. El nimero de etapas varia entre
progresiones y, en algunos casos, los estudiantes pueden progresar por una inica o
varias etapas durante un curso escolar. Al ser modelos conjeturales de aprendizaje
a lo largo del tiempo, necesitan ser validados a partir de investigaciones empiricas
sobre el pensamiento y el aprendizaje de los estudiantes en los conceptos especificos.
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En particular, aprender a anticipar respuestas de los estudiantes a un problema
matematico permite a los EPM pensar en como esas respuestas hipotéticas se
relacionan entre si a la luz de una progresion del aprendizaje. El desarrollo de esta
destreza en los EPM se vincula con llegar a ser consciente de que el aprendizaje
€s un continuo, con etapas progresivas de logros en el pensamiento matematico
de los estudiantes (Stein et al., 2008).

En nuestra investigacion nos planteamos si, un afio después de haber recibido
formacion sobre una progresion en las estrategias de resolucion a problemas de
division-medida con fracciones, los EPM usan esta progresion para anticipar
respuestas de estudiantes. En este contexto nos planteamos la siguiente pregunta
de investigacion:

—  (Coémo los estudiantes para maestro, un afio después de su formacion, usan
la progresion en las estrategias de resolucion de problemas de division-
medida para anticipar respuestas de estudiantes de educacion primaria?

3. METODO

3.1. Participantes y contexto

En esta investigacion participaron 41 EPM de Educacion Primaria durante el
curso académico 2019-2020. Los EPM estaban matriculados en la asignatura
Matematicas y su Didactica III (del séptimo semestre), un afio después de cursar
la asignatura Matematicas y su Didéctica Il en donde recibieron formacion para
desarrollar la competencia “mirar profesionalmente” mediante un experimento de
enseflanza disefiado ad hoc. El plan de estudios permitioé dar seguimiento
a este grupo de EPM un afio después, abriendo la posibilidad de indagar sobre
lo que evidenciaban de lo trabajado durante el experimento de ensefanza.

3.2. El experimento de ensefianza

El experimento de enseflanza diseflado en la asignatura Matematicas y su
Didéactica II constaba de nueve sesiones de dos horas cada una (Figura 1) y tenia
como objetivo que los EPM aprendieran a usar informacion sobre la progresion
de las estrategias en la resolucion de problemas de division-medida con fracciones
para anticipar respuestas de los alumnos.
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[Sesio'n 1] [Sesio'n 2] [Ses[o'n 3] [Sesio’n 4] [Sesio'n 5] [Sesién 6] [Sesio'n 7] [Sesio’n 8] [Ses[o'n 9]

f]nt)'oducir\/Estrategias\/Estrategias\/ngresiu'n\/Pragresidn\ Elementos\@enti/'icacia')fDescripcio'ne\/Descripcidne\
fracciones en problemas | en problemas desarrollo desarrollo  |matematicos en ¥y uso interpretacion | interpretacion
usando de reparto de division estrategias estrategias la resolucién variables de respuestas | de respuestas
problemas medida de division de division de problemas didacticas de nifios y de niiios y
medida medida L proponerun | proponer un
Describir y nuevo nuevo
clasificar problema problema
estrategias de
una seleccion
Resolver de respuestas
problema Resolver de sesion 1y
con EPM y Analizar Analizar Analizar problemas alumnos de Analisis de
anticipacion | estrategias en | estrategiasen | estrategiasen | de division Primaria. variables Anélisis Discusion en
ingenua de respuestas respuestas respuestas medida con Identificar didacticas en individual grupo clase
nifios de de nifios de de nifios de de nifios de diferentes elementos una seleccion | de casos de de casos de

Primaria Primaria Primaria Primaria estrategias matematicos | de problemas Anay Sara Anay Sara
N N N N N \ \ N N )

Figura 1. Mddulo de ensenanza desarrollado en el curso 2018-2019

3.2.1. Descripcion de las sesiones en el experimento de ensefianza

A continuacion, describimos cada una de las sesiones del experimento de ensefianza
(Figura 1). En la primera sesion, los EPM resolvieron problemas de division-
medida con respuesta un numero natural y el divisor una fraccion (por ejemplo,
%) y anticiparon posibles respuestas que podian generarse para resolver este
problema. En esta sesion no se les proporciond ninguna informacién sobre las
caracteristicas de los problemas ni sobre el aprendizaje de los estudiantes.

Durante las sesiones 2 a 8§, se les proporcion6 informacion sobre las
caracteristicas de los problemas de division-medida y sobre la progresion en
las estrategias usadas por los nifios (Empson y Levi, 2011). La informacion
proporcionada tenia por objetivo que los EPM mirasen de forma estructurada
las caracteristicas de los problemas de division con fracciones y las posibles
respuestas de los estudiantes. Es decir, aprendieran a identificar las estrategias
que los estudiantes usaban en estos problemas, interpretar la etapa de progresion
en el uso de estas estrategias y decidir qué hacer para apoyar la progresion del
aprendizaje de los estudiantes. En sintesis, se buscaba que los EPM profundizaran
en la progresion de aprendizaje de este tipo de problemas como un aprendizaje
con significado del algoritmo de la division de fracciones, a través de estrategias
cada vez mas complejas.

En particular, en las sesiones 2 a 4, los EPM analizaron respuestas reales de
nifios de primaria a problemas de reparto (sesion 2) y de division-medida (sesiones
3y 4). En la sesion 5 los EPM resolvieron problemas con distintas estrategias.
En las sesiones 6 y 7 interpretaron las respuestas reales de estudiantes de educacion
primaria a problemas de division-medida. En la sesion 8 se realizo una tarea de
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evaluacion. En la sesion 9 se realiz6 una sintesis de la informacion. En las pruebas
finales del semestre se incluy6 una pregunta en la que se les pidi6é que anticiparan
respuestas de nifios para un problema de division con algunas condiciones. En la
prueba final, al ser evaluativa, los EPM no disponian del material proporcionado
en el experimento de ensefianza.

El conjunto de tareas planteadas en el experimento favorecio que los EPM
conectaran con su vocacion docente, incentivando en ellos un deseo por aprender
y les permitid conectar diferentes dominios de conocimiento (por ejemplo, entre el
conocimiento de matematicas y el conocimiento sobre el pensamiento matematico
de los estudiantes) con la posibilidad de hacerlo potencialmente mas duradero en
la memoria (Entwistle, 2000). La autorregulacion del aprendizaje puede, a su
vez, estimular la adquisicion y desarrollo de competencias docentes por parte
de los EPM permaneciendo a medio y largo plazo tras el periodo de instruccion.
La autorregulacion del aprendizaje es entendida como las acciones y los
procesos dirigidos a la adquisicion de conocimientos o habilidades que implican
voluntad, proposito y sentido de utilidad (Zimmerman, 1989). Para favorecer
la autorregulacion en el aprendizaje por parte de los EPM se incentivo la
intencionalidad de comprender las ideas por ellos mismos, relacionar éstas con
conocimientos y experiencias previos, usando evidencias, buscando patrones
y principios subyacentes, como una manera de llegar a ser conscientes de su
progreso en el aprendizaje implicandose activamente en el contenido del programa
(Entwistle, 2000).

3.2.1. La progresion en las estrategias de resolucion de los problemas de
division-medida con fracciones

La informacion proporcionada sobre la progresion en las estrategias usadas por
los estudiantes para resolver los problemas de divisién-medida con fracciones
(Empson y Levi, 2011) consta de tres etapas. En las dos primeras (I y II) se utilizan
estrategias aditivas y en la tercera (III) estrategias multiplicativas (Figura 2).

Etapa I
Etapa II Etapa III
(IA) (IB)
Mo.delado I Ad1c1.on "» Agrupamiento Estructuras
Directo Repetida

y Combinacion Multiplicativas

Figura 2. Progresion de estrategias de los estudiantes para resolver problemas
de division medida con fracciones (Empson y Levi, 2011)
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A continuacioén, describimos las tres etapas y ejemplificamos las posibles
estrategias que se pueden utilizar en la resolucion del problema planteado a los EPM
un afio después de participar en el experimento de ensefianza (Tabla I).

TABLA I
Tarea de anticipacion un afio después del experimento de ensefianza
(curso 2019-2020)

Anticipa las resoluciones que podrian hacer 3 nifios que se encontraran
en 3 etapas diferentes de la progresion de estrategias segiin Empson y
Levi (2011) al siguiente problema:

Estamos preparando brochetas de fruta y hemos decidido colocar 3/8 de
naranja en cada brocheta. Si tenemos 12 naranjas, ;cuantas brochetas
de fruta podremos hacer?

Este problema es de division-medida, siendo el dividendo un nimero natural
(12), el divisor una fraccion (3/8) y la respuesta un nimero natural.

Etapa I —Modelizacion directa y adicion repetida. Los nifios representan
con objetos o graficamente todas las cantidades en el problema y cuentan
o suman (y en ocasiones restan) hasta llegar a la respuesta final.

Por ejemplo, en el problema de las brochetas (Tabla I), se dibujan 12
circulos representando las naranjas. A continuacion, cada circulo se
divide en octavos y se hacen grupos de 3. En este caso se pueden hacer
32 grupos que es la respuesta.

La estrategia de adicion repetida se diferencia de la modelizacion directa
en que las fracciones se representan de manera simbolica, con nlimeros
fraccionarios, en lugar de con dibujos.

Etapa II — Agrupamiento-combinacion [pensando aditivamente]. Los
nifios con esta estrategia agrupan y cuentan conjuntos de unidades
fraccionarias con la idea de obtener un nimero entero. Luego cuentan el
numero de grupos (sumando un grupo, dos grupos, etc.).

Por ejemplo, en el problema de las brochetas agrupan 8 unidades
fraccionarias (3/8), 3/8 + 3/8 + 3/8 + 3/8+ 3/8 + 3/8 + 3/8 + 3/8 para
obtener 3 naranjas que sirven para hacer 8 brochetas. Los nifios repiten
este proceso de agrupamiento cuatro veces mas (hasta 12 naranjas),
tendremos para hacer 32 brochetas.

Etapa III — Estrategias multiplicativas [con proporcionalidad: proceso
constructivo o directamente con multiplicacion]. Los nifios relacionan el
grupo fraccionario o un agrupamiento con el total, usando la multiplicacion.
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Por ejemplo, en el problema de las brochetas, usan directamente la
relacion “con 3 naranjas hacemos 8§ brochetas”, por tanto, con cuatro
veces mas, 3 x 4 = 12 naranjas, tenemos para hacer cuatro veces mas de
brochetas, 8 x 4 = 32 brochetas.

En esta progresion de las estrategias usadas por los nifios para resolver los
problemas de division-medida con fracciones subyace la construccion de la idea
de fraccion como unidad iterativa (Steffe y Olive, 2010). Para ello se iteran las
fracciones unitarias (//n) para construir fracciones como una unidad multiple (por
ejemplo, 3/8 como 3 veces 1/8). En el ejemplo de la Tabla I se usa la fraccion unitaria
1/8, que se va iterando sucesivamente; cada tres iteraciones se tiene un grupo
de 3/8; se terminan las iteraciones cuando se alcanzan 12 unidades.

En la estrategia de agrupamiento-combinacion se usa 3/8 como unidad
iterativa para construir otra cantidad. Mientras que en las estrategias multiplicativas
hay un salto cualitativo, pues se pasa de estrategias aditivas a multiplicativas, usando
la idea de proporcionalidad.

3.3. Instrumento de recogida de datos

En la asignatura Matematicas y su Didactica I1I durante el curso 2019-2020 (un
afio después del experimento de ensefianza) se plante6 a los EPM una tarea de
anticipacion de respuestas a un problema de division-medida (Tabla I). En la tarea
se pedia a los EPM que anticiparan estrategias de distintas etapas en relacion
con pensamientos de conteo (Etapa I), aditivos (Etapa I-1I) o de proporcionalidad
(Etapa III). Implicitamente se les pedia que no usaran el algoritmo de la division
u otras estrategias. Para realizar esta tarea los EPM no disponian de material.
Esta actividad no formaba parte de la asignatura que estaban desarrollando y tuvo
caracter voluntario.

Los EPM que participaron voluntariamente en esta prueba habian realizado
una prueba evaluativa el afio anterior como cierre del experimento de ensefianza,
en la que se les pedia anticipar, en distintas etapas de progresion, respuestas
de estudiantes de primaria a la tarea “Hemos comprado 15 piezas de telas para
hacer cojines y para cada uno usaremos 3/8 de una pieza. ;Cudntos cojines se
pueden hacer con 15 piezas de tela?”. Los resultados de esta prueba indican que el
80,3% (49 de 61) de los EPM anticip6 y describio estrategias con caracteristicas
propias de agrupamiento y combinacion (aditiva); un 86,9% (53 de 61) anticipo y
describio estrategias multiplicativas (Montero y Callejo, 2019).

3.4. Analisis de los datos

En primer lugar, el analisis se centrd en el tipo de estrategias utilizadas por los EPM
y si sus respuestas se correspondian con diferentes etapas progresivas de conteo,
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adicion y proporcionalidad. En segundo lugar, nos centramos en determinar
en qué medida los EPM, al anticipar las estrategias que los nifios podian usar,
manifestaban su comprension de la idea de progresion en el aprendizaje, mas alla
del uso de estrategias inconexas entre si. Es decir, si los EPM evidenciaban o no en
sus anticipaciones la transicion necesaria para diferenciar la etapa de progresion
en que se encontraban los estudiantes. Por ejemplo, un estudiante transita de
la etapa I a la etapa Il cuando es capaz de percibir una relacion entre las variables
y la utiliza aditivamente; de la etapa II a la etapa 111, cuando esta relacion es utilizada
proporcionalmente. Ejemplos de estas diferencias en el uso de la idea de progresion
en las estrategias de resolucion de los problemas de division-medida con fracciones
se describen en la proxima seccion.

Este analisis permitio caracterizar los EPM en tres grupos considerando
como comprendian y usaban la idea de progresion en el aprendizaje al anticipar
respuestas de estudiantes a problemas de division-medida con fracciones.

4. RESULTADOS

En esta seccion describimos las caracteristicas del uso que han hecho los EPM de
la idea de progresion en el aprendizaje al anticipar respuestas de nifios al resolver
problemas de division-medida con fracciones.

4.1. EPM que no usan la idea de progresion en el aprendizaje

Un afio después del experimento de ensefianza, 23 EPM no mostraron evidencias
de usar el caracter progresivo de las estrategias al anticipar, bien con errores,
bien de forma aislada, alguna estrategia de conteo, de agrupamiento-combinacion o
multiplicativa, junto a otras estrategias como el algoritmo de la division de fracciones.
Estos EPM no usaron la informacion sobre las caracteristicas de cada una de las
etapas de progresion proporcionada en el experimento de ensefnanza.

Por ejemplo, cuando se le pide a la EPM-10 anticipar tres posibles
respuestas, plantea una primera estrategia de modelizacion directa que evidencia
una interpretaciéon erronea de la fraccion 3/8: dibuja un circulo dividido en
8 partes iguales y toma (colorea) tres, a continuacion, agrupa cada unidad
fraccionaria coloreada (1/8) de ocho en ocho y responde que se pueden formar
cuatro brochetas (indicando que sobran algunas porciones sin poder formar una
quinta brocheta). Como segunda estrategia dibuja cuatro brochetas con “8 trozos
[en] cada brocheta”, de forma que representa tres naranjas como parte de los ocho
trozos que forman el total de la brocheta, para un total de cuatro brochetas. Como
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tercera estrategia uso el algoritmo de la division de fracciones, planteando la

... 123
division 1'%

En las respuestas de la EPM-10 no hay evidencias de cémo la idea de progresion
estaba articulando las diferentes estrategias. Es decir, la EPM-10 proporciona
ejemplos de tres estrategias sin indicar en qué medida se pueden articular en
una progresion, ni cual es la idea clave cuya comprension determina la progresion

en el aprendizaje (Figura 3).
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Figura 3. Respuesta de la EPM-10

En cierta medida, los EPM en este grupo respondian anticipando con “formas
diferentes de resolver el problema”, pero sin indicar la diferencia entre una
estrategia y otra en funciéon de una mayor complejidad en la comprension del
concepto matematico (la construccion y uso de la idea de unidad iterativa y la
relacion entre cantidades de magnitudes).

Este tipo de respuestas pone de manifiesto que los EPM en este grupo no
evidenciaron comprender los aspectos matematicos que definen un aumento
progresivo en la complejidad de cada etapa. La tarea pedia explicitamente describir
tres estrategias que mostraran cierta progresion en el aprendizaje de los nifios (no
solo diferentes maneras de resolver el problema). El hecho de que estos EPM
proporcionen estrategias diferentes sin un esquema de progresion muestra la
dificultad que tienen para integrar lo trabajado en el programa de formaciéon
en relacion a la idea de progresion en el aprendizaje.
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4.2. EPM que usan parcialmente la idea de progresion en el aprendizaje

A esta categoria pertenecen nueve EPM que usaron parcialmente la idea de
progresion en el aprendizaje. Los EPM en este grupo anticipaban estrategias de
conteo y a partir de ellas anticipaban una estrategia de agrupamiento-combinacién
0 una estrategia multiplicativa.

Por ejemplo, el EPM-35 anticipa para dos nifios estrategias de conteo
(modelizacion directa y adicion repetida) y para un tercer niflo anticipa una estrategia
que se inicia como adicion repetida y da un salto cognitivo al agrupar y contar
conjuntos de 3/8 hasta llegar al dato “con 3 naranjas hago 8 brochetas”, momento
en el que suma grupos de naranjas y de brochetas, es decir, abandona la estrategia
de adicion repetida y desarrolla la de agrupamiento-combinacion (Figura 4).
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Figura 4. Respuesta del EPM-35
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Los EPM en este grupo presentan la idea de progresion en el aprendizaje
considerando solo la relacion entre dos etapas de progresion, pero no globalmente
entre las tres etapas. Por ejemplo, en la respuesta del EPM-35 (Figura 4) las estrategias
presentadas estan vinculadas a un pensamiento aditivo, y no consideran el paso
a la tercera etapa que implica tener en cuenta las relaciones entre relaciones
(proporcionalidad).

Por otra parte, el EPM-55 también anticipa dos estrategias de conteo
(modelizacion directa y adicion repetida) en las que se apoya para anticipar
dos estrategias multiplicativas, relacionando el grupo fraccionario con el total
mediante el uso de la multiplicacion. Sin embargo, se obvian las estrategias de
agrupamiento-combinacion que son el nexo entre las estrategias de conteo y las
de proporcionalidad (Figura 5).
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Figura 5. Respuesta del EPM-55
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4.3. EPM que usan la idea de progresion en el aprendizaje

A esta categoria pertenecen nueve EPM que usaron la idea de progresion en el
aprendizaje para anticipar estrategias de conteo y, a partir de ellas, anticipar
sucesivamente estrategias de agrupamiento-combinacion y estrategias
multiplicativas.

Por ejemplo, la EPM-41 anticipa una estrategia de modelizacion directa y,
a partir de ella, después de dividir tres rectangulos en octavos y observar “que
de cada tres naranjas tiene un patron con el que puede hacer ocho brochetas”,
presenta otra estrategia abandonando la modelizacion directa y describiendo
una estrategia de agrupamiento-combinacidn, dibujando y sumando grupos
de naranjas y de brochetas. Por ultimo, partiendo de una estrategia de adicion
repetida, después de sumar y contar la fraccion 3/8 reiteradamente, y observar
que con 3 naranjas se hacen 8 brochetas, presenta una estrategia de adicion
repetida y anticipa estrategias multiplicativas por un proceso constructivo y por
multiplicacion (Figura 6).

Esta manera de proceder muestra como los EPM de este grupo articulaban la
idea de progresion apoyados en el uso constructivo de la idea de unidad iterativa 'y
de relacion entre relaciones que subyace en las diferentes etapas de la progresion.

5. CONCLUSIONES

El objetivo de esta investigacion fue caracterizar como los EPM, un afio después
de un experimento de ensefianza, reconocen diferentes etapas de progresion al
anticipar estrategias de estudiantes de educacion primaria al resolver problemas
de division-medida con fracciones. Los resultados muestran que mas de la
mitad de los EPM (23) no usaron la idea de progresion en el aprendizaje un
afno después de haber recibido formacion para anticipar respuestas. Estos EPM
habian realizado correctamente la prueba evaluativa de cierre del experimento de
ensefianza del afio anterior. El resto de los EPM (18) usaron la idea de progresion
en el aprendizaje para anticipar respuestas de manera mas o menos articulada.
La mitad de este grupo omiti6 parte de la progresion, dando un salto desde las
estrategias de conteo, o bien a estrategias de agrupamiento-combinacion, o bien
a estrategias de estructura multiplicativa. La otra mitad anticip6 respuestas
tanto de caracter aditivo como de relacion entre relaciones (proporcionalidad)
mostrando un uso adecuado de la idea de progresion en el aprendizaje.
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Figura 6. Respuesta de la EPM-41
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Asimismo, estos resultados indican que usar la idea de progresion en el
aprendizaje, para anticipar respuestas a problemas de division-medida con
fracciones, ha supuesto una mayor dificultad a los EPM (18 de 41) que solo anticipar
diferentes respuestas a un problema (23 de 41). Esta mayor dificultad podria deberse
a que usar la idea de progresion para anticipar respuestas a este tipo de problemas
implica: (a) comprender el significado de fraccion como unidad iterativa; (b)
contar unidades fraccionarias, agruparlas y sumarlas; y (c) llegar a establecer
una relacion entre relaciones (proporcionalidad). Comprender estos aspectos
que subyacen a la idea de progresion resulta clave para que los EPM articulen
esta idea en la tarea de anticipar respuestas. No obstante, aunque el aprendizaje
de la idea de progresion de estrategias de problemas de division-medida
haya presentado dificultades para los EPM, consideramos que es posible empezar
a desarrollarla en los programas de formacion inicial con disefos especificos
de tareas (Edgington, 2014; Edgington et al., 2016; Sanchez-Matamoros et
al., 2018).

Interpretamos que la dificultad presentada por los EPM para articular la idea
de progresion estd en consonancia con los trabajos que muestran que estos tienen
un conocimiento procedimental para resolver problemas con fracciones (Depaepe
et al., 2015) y para realizar los algoritmos de célculo; a su vez, dificultad para
entender su significado mas alla de los algoritmos (Ball, 1990; Li y Kulm, 2008;
Vula y Kingji-Kastrati, 2018). Asimismo, las dificultades que presentan los EPM
en cuanto al contenido matematico pueden ser producto de los significados de las
fracciones que predominan en la ensefianza primaria. Por ejemplo, el significado
de fraccion como relacion parte-todo podria promover el uso de estrategias
aditivas; mientras que el significado de fraccién como razon podria favorecer
el uso de estrategias multiplicativas (Empson, 2011). La dificultad de los
EPM con la anticipacion de estrategias multiplicativas también puede deberse
a que es mas facil visualizar y representar las diferencias entre dos cantidades
cuando se comparan aditivamente, en contraste a cuando se trata de la razon
entre estas cantidades. Ademas, si se piensa en la multiplicaciéon como suma
repetida serd dificil entender la fraccion como razén que expresa una relacion
entre dos magnitudes. Por ejemplo, entender que se puede interpretar el dato “3/8
de naranja en cada brocheta” como razon entre el nimero de naranjas y brochetas,
“con 3 naranjas se pueden hacer 8 brochetas” (Montero y Callejo, 2019).

Consideramos que existen razones por las cuales 18 EPM (44%) usaron el
conocimiento adquirido en un experimento de ensefianza, después de un afio
(Bandura, 1977; Gordon y Debus, 2002; Zimmerman, 1998). Una de estas razones
podria ser el efecto positivo en la comprension y uso de la idea de progresion de
estrategias de resolucion de problemas debido a que durante el experimento los
EPM tuvieron que resolver tareas vinculadas a situaciones reales de ensefianza-
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aprendizaje, ofreciéndoles la posibilidad de observar como responden los nifios y
las dificultades que estos presentan, vinculando la teoria a la practica de manera
efectiva (Higgs, 2012). A su vez, esto incentiva en los EPM el deseo de aprender
conocimientos Utiles para su desempefio profesional docente (Entwistle, 2000), el
sentido de utilidad profesional y el objetivo de llegar a ser maestros de Educacion
Primaria. Por tanto, los resultados de esta investigacion subrayan la importancia
de trabajar con progresiones de aprendizaje en los programas de formacion inicial
para que desarrollen su mirada profesional vinculada a registros de la practica.

Por ultimo, cabe senalar que los resultados de esta investigacion aportan
informacion de como las progresiones de aprendizaje, enmarcadas en un experimento
de ensefianza, pueden favorecer que los futuros docentes pasen de una postura de
“anticipar respuestas bien o mal” a una postura de “anticipar respuestas basadas
en el dinamismo del aprendizaje del estudiante”, en linea con otros autores como,
por ejemplo, Gotwals (2018).
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