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¢A qué tipo de problemas matematicos
estan expuestos los estudiantes de Calculo?
Un analisis de libros de texto

To what Kind of Mathematical Problems are Calculus Students

Exposed? A Textbook Analysis

Adriana Berenice Valencia Alvarez*
Jaime Ricardo Valenzuela Gonzalez?

Resumen. Ante la importancia de la resolucién de problemas matematicos
situados en contextos reales, y dada la influencia del libro de texto en la ense-
fanza-aprendizaje de las matematicas, se cuestiona a qué tipo de problemas
matematicos estan expuestos los estudiantes. En este articulo se presenta una
distincion entre los problemas matematicos convencionales y los de modelaje
matematico con respecto a nueve aspectos relacionados con el planteamiento
del problema y su solucién (Green y Emerson, 2010). Utilizando estos nueve
criterios, se analizaron y clasificaron un total de 188 ejemplos y 1,114 ejercicios
encontrados en la unidad de funciones en una muestra de libros de texto de
Célculo de editoriales mexicanas y estadounidenses. Como resultado del andlisis
se encontrd que entre 65% y 87% de los ejemplos y ejercicios en los libros
estudiados tienen caracteristicas de problemas completamente convencionales.
Solo en tres de los libros se encontraron problemas de modelaje y correspon-

dieron a 1% o 2% de los ejemplos y ejercicios de la unidad.
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Abstract. Given the importance of solving mathematical problems placed in
real contexts and given the influence of the textbook in the teaching and
learning of mathematics, it is important to study to what kind of mathematical
problems students are exposed. In this article, we present a distinction between
conventional mathematical problems and mathematical modeling problems in
terms of nine aspects related to the problem statement and its solution (Green
and Emerson, 2010). Using these nine criteria, we analyzed and classified a
total of 188 examples and 1,114 exercises found in the unit about functions in
a sample of Calculus textbooks from Mexican and American publishing com-
panies. As a result, the analysis showed that between 65% and 87% of the
examples and exercises in the books studied were classified as completely
conventional problems. Modeling problems were found in only three of the
books analyzed and these correspond to merely 1% or 2% of the examples and
exercises of the unit

Keywords: Analysis of textbooks, mathematical modeling problems, conventional
problems, solving problems, Calculus.

INTRODUCCION

Un dicho popular mexicano senala que “del dicho al hecho hay mucho trecho’;
parafraseando esto, se plantea aqui que del ejercicio convencional al problema
de modelaje matematico hay mucho trecho.

El presente articulo muestra que los problemas convencionales difieren de
los de modelaje matematico en nueve aspectos (Green y Emerson, 2010). Estos
aspectos son utilizados como criterios de evaluacién para analizar los problemas
encontrados en una muestra de libros de texto de Calculo a nivel medio superior
(alumnos de 16 a 18 anos) y superior o universitario (de 18 a 21 afos), para
posteriormente categorizarlos como problemas convencionales (en adelante PC)
0 como problemas de modelaje matematico (en adelante PM).

En general, los PC son estructurados en su planteamiento y cerrados en su
solucion y procedimientos. Involucran contextos matematicos familiares y son
similares a los que se encuentran en clase “para ejercitar la utilizacién de méto-
dos particulares” (International Association for the Evaluation of Educational
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Achievement, [EA, 2011: 42). En cambio, los PM no muestran en su planteamiento
toda la informacion necesaria para solucionarlos, y permiten acceder a multiples
soluciones a través de diversos caminos. Ademas, estan enmarcados en situa-
ciones de la vida real, por lo que el alumno requiere “aplicar procedimientos
matematicos en contextos poco conocidos o complejos” (IEA, 2011: 43). En la
educacion matematica, un PM involucra la representacion de la realidad por
medio de un modelo matematico.

Por sus caracteristicas, ambos tipos de problemas difieren en las habilida-
des matematicas que se ponen en practica al enfrentarse a ellos. Las habilidades
necesarias para resolver los PC son, generalmente, limitadas o permanecen en
un nivel elemental. Aunque esta clase de problemas son apropiados para prac-
ticar los procedimientos vistos en clase, no son los mas adecuados para desa-
rrollar algunas de las competencias matematicas necesarias en la actualidad.
Los PM tienen mayor complejidad cognitiva y favorecen la relacion de dos o
mas conceptos, el paso de una representacion matematica a otra o la imple-
mentacion de varios procedimientos, por tanto, ‘representan un resultado valioso
de la educacién en matematicas” (IEA, 2011: 44). Este estudio plantea la impor-
tancia de investigar a qué tipo de problemas matematicos estan expuestos los
estudiantes de Calculo (PC o PM), analizando los contenidos que plantea una
muestra de libros de texto.

El objetivo de este estudio es responder:

1. ¢Qué proporcion de los ejemplos y ejercicios planteados en los libros de
texto de Calculo se clasifican como problemas de modelaje matematico
y cuantos como problemas convencionales?

2. ¢A cudles de los criterios o aspectos de los problemas de modelaje mate-
matico (Green y Emerson, 2010) dan mayor énfasis los autores de los
libros de texto de Calculo?

Los resultados obtenidos buscan brindar un panorama general acerca de la
ausencia o presencia de los PM en los libros de texto, asi como sobre el enfoque
que dan los autores a sus ejemplos y ejercicios. Aunque el estudio fue realizado
en libros de texto de Calculo, se espera que los criterios de analisis puedan ser
de utilidad para apoyar la evaluacion y seleccion de libros en otras disciplinas
donde la resoluciéon de problemas sea una de las principales herramientas de
aprendizaje.
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DIFERENCIACION ENTRE PROBLEMAS CONVENCIONALES
Y PROBLEMAS DE MODELAJE MATEMATICO

Cuando los jovenes finalizan su educacion media superior, es de esperarse que
no solamente cuenten con los conocimientos matematicos suficientes para acre-
ditar sus cursos, sino que también sean capaces de utilizarlos para resolver los
problemas que pudieran encontrar fuera del entorno escolar (Organizacién para
la Cooperacion y el Desarrollo Economicos, OCDE, 2013; Secretaria de Educacion
Publica, SEP, 2008). La mayoria de las veces este tipo de problemas diferira de
aquellos vistos en el salon de clases, pues estaran situados en un contexto real,
no seran planteados de manera directa y permitirdn una mayor variedad de
aproximaciones y soluciones (IEA, 2011; SEP, 2013). Estas y otras caracteristicas
son reunidas por los PM.

Los PM son problemas abiertos y complejos donde se pueden poner en juego
conocimientos previos y habilidades creativas para proponer hipotesis y esta-
blecer modelos que logren explicar matematicamente cémo se comporta un
fenémeno (Trigueros, 2006). Al mismo tiempo, promueven la union de las mate-
maticas escolares con la realidad de los alumnos (Quiroz y Rodriguez, 2015), o
con otras areas del conocimiento. Al utilizarse en la ensenfanza, la modelacion
matematica refuerza los conocimientos sobre conceptos matematicos (Muro,
Camarena y Flores, 2007), despierta el interés de los estudiantes por las mate-
maticas frente a su aplicabilidad y estimula la creatividad en la formulacion y
resolucion de problemas (Biembengut, 2006).

Como marco tedrico se utiliza la propuesta de Green y Emerson (2010),
quienes aportan criterios interesantes para diferenciar los PM de los PC. Los
nueve aspectos que proponen pueden dividirse en dos temas: por el plantea-
miento del problema y por la solucién del mismo.

POR EL PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este tema se encuentran los aspectos: (1) Naturaleza de la evidencia disponible
en el planteamiento, (2) Conexion del planteamiento con los procedimientos
matematicos, (3) Tipo de supuestos necesarios y (4) Complejidad del problema.
Con respecto a los primeros tres aspectos, los PC son estructurados en su
planteamiento porque presentan toda la informacion necesaria para su solucion,
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desde las variables implicadas en el problema hasta el procedimiento matema-
tico que debe elaborarse. Por lo anterior, el alumno no requiere introducir nuevas
variables ni elaborar una gran cantidad de supuestos y, en caso de realizarlos,
estos son de naturaleza matematica. En ocasiones el mismo planteamiento guia
al estudiante hacia el procedimiento apropiado; por ejemplo, palabras como “en
total” o “gand” pudieran ser pistas verbales de que debe efectuarse una suma
(Neshery Teubal, 1975). Los estudiantes pueden resolver correctamente proble-
mas rutinarios haciendo uso de estrategias sencillas de memorizacion; pueden
seleccionary utilizar correctamente los algoritmos y llegar a una solucion correc-
ta, aun careciendo de un conocimiento conceptual sélido sobre los conceptos
matematicos (Finney, 2003). Incluso, es comun que los alumnos sigan estrate-
gias de solucién superficiales, tomando Unicamente los numeros que aparecen
en el planteamiento y efectuando calculos que les son familiares (Blum y Borro-
meo, 2009).

Los PM son poco estructurados porque pueden no presentar toda la infor-
macion necesaria para su solucion ni dejar en claro el procedimiento matematico
que debe realizarse. Es asi como el solucionador requiere establecer supuestos
matematicos y supuestos sobre el contexto del problema, poniendo en juego
habilidades matematicas superiores como razonamiento, creatividad, pensamien-
to divergente, comunicacion y la capacidad para plantear problemas (Mevarech
y Kramarski, 2014).

En cuanto al cuarto aspecto, la complejidad del PC depende del nimero de
procedimientos matematicos involucrados para su solucion, y dichos procedimien-
tos ocurren Unicamente en el dominio matematico, mientras que el PM adquiere
su complejidad porque el proceso de solucion ocurre entre el dominio matematico
y el dominio real. La interaccion entre ambos dominios (Niss, Blum y Galbraith,
2007) y el proceso de modelaje matematico se observa en la Figura 1.

Para resolver PC, los estudiantes deben ser capaces de reconocer las técnicas
matematicas que los llevaran a un resultado, hacer calculos matematicos basicos
y establecer relaciones sencillas entre conceptos. Para resolver PM, el alumno
debera ser capaz de: especificar cuadl es el problema (construccion), identificar
la informacion relevante para resolverlo y establecer supuestos cuando no cuen-
te con informacion suficiente (simplificacion y estructuracion), representar el
problema matematicamente construyendo un modelo (matematizacién), mani-
pularlo en términos matematicos para llegar a una solucion (trabajo matemati-
o), dar sentido a los resultados de acuerdo con el contexto (interpretacion),
evaluarlos (validacién) y comunicarlos adecuadamente para poder tomar
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Figura 1. Esquema del proceso de modelaje matematico (Blum y Lei3, 2007: 225).

decisiones (exposicion). Estas actividades conforman el proceso de modelaje
matematico (Blumy Lei, 2007) y se muestran también en la Figura 1.

POR LA SOLUCION DEL PROBLEMA

En este tema se encuentran los aspectos: (5) Singularidad de la respuesta, (6)
Evaluacion, (7) Robustez, (8) Transferencia de las técnicas utilizadas y (9) Tipo
de revision.

El quinto aspecto indica que los PC pueden ser resueltos con un nimero
limitado de métodos que, si son aplicados correctamente, llevan a un unico
resultado correcto. En contraste, los PM pueden ser resueltos por multiples cami-
nos que conducen a una gran cantidad de resultados, y es posible que tengan
multiples soluciones o que no tengan solucion.

El sexto aspecto senala que, si bien las soluciones de los PC solo pueden
ser “correctas’ o ‘incorrectas’, las soluciones de los PM Unicamente pueden ser
‘mas apropiadas’ o ‘menos apropiadas’, dependiendo de las decisiones que
tomo el solucionador para determinar el objetivo del problema y los factores
que son relevantes para resolverlo, entre otras cuestiones. Entonces, la Evalua-
cion de la respuesta en un PC consiste principalmente en valorar si se efectuaron
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correctamente los procedimientos matematicos y si se llegd a una respuesta
determinada. En contraste, la Evaluacion de una solucion de un PM consiste
en determinar qué tan apropiada es para el contexto del problema.

Con respecto al séptimo aspecto, la Robustez de Ia estrategia utilizada para
resolver el problema, los PC pueden llegar a ser resueltos simplemente mediante
la recuperacion y aplicacion directa de formulas y algoritmos (Finney, 2003), con
estrategias de solucion sencillas como métodos de prueba y error (Panasuk y
Beyranevand, 2010), o copiando el procedimiento de ejercicios similares (Lithner,
2003a). Green y Emerson (2010) observan que estas técnicas llevarian a resul-
tados similares o al unico resultado posible. En cambio, la estrategia utilizada
para resolver un PM es sensible a cambios en los datos o en el contexto del
problema, llevando a que el solucionador adapte sus estrategias de solucion.

El octavo aspecto, la Transferencia de las técnicas utilizadas, indica que las
técnicas de resolucion para los PC son transferibles Unicamente a problemas
parecidos, en tanto que la resolucion de un PM favorece la transferencia de
conocimientos y destrezas a nuevas situaciones. Entre estas destrezas se encuen-
tran la identificacion del problema, de los supuestos y de la informacion util del
mismo (Green y Emerson, 2010).

Por ultimo, el Tipo de revision en un PC se reduce a verificar que se hayan
llevado a cabo los procedimientos de manera correcta, mientras que la revision
de un PM necesita que se evalle el contexto y se considere cudles datos fue-
ron tomados en cuenta y por qué, entre otras cuestiones.

En el Cuadro 1 se resumen los nueve aspectos presentados, contrastando
los PC con los PM.

INFLUENCIA DE LOS LIBROS DE TEXTO
EN LA ENSENANZA MATEMATICA

Adoptar como objeto de estudio a los problemas matematicos propuestos en
algunos libros de texto de Calculo es relevante debido al papel de esos libros
en el proceso de ensenanza-aprendizaje. Los libros de texto constituyen uno de
los principales recursos didacticos del profesor para apoyar su trabajo en el aula
(Cabero, Duarte y Barroso, 1989; Garcia y Caballero, 2005). En la ensefanza de
las matematicas, el libro de texto es utilizado para seleccionar y organizar los
contenidos (Cantoral, Cordero, Farfan e Imaz, 1990), planificar la secuencia vy
profundidad didactica del curriculo, establecer la definicion formal de ciertos

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2017 57



Adriana Berenice Valencia Alvarez « Jaime Ricardo Valenzuela Gonzalez

Cuadro 1. Contraste entre los PC y los PM (adaptado de Green y Emerson, 2010).

Problema matematico

Problema de modelaje

Tema Aspecto convencional (PC) matematico (PM)
Planteamiento | 1. Naturaleza | Toda la evidencia o datos La evidencia que se provee
del problema de la evidencia | necesarios para resolver el es insuficiente y

disponible problema son posiblemente contradictoria,
proporcionados en el llevando a la necesidad de
planteamiento, en la seccion | que el estudiante realice
correspondiente del libro de | supuestos, investigue a
texto o en los ejemplos fondo o introduzca nuevas
realizados por el profesor, variables al problema.
entre otras fuentes.

2. Conexion Los procedimientos En la formulacion del

con los matematicos necesarios problema no se indican de

procedimientos | para su solucién son dados, | manera directa los

matematicos directa o indirectamente, en | procedimientos matematicos
la formulacién del problema. | necesarios para llegar a una
solucion.

3. Tipo de Los supuestos necesarios Los supuestos estan

supuestos son principalmente basados tanto en el mundo

necesarios matematicos. matematico como en el
mundo real. No se puede
llegar a una solucion sin
establecer una conexion
entre ambos mundos.

4. Complejidad | La complejidad estd dada La complejidad surge de la

del problema por la cantidad de etapas en | interaccién entre el mundo
los procedimientos matematico y el real.
matematicos.

Solucion del 5. Singularidad | Sélo hay una solucion Hay multiples soluciones a

problema correcta posible. las que se puede acceder a
través de multiples caminos
y que pueden justificarse de
diversas maneras.

6. Evaluacion Se evalla si se efectuaron Se evalua si la solucion
correctamente las técnicas tiene sentido en el contexto
matematicas y si se llegd a | del problema, si esta
la solucion correcta. justificada y si los pasos

estan respaldados.

58
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Problema matematico

Problema de modelaje

Tema Aspecto convencional (PC) matematico (PM)
Solucion del 7. Robustez El problema es poco El problema es sensible a
problema sensible a las estrategias cambios en los datos o el

para resolverlo, por su
naturaleza “de molde o
plantilla”.

contexto, resultando en que
pueda resolverse por
estrategias completamente
distintas.

8. Transferencia
de las técnicas

Hay una transferencia baja
de las técnicas hacia otro

Hay una transferencia alta
en el método general de dar

utilizadas tipo de problemas. Es decir, | solucion a un problema,
lo aprendido para resolver el | pero no necesariamente en
problema sélo sirve para las técnicas de solucion
problemas muy similares. especificas.

9. Tipo de La revision consiste en La revision requiere de una

revision corregir los errores en el mayor comprension del

procedimiento.

contexto y de las técnicas
utilizadas.

El Cuadro 1 es relevante para el analisis, pues se utiliz6 como instrumento de ponderacién y categorizacion
de los ejemplos y ejercicios.

términos, asi como para ejemplificar y practicar el uso de procedimientos.
Los libros de texto también constituyen la principal fuente de los maestros de
Calculo para los ejercicios y problemas vistos en clase, las tareas escolares y los
problemas planteados en los examenes (Bergquvist, 2012). Asimismo, los estu-
diantes de Calculo dedican gran parte del tiempo de sus tareas a realizar los
ejercicios de los libros, se basan en sus ejemplos o en ejercicios similares para
imitar los procedimientos utilizados, y se apoyan en ellos al estudiar para los
examenes (Lithner, 2003a; 2003b). En pocas palabras, el libro de texto determi-
na en gran medida el tipo de problemas a los que estaran expuestos los alumnos
en el aula. En este sentido, es importante conocer en qué proporcion se han
incorporado los PM a los libros de texto, en contraste con aquellos problemas
considerados PC.

Los problemas y ejercicios constituyen una parte esencial de los libros de
texto de matematicas y, a través de los anos, su relevancia ha ido en aumento.
Los ejercicios comenzaron a convertirse en un elemento central del aprendizaje
para apoyar las explicaciones, representar las matematicas en estrecha relacion
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con situaciones proximas al alumno, fomentar el interés de los estudiantes
y consolidar el aprendizaje (Ruiz de Gauna, Davila, Etxeberria y Sarasua, 2013).
Por su potencial como herramientas para el aprendizaje, ‘“las actividades son
uno de los aspectos mas valorados por el profesorado a la hora de elegir un
libro de texto” (Lopez-Manjon y Postigo, 2016: 86).

Un estudio clasifico los problemas encontrados en libros de texto de mate-
maticas utilizados en China y en Estados Unidos para secundaria (educacién
media), y encontré que la mayoria eran PC (Yan y Lianghuo, 2006). En un primer
diagnostico sobre como se incorporan los PM en los libros de texto de mate-
maticas, para educacién primaria en México (Quiroz y Rodriguez, 2015) se
encontré que la modelacion matematica no esta presente en la mayoria de las
lecciones. En otro estudio se compararon los ejemplos a los que estan expuestos
los estudiantes de Calculo, comparando los ejemplos que proponen en clase
profesores con distintos anos de experiencia (Figueiredo, Contreras y Blanco,
2012). Se descubrié que mientras los profesores noveles usaron ejemplos situa-
dos en un contexto matematico, la profesora experimentada utilizé aplicacio-
nes de las funciones a situaciones matematicas de la vida real y de modelacion
en otras ciencias (Figueiredo, Contreras y Blanco, 2012). Dichos estudios dejan
abierta la pregunta sobre la presencia de PM en libros de texto, a nivel medio
superior y superior. Esta investigacion contribuye ademas a explorar un campo
en donde se requiere ensenar mayor conexion entre las matematicas y la rea-
lidad: el Calculo.

La mayoria de los estudios sobre libros de texto de matematicas se enfoca
en el producto, es decir, en el libro de texto mismo, e ignora la relacion entre el
libro y variables como el curriculo, el profesor y el contexto educativo, entre otras
(Fan, Zhu, Miao, 2013). Los libros de texto presentan una propuesta del saber a
ensenar y un tratamiento didactico, por lo que, mas alla de ser materiales de
consulta, representan una forma de ensefnar (Bravo y Cantoral, 2012). Analizar
los libros de texto de matematicas es un primer paso para encontrar relaciones
entre el curriculum oficial, el impartido, el oculto y lo que realmente es aprendido
por los estudiantes de bachillerato (Valenzuela y Dolores 2012). Los problemas
propuestos en el libro de texto representan el curriculo oficial (los propésitos de
las matematicas), puesto que son el tipo de problemas que se espera que los
estudiantes sean capaces de resolver al terminar la instruccion. Al analizar
los libros de texto, es posible detectar los modelos de ensenfanza y aprendizaje
implicitos en ellos (Serrado y Azcarate, 2003). Por ello, otra aportacion del estudio
es averiguar cudles de los nueve aspectos que caracterizan un PM (Green vy
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Emerson, 2010) son tomados mas en cuenta por los autores al momento de
disenar sus ejemplos y ejercicios.

METODO

Se utilizd una metodologia mixta, realizando un analisis de contenido (Bardin,
1986). Primero, fueron definidos los objetivos y las unidades de analisis: los
ejemplos y ejercicios de una muestra de libros de texto. Después se determinaron
las categorias de clasificacion, utilizando como guia los nueve aspectos propues-
tos por Green y Emerson (2010). Luego contabilizamos con cudntos de los nueve
aspectos que definen a un PM cumplia cada ejemplo y ejercicio. Si el ejemplo
0 ejercicio evaluado no cumplia con las caracteristicas de los PM, se le ponde-
raba con cero puntos; si cumplia con una caracteristica se le asignaba un punto
y asi sucesivamente. Por tanto, se contd con 10 categorias cuantitativas (del 0
al 9). Del analisis también emergieron tres categorias de problemas cualitativas:
problemas convencionales, aplicaciones, y de modelaje. Finalmente, calculamos
el porcentaje de ejemplos y ejercicios ubicados en cada categoria e hicimos una
comparacion entre libros.

Para responder a la segunda pregunta de investigacion, también se conta-
bilizo el nimero de ejemplos y ejercicios que cumplian con cada aspecto, con
la finalidad de identificar los aspectos a los que se les da mayor importancia en
los libros de texto estudiados.

MATERIAL ANALIZADO

Fueron seleccionados cinco libros de texto sobre Calculo, de una variable a nivel
medio superior y superior. Para simplificar la lectura, de ahora en adelante cada
libro sera identificado con la abreviatura “LT#" (Libro de Texto #). Los libros anali-
zados y sus abreviaturas son:

LT1: Larson, R, Hostetler, R. y B. Edwards (1994). Calculus of a Single Varia-
ble: Early Transcendental Functions. (5 ed.) Boston: Houghton Mifflin.

LT2: De la Borbolla, F. y L De la Borbolla (1998). Cdiculo diferencial e inte-
gral. (4* ed.) México: Esfinge.
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LT3:  Astey, L (1999). Cdlculo diferencial. Programa de complementacion de
estudios para el ingreso a la educacion superior. México: Limusa Norie-
ga Editores, Secretaria de Educacion Publica, Colegio Nacional de Edu-
cacion Profesional Técnica.

LT4: Stewart, J. (2002). Cdlculo de una variable. Trascendentes tempranas.
(49 ed) México: Cengage Learning/Thompson Internacional.

LT5: Thomas, G. (2010). Cdlculo, una variable. (122 ed.) México: Addison-
Wesley.

Si bien estos libros no necesariamente representan los que con mayor fre-
cuencia utilizan los profesores de matematicas, fueron seleccionados con la
intencion de obtener una gran variabilidad en la muestra. Los mds antiguos
fueron publicados en los anos noventa (LT1 y LT2) y el mas reciente en el 2010
(LT5). Hay dos libros (LT1 y LT3) destinados a estudiantes de nivel medio superior
y tres (LT2, LT4 y LT5) para alumnos de nivel superior. Dos (LT2 y LT3) pertenecen
a dos de las nueve editoriales especializadas en libros de texto con mayor difu-
sién en México (Oficina Comercial de la Embajada de Espana en México, 2006)
y uno de ellos (LT3) fue ademas coeditado por la Secretaria de Educacion Publica
(Astey, 1999), el principal editor y distribuidor de libros de texto en el pais (Becerril,
2014: Camara Nacional de la Industria Editorial Mexicana, CANIEM, 2009). Los
tres restantes son traducciones de ediciones estadounidenses ampliamente uti-
lizadas alrededor del mundo (Larson, Hostetler y Edwards, 1994) y en Latinoa-
mérica (Thomas, 2010).

Fueron analizados y clasificados un total de 188 ejemplosy 1,114 ejercicios
hallados en la unidad de funciones de los cinco libros (19 ejemplos y 279
ejercicios del LT1; 48 ejemplos y 12 ejercicios del LT2; 49 ejemplos y 110 ejer-
cicios del LT3; 53 ejemplos y 328 ejercicios del LT4 y 19 ejemplos y 385 ejercicios
del LT5). Se acoto el analisis a la unidad de funciones por ser un topico cuya
comprension influye en temas posteriores de Calculo (Garcia y Vazquez,
2003), comun en los cinco libros analizados, y dada la posibilidad del tema
para el uso de PM ya que, en un sentido simple, una funcién es un modelo de
una situacion.

El Cuadro 2 describe el numero de ejemplos y ejercicios encontrados en la
unidad de funciones de los cinco libros, asi como las paginas y secciones donde
se localizaron.
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Cuadro 2. Numero de ejemplos y ejercicios encontrados en la unidad de funciones, en los

cinco libros.
Libro de texto Seccién Ejemplos Ejercicios
LT1: Capitulo P.1. Gréficas y modelos n=7 (pp. 3-8) n=63 (pp. 9-10)

P. Preparacion
para el Cdlculo

P.2. Modelos lineales y tasas de
cambio

n=4 (pp. 12-16)

n=88 (pp. 17-19)

P.3. Funciones y sus graficas

n=>5 (pp. 21-27)

n= 66 (pp. 28-30)

P4. Ajustando modelos a los datos

n=3(pp.31-33)

n=19 (pp. 34-36)

Ejercicios de repaso del capitulo P

n=0

n= 43 (pp. 37-38)

Subtotal

19 ejemplos

279 ejercicios

LT2: Capitulo
1 Variables y

1. Variables y funciones

n=48 (pp. 11-22)

n=12 (pp. 23-26)

funciones Subtotal 48 ejemplos 12 ejercicios
LT3: Capitulo 1. | 1.1. Dos problemas n=2(pp.13-14) | n=0
Funciones

1.2. Funciones

n=18 (pp. 15-20)

n= 22 (pp. 20-21)

1.3. Gréficas de funciones

n=8 (pp. 23-26)

n= 24 (pp. 26-27)

1.4. Operaciones con funciones

n=1(pp. 28-29)

n=>5(p. 29)

1.5. Composicién de funciones

n=11 (pp. 30-34)

n=135 (pp. 34-36)

1.6. Funciones trigonométricas
inversas

n=9 (pp. 38-46)

n= 24 (pp. 46-47)

Subtotal

49 ejemplos

110 ejercicios

LT4: Capitulo
1. Funciones y
modelos

1.1. Cuatro maneras de representar
una funcién

n=11 (pp. 13-21)

n=64 (pp. 22-24)

1.2. Modelos matematicos

n=>5 (pp. 26-35)

n=20 (pp. 35-38)

1.3. Nuevas funciones a partir de
funciones ya conocidas

n=11 (pp. 40-46)

n=66 (pp. 46-49)

1.4. Calculadoras graficadoras y
computadoras

n=9 (pp. 50-54)

n=142 (pp. 55-56)

1.5. Funciones exponenciales

n=>5 (pp. 59-63)

n=26 (pp. 63-64)

1.6. Funciones inversas y
logaritmicas

n=12 (pp. 65-72)

n=58 (pp. 73-75)

Comprobacion de conceptos

n=0

n=12(p. 75)
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Libro de texto Seccion Ejemplos Ejercicios
LT4: Capitulo Preguntas de verdadero-falso n=0 n=10 (p. 75)
1. Funciones y - _ _ i
modelos Ejercicios de repaso n=0 n=30 (pp. 76-77)
Subtotal 53 ejemplos 328 ejercicios
LT5: Capitulo 1. | 1.1. Las funciones y sus graficas n=38 (pp. 2-7) n=72 (pp. 11-13)

Funciones

1.2. Combinacion de funciones

n=5 (pp. 14-18)

n= 88 (pp. 19-22)

1.3. Funciones trigonométricas

n=0

n=72 (pp. 28-30)

1.4. Graficacion

n=6 (pp. 31-34)

n=140 (p. 34)

Preguntas de repaso

n=0

n=17 (pp. 34-35)

Ejercicios de practica n=0 n=68 (pp. 35-36)
Ejercicios adicionales y avanzados | n=0 n=18 (pp. 37-38)
Proyectos de aplicacion tecnoldgica | n=0 n=10 (p. 38)
Subtotal 19 ejemplos 385 ejercicios

Total

188 ejemplos

1,114 ejercicios

DISCIPLINA DE INTERES

Se optd por el Calculo diferencial e integral de una variable debido a tres factores.
Primero, por su importancia en el desarrollo del pensamiento matematico en los
estudiantes, para la solucion de problemas en diversos ambitos y por el éxito
académico y profesional (Grattan-Guinness, 1991). Segundo, porque en la edu-
cacion media superior y superior se presentan los mayores indices de reproba-
cion y desercion escolar de todos los niveles educativos en México (Sistema
Nacional de Informacion Estadistica Educativa, SNIEE, 2011) y se ha encontrado
que los mayores indices de reprobacion y rezago, en muchas instituciones edu-
cativas, se presentan en los cursos de Calculo (Aparicio, Jarero y Avila, 2007;
Riego, 2013; Rubi, Moreno, Pou y Jordan, 2010).

Por ultimo, a causa de que los estudiantes tienen dificultades para conectar
el Calculo con la realidad. La ensefanza tradicional tiende a centrarse en la
practica procedimental y deja de lado la comprension de los contenidos y como
son utilizados (Morales y Cordero, 2014). Seguin la percepcion de los jovenes, los
contenidos curriculares matematicos son poco pertinentes (Alfaro, 2013), el
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Calculo es considerado por algunos como una serie de contenidos cuya utilidad
no rebasa el salon de clases (Moreno y Rios, 2006). Como consecuencia, los
alumnos no se sienten atraidos ni motivados a aprender, y no son capaces de
aplicar dichos conocimientos en la resolucién de problemas de la vida diaria
(Wilkins, 2000).

INSTRUMENTO: CRITERIOS DE ANALISIS

Utilizando la propuesta de Green y Emerson (2010), clasificamos los ejemplos y
ejercicios de acuerdo con el numero de caracteristicas de un PM con las que
cumplian. Para ello, se utilizo el Cuadro 1 a manera de lista de verificacion o de
cotejo. Los ejemplos y ejercicios fueron leidos cuidadosamente y evaluados en
cada aspecto. Por cada aspecto de un PM cumplido, se le asignaba un punto.
Asi, los ejemplos y ejercicios fueron ponderados dentro de un rango de cero (PC)
a nueve puntos (PM).

PROCEDIMIENTO

El instrumento utilizado para el analisis es cualitativo, por lo que siempre habra
un grado de subjetividad en la evaluacién. A manera de confiabilidad entre
jueces, se determind la Kappa de Cohen ponderada (k = 0.66) para las valora-
ciones dadas por dos evaluadores.

RESULTADOS
CATEGORIZACION CUALITATIVA

Del andlisis cualitativo emergieron tres categorias de problemas con caracteris-
ticas comunes: problemas convencionales (PC), problemas de aplicacion (PA)
(con caracteristicas intermedias), y problemas de modelaje (PM). A continuacion
se describen y ejemplifican estas tres categorias.

1. Problemas convencionales (0 a 1 punto)

Los ejemplos y ejercicios que cumplieron con ninguno o con uno de los aspectos
de los PM fueron evaluados con cero y un punto, respectivamente. Por el
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contrario, contaban con nueve u ocho de los aspectos que describen a un PC
(con excepcion del aspecto 5) y se encontraban situados en un contexto pura-
mente matematico.

Entre ellos encontramos problemas cuya solucion se lograba con la aplica-
cion directa de procedimientos sencillos y que, en su planteamiento, daban
indicaciones explicitas al alumno sobre cuales procedimientos matematicos
seguir, por ejemplo aquellos que pedian encontrar el dominio y/o rango de una
funcion, relacionar una lista de ecuaciones con sus graficas o convertir ciertas
funciones implicitas en explicitas.

Algunos de los PC fueron ponderados con un punto pues, al permitir multi-
ples caminos de solucién, cumplian con el criterio de singularidad de la solucién
(aspecto 5). Tomemos como ejemplo el ejercicio propuesto en LT5, donde los
alumnos deben graficar una serie de ecuaciones y explicar “por qué no son
graficas de funciones de X' (Thomas, 2010: 12). Para resolverlo, el estudiante
podria utilizar el concepto general de funcion y hacer una explicacion tedri-
ca; podria cuestionarse si el valor de la variable dependiente esta relacionado
con el valor de la variable independiente y podria tabular los valores para com-
probar que cada elemento de x tenga una sola imagen en y, entre otras alter-
nativas. Sin embargo, este problema y otros similares son mayormente
convencionales al estar situados en un contexto completamente matematico y
no cumplir con los otros ocho aspectos de un PM.

2. Problemas de aplicacion (2 a 6 puntos)

Estos problemas tuvieron en comun que se encontraban situados en un contexto
real, por lo cual fueron categorizados como problemas situados o aplicaciones
(PA). Debido a ello requerian, como minimo, que el alumno estableciera cone-
xiones entre el mundo real y el matematico (aspecto 4) y que verificara que su
respuesta tuviera sentido en la realidad (aspecto 6), obteniendo dos puntos. Por
ejemplo, los problemas que solicitaban la expresion del area o del perimetro de
una figura en funcién de la longitud de un lado, una diagonal o un radio.

Los problemas con tres puntos requerian, ademas, que el estudiante realizara
supuestos tanto matematicos como del mundo real (aspecto 3), pero en su
planteamiento ofrecian toda la informacion necesaria para su solucion (no
cumpliendo los aspectos 1y 2). En el siguiente ejercicio se observa que todos
los datos necesarios para su solucion son proporcionados, e inclusive se lleva
a cabo uno de los procedimientos:
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Trescientos libros se venden en $40 cada uno, lo que da por resultado un ingreso
de . Por cada aumento de $5 en el precio, se venden 25 libros menos. Exprese el
ingreso R como una funcioén del nimero x de incrementos de $5. (Thomas, 2010: 13).

Blum y Borromeo (2009) encontraron que los alumnos suelen tener proble-
mas para hacer supuestos o asignar valores a variables si estos no han sido
definidos en el planteamiento del problema. Ejercicios como el anterior limitan
las oportunidades de los estudiantes para practicar estas habilidades.

Los problemas con cuatro, cinco o seis puntos no proveian toda la evidencia
necesaria para resolverlos (aspecto 1) ni prescribian los procedimientos (aspecto
2), llevando al estudiante a explorar multiples caminos de solucion (aspecto 5).
De igual forma, los alumnos debian evaluar si su solucion tenia sentido de
acuerdo al contexto (aspecto 6). Algunos PA, como el siguiente, cumplieron con
6 de 9 de los criterios, pero no se consideraron propiamente PM.

El' agua fluye a través de un jarron de 30 centimetros de altura a un ritmo constante.
El vaso estd lleno después de 5 sequndos. Utilice esta informacion y la forma del
jarron que se muestra en la figura para responder a las preguntas, si d es la pro-
fundidad del agua en centimetros y t es el tiempo en sequndos. (a) Explica por qué
d es una funcién de t (b) Determina el dominio y rango de la funcion. (c) Dibuja
una posible grdfica de la funcion. (Larson et al, 1994: 29).

Figura 2. Forma del jarron en el ejercicio de LT1 (Larson et al, 1994: 29).

El estudiante puede justificar de multiples maneras por qué la profundidad
del agua depende del tiempo (aspecto 5), calcular el dominio y rango de acuerdo
con el contexto del problema (aspecto 6) y determinar si la figura del jarron
afecta la manera en la que es llenado con agua (aspectos 1, 2, 3y 4).
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3. Problemas de modelaje (7 a 9 puntos)

Estos problemas se consideraron PM al estar situados en la realidad, donde
se solicitaba la construccion, seleccion, andlisis, interpretacion, evaluacion,
mejora y/o uso de modelos matematicos para predecir valores futuros. Por
ejemplo, un problema propuesto en el LT1 (Larson et al, 1994: 8) presenta
una tabla con datos reales sobre el aumento del dioxido de carbono en la
atmosfera entre 1960 y 1990 (en partes por millon), en el Observatorio Mau-
na Loa, en Hawaii. EI problema solicita, como respuesta, que los estudiantes
elijan cual modelo representa “‘mejor’ los datos: (@) Un modelo lineal o (b)
Un modelo cuadratico.

Para llegar a una solucion, el estudiante debe definir qué significa que un
modelo sea ‘mejor’ que otro (aspecto 1) y decidir cudles criterios va a utilizar
para compararlos (aspecto 2). La decision se basara en los supuestos que esta-
blezca el solucionador, en el mundo matematico y en el mundo real (aspecto
3). Matematicamente, el mejor modelo puede ser aquel cuyo valor del coeficiente
de determinacion () es mas cercano a 1, o aquel donde los valores reales y los
valores dados por el modelo sean similares. En el mundo real, el mejor modelo
dependera de si sera utilizado para realizar predicciones, representar los datos
0 expresar la relacion entre las emisiones de carbono y el tiempo (aspectos 4 vy
6). El alumno debera elegir entre “dos objetivos (frecuentemente en conflicto):
precision y simplicidad. Esto es, desear que el modelo sea lo suficientemente
simple para trabajar con él, pero lo suficientemente preciso para producir resul-
tados significativos’ (Larson et al, 1998: 8). De acuerdo con las decisiones toma-
das, optard por una estrategia de solucion (aspecto 7) y llegara a una de las
multiples posibles (aspecto 5). En el proceso, el estudiante aprenderd estrate-
gias de solucion transferibles a problemas similares (aspecto 8) y llegard a una
mayor comprension del contexto y de las limitaciones de los modelos (aspecto 9).

CATEGORIZACION CUANTITATIVA

Del analisis cuantitativo se obtuvieron 10 categorias de acuerdo con el numero
de caracteristicas que compartian con un PM (del 0 al 9). El Cuadro 3 muestra la
proporcion de ejemplos y ejercicios en cada categoria, por cada libro. LI Figura 3
representa la misma informacion, con la intencién de ilustrar la tendencia obser-
vada en los cinco libros.
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En total, la mayoria de los problemas encontrados en los cinco libros (entre
78% y 93%) corresponden a PC, situados en un contexto matematico (0 a 1
punto). Lo anterior implica que los estudiantes estan expuestos, en su mayoria,
a problemas descontextualizados que pueden ser resueltos con la aplicacion
directa, y en ocasiones rutinaria, de procedimientos. Estos problemas dificul-
tan que los alumnos comprendan y practiquen las aplicaciones del Calculo, o
bien, que puedan en un futuro identificar situaciones donde el Calculo puede
ser utilizado.

Comparando los totales, se observa que un porcentaje menor de problemas
(entre 7% y 20%) son aplicaciones (2 a 6 puntos). Al ser problemas situados
en un contexto real, como minimo cumplen con dos aspectos: llevan a que el
alumno establezca conexiones entre el mundo real y el matematico (aspecto
4) y a que verifigue su respuesta en relacién con la realidad (aspecto 6). Algu-
nos de estos problemas promueven también que practique sus habilidades
para establecer supuestos, introducir variables en el problema y proponer
diferentes estrategias de solucion, entre otras ventajas. Sin embargo, en estos
problemas la situacion suele estar expresada de manera directa por los autores
(por ejemplo, definiendo cudl variable debe estar en funcion de la otra o expre-
sando matematicamente en qué consiste la relacién entre ambas variables) y
esto no permite que el alumno genere o proponga por si mismo la funcién o
modelo ni que cuestione el modelo dado por los autores, o formule mejores
modelos. Si se considera que estos problemas son de una dificultad intermedia,
en algunos de los libros no hay suficientes “puentes” o escalafones entre los
PCy los PM.

A pesar de que el modelaje matematico es descrito como una herramienta
que une la realidad de los estudiantes con las matematicas (Quiroz y Rodriguez,
2015), en total, un porcentaje atin menor (de 0% a 2%) de ejemplos y ejercicios
fueron considerados PM (de 7 a 9 puntos). La mayoria de ellos funcionaba a
manera de ejemplos (cumpliendo con un papel ilustrativo o motivacional) y
también se encontraron, en menor medida, ejercicios. Asi, el modelaje presentado
en los libros de texto rara vez cumple con la intencién didactica de que el alum-
no practique sus habilidades de resolucion de problemas abiertos y de cons-
truccion o evaluacion de modelos.

En la Figura 3 puede observarse que, en los cinco libros, la mayoria de los
problemas fueron PC (cero o un punto).
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Figura 3. Porcentaje de ejemplos y ejercicios de los cinco libros, en cada categoria.

ENFASIS DADO A CADA ASPECTO

Para responder la sequnda pregunta de investigacion, sobre los aspectos de un
PM que enfatizan los autores al momento de planeary estructurar sus ejemplos
y ejercicios, se registro cuantos ejemplos y ejercicios cumplian con cada aspecto
de un PM. El Cuadro 4 describe la proporcion de problemas que cumplieron con
cada aspecto.

El Cuadro 4 revela que en dos de los libros (LT2 y LT3) ningin ejemplo vy
ejercicio se asemeja a un PM en los aspectos 1, 2, 7, 8 y 9, por lo cual limitan
la posibilidad de que los estudiantes aprendan a definir el problema, a identificar
posibles estrategias o caminos de solucion y a evaluar su solucion, mas alla de
verificar si realizaron los procedimientos de manera correcta, entre otras habili-
dades importantes.

Los aspectos que los autores enfatizaron pueden observarse con mayor
facilidad en la Figura 4. En ella es notorio que la mayoria de los ejemplos y
ejercicios cumplieron con los aspectos 3, 4, 5y 6, es decir que los autores buscan
que los problemas estén situados en un contexto real y puedan ser resueltos a
través de diversas aproximaciones. No obstante, descuidan los aspectos 1, 2, 7,
8y 9, prefiriendo “guiar” al alumno en el proceso de solucion y limitar el tipo de
revision de las soluciones de los estudiantes.
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Cuadro 4. Porcentaje de ejemplos y ejercicios que cumplieron con cada aspecto de un pro-
blema de modelaje matematico.

LT1 LT2 LT3 LT4 LTS5
n=298 | n=60 | n=159 | n=381 | n=404
Tema Aspecto % % % % %

Planteamiento del | 1. Naturaleza de la 6% 0% 0% 4% 1%
problema evidencia disponible

2. Conexién con los 7% 0% 0% 2% 0%

procedimientos matematicos

3. Tipo de supuestos 14% 22% 7% 13% 8%

necesarios

4. Complejidad del problema | 11% 0% 7% 10% 4%
Solucion del 5. Singularidad 23% 0% 6% 15% 20%
problema 6. Evaluacion 26% | 22% | 3% | 19% | 11%

7. Robustez 3% 0% 0% 3% 3%

8. Transferencia de las 2% 0% 0% 1% 2%

técnicas utilizadas

9. Tipo de revision 3% 0% 0% 1% 4%

Notas: Los porcentajes fueron redondeados a enteros. Se encontraron problemas que cumplian con varios
criterios, por tanto, la suma de los porcentajes no necesariamente serd 100%.

Naturaleza de la evidencia disponible

Conexién con los procedimientos
matematicos

Tipos de supuestos necesarios

Complejidad del problema

Singularidad
Evaluacion [

Robustez

Transferencia de las técnicas

e ELTIOLT2 @LT3 BLT4 ALTS
utilizadas

Tipo de revision i}

or (e
BEER

0% 20% 40% 60% 80% 100%

Figura 4. Porcentaje de ejemplos y ejercicios que cumplieron con cada aspecto.
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Los resultados de este estudio indican que escasean los problemas de apli-
caciony los de de modelaje en los libros de texto analizados. También se observa
que, si bien hay problemas que cumplen con algunos criterios de PM, como
estar situados en la realidad, hay otros aspectos importantes que no se estan
tomando en cuenta al planear los libros.

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES DIDACTICAS

La resolucion de problemas es un contenido central en la ensefanza-aprendi-
zaje de las matematicas. Sin duda, gran parte del tiempo de clase es destinado
a esta actividad, pues se espera que los estudiantes no solo posean conocimien-
to y habilidades matematicas, sino que también sean capaces de aplicarlos
efectivamente dentro y fuera del aula.

En este estudio se explora en qué medida los alumnos estan expuestos a
PC, en comparacién con los PM y aplicaciones. El no contar con suficientes
oportunidades para desarrollar y practicar habilidades superiores de resolucién
de problemas pudiera provocar que los estudiantes no formen suficientes repre-
sentaciones de los problemas complejos y no puedan recuperar los inicios de
solucion tentativos correspondientes (Selden, Selden, Hauk y Mason, 1999). A
pesar de ello, los libros analizados dedican la mayoria de sus ejemplos y ejerci-
cios a la practica de procedimientos directos y en menor medida a la aplicacion
de los conceptos y técnicas matematicas en una situacion real, o al modelaje
matematico.

Si bien no es posible “aplicar el calculo en situaciones de la vida real sin ser
capaces primero de comprender y hacer Célculo” (Larson et al, 1994: ix) y los
PC deben formar parte del curriculo para practicar, reforzar y posteriormente
dominar los conocimientos matematicos, este tipo de problemas no debe cons-
tituir todo el material. La educacion matematica debe ir mas alla e incluir ejer-
cicios de nivel intermedio y avanzado que logren reforzar el tema mediante
aplicaciones y soluciones para el mundo real, que sean de interés para los
estudiantes y favorezcan el desarrollo de habilidades de orden superior. Los PM
son practicos, motivan al alumno, facilitan la comprension de conceptos y le
demuestran la clase de situaciones que las matematicas ayudan a resolver. No
obstante, su presencia en los libros de texto analizados no resulta suficiente. Asi
se pone de manifiesto la necesidad de incorporar en el curriculo una mayor
cantidad de PA'y de PM en la educacion matematica (Cordero et al, 2009;
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Dundar, Gokkurty Soylu, 2012), ademas del requerimiento de que investigadores,
autores de libros y profesores reflexionemos sobre |a clase de problemas con los
que nuestros alumnos aprenden y practican nuestra disciplina.
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