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Geometria dinamica y razonamiento cientifico:
Duo para resolver problemas

Dynamic geometry and scientific reasoning:
Duo to solve problems

Camilo Sua Flérez?
Leonor Camargo Uribe?

Resumen: En este articulo presentamos la resolucion de un problema de
geometria por parte de una pareja de estudiantes de grado noveno de educa-
cion basica secundaria, que esta relacionado con el lugar geométrico de los
centros de las circunferencias que contienen dos puntos dados. Para su desa-
rrollo los estudiantes contaron con el apoyo de un programa de geometria
dinamica. Apoyados en indicadores de génesis instrumental y razonamiento
cientifico, analizamos el proceso llevado a cabo por estos estudiantes con miras
a destacar la sinergia que se produce entre el uso de herramientas y funciones
de un programa computacional (especificamente GeoGebra) y el razonamiento
cientifico que ponen en juego los estudiantes al enfrentar el problema. Con
base en el analisis realizado, mostramos cémo esta sinergia lleva a la confor-
macion de un ddo que impulsa procesos propios de la actividad matematica
esperada en la escuela.
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Abstract: In this article we present the resolution of a geometry problem by
students of ninth grade of secondary basic education, which is related to the
locus of the centers of the circumferences that contain two given points. For
the development of the solving process, the students were supported by a
dynamic geometry program. Supported by theoretical elements framed in instru-
mental genesis and scientific reasoning, we analyze the process carried out by
these students with the aim of highlighting the synergy between the use of
tools and functions of a computational program of this nature (specifically
GeoGebra), and the scientific reasoning that the students manifest when con-
fronting the problem. Based on the analysis carried out, we show how this
synergy leads to the conformation of a duo that drives processes of the math-
ematical activity expected in the school.

Keywords: Scientific reasoning, Problem solving, Dynamic geomelry, Instrumental
genesis, GeoGebra.

INTRODUCCION

En Colombia, desde la promulgacion de los Lineamientos Curriculares para el
area de Matematicas (1998), se insiste en que la resolucién de problemas sea
la actividad matematica central en la que se involucren los estudiantes de edu-
cacion basica y media. Solo asi podran poner en funcionamiento procesos como
el razonamiento, la representacion y la comunicacion de ideas, base para la
competencia matematica con la cual enfrentar situaciones cotidianas, profesio-
nales o cientificas a lo largo de la vida. Sin embargo, en observaciones de clases
de profesores en ejercicio y en descripciones hechas en trabajos de grado de
nivel de maestria (v.g. Martinez, 2016), vemos que esta orientacién aun no es
una practica usual en las clases de matematicas y subsiste desorientacion sobre
como organizar curriculos alrededor de problemas.

En 2015y 2016 profesores del grupo de investigacion Aprendizaje y Ense-
fanza de la Geometria (/4 * G), de la Universidad Pedagdgica Nacional (Colom-
bia) trabajamos en colaboracion con profesores del drea de matematicas del
Instituto Pedagdgico Nacional, escuela laboratorio de la Universidad, en la pre-
paracion y experimentacion de secuencias de ensenanza para los grados sexto
a noveno, disenando clases de geometria alrededor de problemas. El objetivo
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era promover en los estudiantes experiencias académicas de indagacion propias
de las ciencias, pero no exclusivas de ellas pues pueden estar presentes en
situaciones de la vida cotidiana y profesional.

En el marco del trabajo descrito, uno de nuestros focos de interés fue iden-
tificar el papel de un software de geometria dindmica (SGD) para apoyar el
razonamiento cientifico de estudiantes y promover por esa via la actividad mate-
matica. Entendemos esta como el conjunto de acciones, procesos, lenguajes,
problemas que se valen de herramientas, técnicas y lenguajes matematicos.

El interés investigativo surge de estudios que muestran que el uso de SGD
favorece procesos de argumentacion y demostracion (v.g. Samper y Toro, 2017).
Lo anterior nos motivo a pensar que este recurso podria apoyar el razonamiento
cientifico y a analizar la actividad matematica de parejas de estudiantes de grado
noveno usando indicadores de génesis instrumental y de razonamiento cienti-
fico. En este articulo pretendemos aportar a la comprension de la sinergia, o
accion conjunta, que se produce entre el razonamiento cientifico y el uso de un
SGD mediante un estudio de caso de una pareja de estudiantes. El estudio muestra
que estos dos elementos conforman un ddo util para la resolucion de problemas,
que deberia explotarse de manera mas decidida en las clases de geometria.

REFERENTES CONCEPTUALES

Presentamos los fundamentos tedricos que sirvieron de base para el analisis: la
geénesis instrumental y el razonamiento cientifico. Sobre cada elemento adelan-
tamos una revision de literatura no exhaustiva, con la intencion de configurar
dispositivos analiticos para el ejercicio.

ESQUEMAS DE UTILIZACION Y ACTIVIDAD INSTRUMENTADA

Coincidimos con Samper, Perry, Camargo, Molina y Echeverry (2010) al senalar
que la presencia de tecnologias informaticas en la ensefianza no garantiza su
influencia positiva en el aprendizaje. Se requieren disefnos cuidadosos de tareas,
basados en la comprension del proceso de apropiacion de las tecnologias, para
generar ambientes de indagacién que propicien la construccion de conocimiento.
Para ello se requieren estudios analiticos que adopten marcos de referencia que
favorezcan la interpretacién de la interaccién entre los individuos y las tecnologias
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informaticas. Autores como White (2008), Leung, Chan y Lépez-Real (2006) y
Trouche (2014) resaltan que la génesis instrumental es un constructo analitico
adecuado para examinar el aprendizaje mediado por ambientes tecnologicos.

La génesis instrumental, constructo elaborado por Rabardel (1995), caracte-
riza el proceso a través del cual los individuos interactiian con artefactos que
median su actividad al resolver tareas, los dotan de significado y los incorporan
en su labor bajo secuencias de acciones realizadas de manera regular. Los
artefactos permiten amplificar o modificar las habilidades humanas para trans-
formar el entorno; estan concebidos de forma tal que permiten ‘materializar’, a
través de representaciones, imagenes mentales. El uso de artefactos hace que
los usuarios les atribuya funciones, desarrollando formas de uso personales.
Cuando esto ocurre, se dice que cada individuo ha construido un instrumento
a partir del artefacto (Pérez, 2014). Por ello su valor es inseparable de quien lo
usa y especificamente de como lo usa (Leung et al, 2006).

Con base en lo anterior, decimos que un artefacto que interviene en la gene-
racion de conocimiento matematico se puede convertir en un instrumento que
media el aprendizaje (Samper, Camargo, Molina y Perry, 2013; Trouche, 2014). En
este proceso los estudiantes interactiian con artefactos materiales o simbolicos
desarrollados con fines determinados, educativos o no, para resolver tareas mate-
maticas y eventualmente les asignan funciones especificas, haciendo de ellos
instrumentos de aprendizaje. Segun Rabardel (1995) convertir un artefacto en
instrumento requiere de dos procesos interrelacionados, producto de una relacion
entre el individuo y el artefacto: instrumentalizacién e instrumentacion. En la figu-
ra 1 representamos la relacion entre los procesos mencionados.

4 Un artefacto ™ ' Un sujeto W
Sus limitaciones ‘ i ‘ Su conocimiento
\_ Sus posibilidadi J Instrumentacion p \_ Sumeétodo de trabajo Y,
<4
Instrumentalizacién

/..
Un instrumento "para hacer
algo”

Parte del artefacto + esquemas
N S

Figura 1: Instrumentalizacion-instrumentacion (tomada de Trouche, 2005)
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La instrumentalizacion es el proceso de identificar los componentes de un
artefacto y reconocer sus limitaciones y posibilidades para resolver un problema
o realizar una tarea. En términos de Verillon y Rabardel (1995, citado en Trouche,
2014) y Algahtani y Powell (2016), es un proceso en el que el individuo dirige
la atencion hacia el artefacto y enriquece o modifica las propiedades de este
para utilizarlo a favor de sus fines. Tres etapas pueden reconocerse: descubrir y
seleccionar funciones relevantes, personalizar/ajustar el artefacto a rasgos carac-
teristicos personales y transformar el artefacto (Trouche, 2014). A modo de ejem-
plo, consideremos una cuerda (artefacto) creada por el hombre con el fin de
amarrar objetos. El individuo puede aplicarle polvo de color y tensionarla sobre
una superficie plana, realizar una pulsacion sobre esta y ver como queda un
rastro sobre la superficie que podria representar una linea recta. En este caso el
usuario desarrolla modos de usar la cuerda con un proposito determinado
(representar una recta) y este proposito es distinto de aquel con el que fue
concebida originalmente (amarrar objetos); en consecuencia, tiene lugar una
modificacion del significado del artefacto para el usuario.

Por su parte, la instrumentacion corresponde al proceso de aparicion, desa-
rrollo y adaptacion de esquemas de utilizacion con los que el individuo incorpora
el artefacto en la resolucion de tareas o problemas. Este proceso senala la
influencia del artefacto en el individuo (Trouche, 2014). Entendemos por esque-
ma de utilizacion, en consonancia con Leung et al. (2006) y Samper et al. (2013),
un procedimiento esquemadtico de acciones que se realizan regularmente al usar un
artefacto para un determinado fin. Retomando el ejemplo, la cuerda (artefacto)
se pone en funcionamiento con un esquema de utilizacién (aplicar polvo de
color, tensionar y pulsar sobre una superficie plana) y se identifica una via para
trazar rectas cuando no se cuenta con una regla; probablemente asi se usara
en futuras oportunidades. En este proceso el individuo asocia el artefacto a un
esquema particular (Algahtani y Powell, 2016), deja atras su utilidad convencio-
nal y adopta un nuevo uso de acuerdo con sus necesidades.

Concebimos el instrumento como el conjunto de un artefacto y las formas en
que este es usado por un individuo al resolver una tarea (Pérez, 2014). El instru-
mento existe siempre y cuando haya una relacion significativa entre el artefacto
y el usuario, en el marco de una actividad especifica; de ahi que el instru-
mento sea una entidad dual. Aclaramos que la relacién de un usuario con un
artefacto es de caracter subjetivo; en consecuencia, dos individuos pueden enfo-
car de diferente manera el uso del mismo artefacto, desarrollar distintos esque-
mas y crear actividades e instrumentos diferentes (Algahtani y Powell, 2016).
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Para efectos del analisis que presentamos, los esquemas de utilizacion pue-
den ser vistos como senales de la actividad matematica de los estudiantes
cuando resuelven problemas con apoyo en alguin SGD (Samper et al, 2013); esto
debido a que los SGD estan configurados para reproducir lo mas cercanamente
posible, atributos y propiedades matematicas, que se constituyen en invariantes
al arrastre de los elementos construidos. Pero écual es el artefacto en ese caso?
Seguin Pérez (2014), el artefacto podria ser el ambiente computacional en si
mismo, o cada herramienta de este (v.g, rectas paralelas, punto medio). En
nuestro trabajo, asumimos artefacto como cada uno de los comandos o funcio-
nes provistos por GeoGebra.

Las acciones de los estudiantes guian lo que ocurre en pantalla y esto a su
vez los guia a realizar nuevas acciones, produciendo esquemas de utilizacion,
propios de los artefactos de GeoGebra empleados. Al ir convirtiéndolos en ins-
trumentos, los estudiantes pueden utilizar el SGD para resolver problemas. Estu-
diar la génesis instrumental requiere, en términos de White (2008), no centrarse
en los artefactos en si mismos, sino en el proceso de génesis para usuarios
particulares y usos especificos.

RAZONAMIENTO CIENTIFICO

Lawson (2004) y Alshamali y Daher (2015) conciben el razonamiento cientifico
como el proceso cognitivo y de procesamiento de informacion, que se manifiesta
en las actuaciones de los individuos, por medio del cual se formulan enunciados
condicionales, se construyen explicaciones argumentadas sobre estos, y se rea-
lizan inferencias que van mas alla de la experiencia directa. Segun Morris, Croker,
Masnick y Zimmermann (2012), el razonamiento cientifico efectivo tiene lugar
cuando de manera simultanea intervienen formas de pensar inductivas y deduc-
tivas. Para ello, los individuos deben comprender como evaluar lo que es cono-
cido o creido en la actualidad, desarrollar preguntas comprobables, testar
hipdtesis, procesar datos y trazar conclusiones apropiadas al coordinar evidencia
empirica y tedrica. Este razonamiento exige ademas tratar informacion sistema-
ticamente, trazar inferencias razonables a partir de patrones observados y
reflexionar sobre el proceso de adquisicion y cambio del propio conocimiento
que resulta de la actividad de investigar.

Hogan, Nastasi y Pressley (1999) concretan, para el ambito educativo, el
razonamiento cientifico considerandolo como la construccién conjunta de
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explicaciones, argumentos y modelos, a partir de observaciones propias y datos
obtenidos en contextos de clase. Esta concepcion estd orientada por la perspec-
tiva social adoptada por algunos educadores matematicos (Yackel y Hanna,
2003) que se enfocan en los aspectos comunales del razonamiento y la actividad
matematica. Desde esa perspectiva, describen el razonamiento matematico como
‘una actividad comunal en la que los aprendices participan al interactuar entre
ellos para resolver problemas matematicos” (Yackel y Hanna, 2003, p. 228).

Con base en las ideas expuestas entendemos el razonamiento cientifico
como un proceso cognitivo y social mediante el cual se aborda un fenémeno
del campo de las ciencias (o0 un hecho del campo de las matematicas) con miras
a entenderlo, explicarlo y hacerlo parte del bagaje tedrico propio. En este se
conjuga la exploracion sistematica de un problema, la formulacion y testeo de
hipdtesis, la manipulacion de variables aisladas y la observacion y evaluacion
de consecuencias (Bao et al, 2009), obteniendo como resultado enunciados
relativos al hecho abordado en el problema.

Las ideas presentadas anteriormente nos permiten destacar como relevantes:
la valoracion del razonamiento cientifico como recurso para enfrentar la resolu-
cion de problemas y el apoyo que puede brindar un artefacto, en la medida que
se haga instrumento. Particularmente, nos enfocamos en los esquemas de uti-
lizacion de los estudiantes al abordar el problema en GeoGebra y en los vestigios
del razonamiento cientifico que se puede evidenciar en su trabajo.

METODOLOGIA

Nuestro estudio es una investigacion de disefio (Bakker y van Eerde, 2015),
motivada por el interés de promover procesos de desarrollo curricular. Organi-
zamos la presentacion de la metodologia de acuerdo con las fases propias de
esta metodologia. Por motivos de espacio, incluimos solo informacion relaciona-
da con el analisis especifico presentado.

FASE DE PLANEACION
Partiendo del interés de profundizar en la posible sinergia entre la génesis instru-

mental y el desarrollo del razonamiento cientifico, disefamos secuencias de ense-
fanza para los grados 6° a 9° (12-16 anos), a partir de problemas de conjeturacion
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en donde los resultados obtenidos al resolver un problema determinan el cuerpo
base de conocimiento construido socialmente en la clase para enfrentar la
resolucién de sucesivos problemas. Las secuencias ofrecen a los estudiantes la
posibilidad de formular definiciones de objetos geométricos, establecer relaciones
de dependencia, proponer conjeturas y justificarlas.

Los estudiantes de grado noveno conocian herramientas basicas de GeoGe-
bra (v.g. construir puntos, rectas y segmentos, determinar distancias), lo cual,
desde nuestro punto de vista, propiciaba la variedad y riqueza de las explora-
ciones. El enunciado del problema cuya resolucion analizamos en este articulo
es el siguiente:

Problema de los dos puntos: dados dos puntos Ay B, existe una circunferencia que
los contiene? éExiste otra? (Existen mas? Si es el caso, (donde se encuentran los
centros de las circunferencias que contienen los puntos Ay B?

El objetivo del problema es que los estudiantes descubran que los centros de
las circunferencias que contienen a los puntos vy pertenecen a la mediatriz del
segmento . Anticipamos que ellos pueden llegar a dos posibles conjeturas al
usar GeoGebra en la resolucién del problema:

Conjetura 1 [C1]. Dados dos puntos Ay B.Si Ay B pertenecen a una circunferencia,
entonces, el centro de la circunferencia pertenece a la mediatriz del segmento AB
(o cuerda AB).

Conjetura 2 [C2]. Dados dos puntos Ay B. Si un punto C pertenece a la mediatriz
del segmento AB, entonces C es centro de una circunferencia que contiene los
puntos dados.

Contemplamos que C1 podia derivarse de una exploracion en la que los estu-
diantes construyeran distintas circunferencias no congruentes y las ajustaran,
manipulando su centro, por ejemplo, para que la condicién del enunciado del
problema se satisficiera. Un nimero considerable de circunferencias construidas
bajo esta condicion permitiria evidenciar que los centros pertenecen a la media-
triz del segmento AB (Figura 2).
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0.6Y

Construyen el segmento y una Mueven el centro de la Construyen una
circunferencia tal que pertenece  circunferencia para que circunferencia distinta que
a ella. también contenga al punto. contenga al punto.

Mueven el centro de la sequnda  El proceso mencionado se Construyen la recta que
circunferencia para que contenga repite unas cuantas veces contiene los centros de las
al punto. mas. circunferencias.

Figura 2: Proceso de exploracion para obtener C1

(2 podia darse cuando los estudiantes construyeran el segmento ABy su media-
triz con el fin de obtener el punto medio del segmento, construyendo asi la
circunferencia para la cual el segmento AB es diametro. Luego sobre esta recta
ubicarfan los centros de las otras circunferencias (Figura 3).
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x . R R
Construyen el Ubican el punto medio ~ Construyen la Construyen
segmento y su del segmento, dado por  circunferencia cuyo circunferencias cuyos
mediatriz la interseccion de estos  centro es el punto medio  centros son puntos de
objetos. del segmento. la mediatriz y contienen

los puntos Ay B.

Figura 3: Proceso de exploracién para obtener C2

FASE DE EXPERIMENTACION

La implementacion de la secuencia en grado 9° tuvo lugar en un curso de
30 estudiantes, con edades comprendidas entre 14 y 16 anos, una vez por
semana, durante seis semanas, en sesiones de 90 minutos. Previa la reali-
zacion de esta, los estudiantes no habian tenido una experiencia similar
pues en la clase de geometria no se favorecia la construccion de conoci-
miento via realizacion de experimentos.

En la mayoria de sesiones los estudiantes contaban con computadores que
tenian instalado el SGD GeoGebra, que podian emplear a su voluntad. El pro-
blema de los dos puntos se propuso en la segunda sesion, después de haber
resuelto otro problema que tenia la intencion de institucionalizar la definicion
de circunferencia

Video grabamos la interaccion de varias parejas de estudiantes con oca-
sionales intervenciones del profesor que se desplazaba de una pareja a otra
para hacer preguntas, atender inquietudes y favorecer la exploracion de
ideas. Para ello ubicamos una camara de video atras de los estudiantes, que
registraba su interaccion, y las construcciones realizadas en la pantalla del
computador. Adicionalmente usamos con una grabadora de audio que

3 Circunferencia: una circunferencia con centro en el punto C es el lugar geométrico de puntos que
equidistan de C.
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registraba el didlogo. Acopiamos las hojas de trabajo en donde los estudian-
tes consignaron exploraciones y hallazgos. Tres miembros del equipo de
investigacion (P2, P3) y un auxiliar (A1) actuaron como observadores parti-
cipantes, apoyando al profesor (P1) del curso en la gestion de la clase y
tomando notas de campo.

FASE DE ANALISIS RETROSPECTIVO

La informacién recogida durante la implementacion nos permitio transcribir el
proceso de resolucion desarrollado por las parejas video grabadas. Enriquecimos
la informacion con anotaciones de los observadores y las producciones escritas.
Luego, cada transcripcién fue fragmentada segun identificabamos el surgimiento
y desarrollo de una idea para resolver el problema.

El analisis de los fragmentos se hizo a partir de la caracterizacion de las
acciones e intervenciones de los estudiantes usando los indicadores previstos
en los siguientes dispositivos analiticos.

Para estudiar la génesis instrumental, particularmente la forma en que
algunos comandos de GeoGebra llegan a convertirse en instrumentos para
los estudiantes, construimos los indicadores que se encuentran en la primera
columna de las Tablas 1y 2. Estos surgen de las caracterizaciones dadas a
cada proceso de génesis instrumental por los autores referenciados, aunque
no descartamos que otras caracterizaciones pudieran dar lugar a otros indi-
cadores. Describimos y ejemplificamos cada indicador en la tercera columna.
Como lo sefalan Rabardel (1995) y Pérez (2014), si los individuos manifiestan
acciones ligadas a ambos procesos, podemos considerar que tiene lugar una
apropiacion de los artefactos y estos se comienzan a convertir (o se convierten)
en instrumentos.
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Tabla 1:

Indicadores de instrumentalizacion y ejemplos

Descubrimiento de

Se descubre, para un comando (o conjunto de estos), nuevas posibili-
dades y funciones que permiten resolver la tarea y que anteriormente

artefacto

i
3 | posibilidades de un no se conocfan. Por ejemplo, al reconocer que el comando simetria
comando central sirve para construir, a partir de los puntos Ay B, un punto C de
tal forma que B es punto medio de Ay C.
Se identifica que un comando que se quiere usar con un proposito
. - definido o con una idea tentativa no ofrece un resultado afortunado vy,
Identificacion de . - . -
o en consecuencia, se descarta la posibilidad de asignar esta funcion al
A | limitaciones de un ) ) ;
3 comando. Por ejemplo, ante la necesidad de construir una recta que pase
= | comando o .
herramienta por dos puntos dados, un estudiante construye la recta por uno de ellos y
luego arrastra al segundo punto, dejandolo sobre la recta, esperando que
esto garantice la solucion de la tarea.
Se identifica la diversidad de usos de un comando asociados a
o | Personalizacion y intereses especificos. EI comando es utilizado segun distintos es-
3 | ajuste del artefacto a quemas de acuerdo a los requerimientos de la tarea. Por ejemplo,
los intereses personales | la funcion de arrastre, las marcas de angulo y las marcas de seg-
mento pueden ser usadas con diferentes propdsitos.
Se reconoce un artefacto como medio para la obtencion de un fin
particular en un contexto especifico y se usa con un fin igual o distin-
< | Transformacion del to a aquel con el que fue concebido. La experiencia del individuo al
1%}

usar el comando bajo un nuevo esquema le ofrece un nuevo signifi-
cado del mismo. Por ejemplo, el comando rotacion se puede usar para
construir angulos a partir de su medida.

Tabla 2: Indicadores de instrumentacion y ejemplos

Apariciéon de un

Se reconoce un determinado conjunto de pasos, sobre un comando (o
conjunto de estos) como efectivo para la obtencion de un resultado

i | esquema asociado a ' ) :
3 g ) particular y este es aceptado por el estudiante. Por ejemplo, la construc-
— | un conjunto de - ) i ) )
cion de un triangulo equildtero a partir de un segmento AB'y dos cir-
comandos ) .
cunferencias congruentes de radio AB con centros en Ay B.
Una vez se acepta el resultado de un conjunto de pasos, el estudiante
Desarrollo de un identifica un procedimiento para su uso, con miras a obtener el mismo
! | esquema para la resultado al incorporar el esquema. Por ejemplo, el estudiante puede
= | obtencion de un reconocer el procedimiento para la obtencion de un triangulo equilate-
resultado particular ro. Cuando quiera este resultado, procedera de la misma forma, descar-
tando otros procedimientos que lleven al mismo resultado.
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Sucede al modificar un procedimiento, bien sea para incluir algunas

y acciones a las ya presupuestadas y dar mayor alcance a este o para
Adaptacion de un ya presp y Y p

0y reducir y refinar el procedimiento inicialmente considerado. Por ejem-
3 | esquema al resolver ) ) o )
- plo, el estudiante puede ampliar el procedimiento involucrado hasta
un problema ;
ahora para construir un rombo, de tal forma que sus lados sean con-
gruentes al segmento AB, 0 a la mediatriz de este segmento.
Sucede cuando, de manera rutinaria, en distintos problemas, el estu-
< Uso del comando, en diante involucra un esquema desarrollado en algun momento. En este
% | distintas tareas, bajo el | punto se puede decir que el artefacto ha sido apropiado bajo un esque-

mismo esquema ma particular y se ha atribuido un papel al mismo en la obtencion de
un resultado especifico.

Para rastrear el razonamiento cientifico exhibido por los estudiantes, nos valemos
de los indicadores propuestos en la Tabla 3. Los agrupamos de acuerdo a las fases
del razonamiento cientifico sugeridas por Bao et al. (2009).

Tabla 3: Indicadores de razonamiento cientifico en la resolucién de problemas

Procura comprender el enunciado de un problema antes de proceder a re-
solverlo.

Identifica el objetivo general de un problema antes de proceder a resolverlo.
Identifica las condiciones que el enunciado del problema provee.

Traza un plan de accion para abordar el problema.

Ejecuta acciones en correspondencia con el plan delineado.

Explorar de manera
sistematica un
problema [ESP]

Anticipa resultados a las acciones a realizar.

Elabora preguntas sobre posibles resultados.

Formular y testar Ejecuta acciones con miras a validar o descartar hipotesis formuladas.
hipotesis [FTH] Utiliza ejemplos concretos con miras a establecer reqularidades o resultados.
Ejecuta acciones para determinar la generalidad o particularidad de un resultado.
Revisa el proceso realizado para contar con certeza de los resultados obtenidos.

Opera datos que provienen de distintas fuentes.

Combina distintos datos en busqueda de relaciones y diferencias.

Opera de distintas formas los datos disponibles para solucionar el problema.
Utiliza representaciones graficas que apoyan la comprension del problema.
Establece un orden para operar los datos.

Manipular variables
aisladas [MVA]

Contrasta resultados obtenidos con hipotesis formuladas.

Analiza resultados y provee explicaciones a estos.

Observar y evaluar Revisa el resultado de las acciones ejecutadas para evaluar su pertinencia.
consecuencias [OEC] Provee una justificacion a alguna propiedad obtenida antes de usarla de nuevo.
Revisa la consistencia de los resultados obtenidos y las condiciones del problema.
Formula conjeturas/propiedades, sobre la observacion de los resultados obtenidos.
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Por dificultades de espacio no presentamos el analisis realizado al trabajo de
cada pareja. Nos enfocamos en los fragmentos de interaccion entre los miembros
de uno de los casos, escogido porque exhibe de mejor manera la sinergia que
queremos presentar. Presentamos ahora los fragmentos de interaccion entre los
miembros, EA y EB, al resolver el problema de los dos puntos. Utilizamos la
denotacién dada, en la primera columna de las tablas 1y 2 o la expresada en
paréntesis cuadrado en la tabla 3, para mencionar los indicadores. Cuando se
presenten pausas prolongadas en la interaccion se utilizara (..).

ANALISIS
CONSTRUCCION DE CIRCUNFERENCIAS

Al inicio los estudiantes hablan muy poco. EA utiliza GeoGebra y construye una
circunferencia en la que los puntos Ay B determinan uno de sus diametros. El
proceso desarrollado involucra determinar el segmento ABy su mediatriz, obte-
niendo asi su punto medio, luego utilizar el comando Compds para construir la
circunferencia (Figura 4).

A\ A
A

B B

0] (in (ii))
Figura 4. Protocolo de construccion circunferencia inicial

EA construye la primera circunferencia haciendo uso de un procedimiento que
parece conocer con anterioridad [lasl], pues no se entrevé descubrimiento de
este ni discusion sobre su efectividad. Luego propone ver si existen otras circun-
ferencias, tratando de construirlas. Oculta el segmento y la mediatriz. Después,
construye un punto en la circunferencia distinto a Ay B (llamémoslo Cy usa la
herramienta Circunferencia por tres puntos [C3P] tomando los puntos Ay C Al
tomar como tercer punto a By ver que coincide con la circunferencia que ya
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tiene, aborta su estrategia. Luego, usa de nuevo el comando C3P, toma los puntos
Ay By determina el tercer punto [D] de manera que este no pertenezca a la
primera circunferencia (Figura 5). Reitera el proceso, tomando otros puntos exte-
riores [Fy Gl y construyendo tres circunferencias (Figura 6).

c
A B
D

Figura 5 Figura 6

1 EA Bueno, en este demostramos que existen, (..) pueden existir infinitas circunferencias...

[Utiliza nuevamente la herramienta Circunferencia por tres puntos, mueve el mouse mientras la
pantalla presenta distintas circunferencias (Figura 7) y al final determina una cuarta
circunferencia que hemos dejado en linea continual.

/\ )
P i
A : AN 3
B .
o : i 5
B
sD
e

Figura 7

Para EA tiene lugar la adopcion de un procedimiento de construccion de circun-
ferencias bajo las condiciones establecidas [las2]. Este involucra el comando
C3Py la observacion de la variacién de la circunferencia, dado el arrastre del
tercer punto; lo anterior le permite garantizar que las circunferencias pueden ser
infinitas [OEC]. El interés de EA por encontrar “infinitas circunferencias’ se evi-
dencia en la ejecucion de acciones para determinar la generalidad del resultado
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[FTHI. En este punto no observamos que los estudiantes reconozcan alguna
funcion nueva para los comandos involucrados; en consecuencia, no hay indicio
de instrumentalizacion.

DETERMINACION DE LOS CENTROS DE LAS CIRCUNFERENCIAS

Una vez han construido en GeoGebra lo solicitado, P1 les pide determinar la
ubicacién de los centros de las circunferencias construidas. Los estudiantes
tienen en pantalla la construccién realizada (Figura 7) mientras conversan.

2 EA  Puesigual que lo hicimos ahorita, con la mediatriz.

3 EB Digamos, para mostrar esto podemos escoger cualquier circunferencia.. por ejemplo,
esta [con el mouse recorren la circunferencia que contiene a los puntos A By D.

4 EA  Bueno, borremos las otras y dejemos solo una [con la opcion ocultar objeto, oculta
todas las circunferencias distintas a la seleccionada [Figura 8].

Figura 8

[Pasan unos minutos mientras piensan como abordar el problema. Al parecer no saben cémo
determinar el centro via la mediatriz, idea sugerida por EA al inicio de la conversacion].

5 EA  Osea (.) el medio lo determinamos con (..). Con los segmentos (..) al inicio para
formar la [primera] circunferencia [construidal.

[EB pide a EA “devolver los pasos’, para hacer visibles todas las construcciones que
previamente habian ocultado hasta llegar al primer paso de la construccion realizado, esto es,
el segmento ABI.

Los estudiantes plantean la posibilidad de usar parte del procedimiento que los llevo
a construir la primera circunferencia [2] para hallar los centros [ESP]. Sin embargo,
aunque dejan visible solamente una circunferencia [4] [MVA] para efectuar el pro-
cedimiento sobre esta [ESP], no ejecutan el plan fluidamente, hacen varias pausas.
Esto puede ser porque las condiciones son distintas a las que se tenian al momento
de construir la primera circunferencia, bien sea por el objeto a construir o por la
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ubicacion de los puntos A By C Surge un limitante al procedimiento [Isa2] que les
dificulta su uso. Por eso deciden retomar el proceso desde el inicio.

RETOMA DE PROPUESTAS ANTIGUAS

Teniendo Unicamente los puntos A y B en pantalla EA comenta a su
companero:

Trazamos el segmento (..) AB. La mediatriz (..) y ubicamos la interseccion [la mediatriz
y el segmento se ocultan]. Teniendo el punto medio del segmento AB [que llamaron
(], podemos utilizar la herramienta Compds para poder ubicar la circunferencia que
contenga los dos puntos [realiza la accion seleccionando primero el punto A, el punto
By finalmente el punto medio de nuevo] (Figura 9). Como ya tenemos la circunferencia,
y para demostrar* que el punto (..) C [nombra asi el punto resultante] es el punto, iah?
Para demostrar que este punto [(] es el punto medio de la circunferencia podemos
hacer cualquier segmento [construye un segmento con extremos en el punto Cy un
punto D sobre la circunferencia distinto a Ay Bl hasta cualquier punto de la circunfe-
rencia [construye el segmento CE de la misma forma] y hallar la distancia, entonces
podemos demostrar que la distancia es 32y este otro 3,2 [son valores mostrados en
pantalla al utilizar la herramienta distancia en los dos segmentos construidos]. Igual
podemos hacer cualquier punto [construye el punto F sobre la circunferencia y lo
arrastra sobre esta] y trazar el segmento [CFl y pues también podemos aqui hallar la
distancia de este punto a aca [refiriéndose a los puntos Cy A (.) pues lo podemos
mover [punto Ay uno se da cuenta que siempre es la misma distancia [idea apoyada
en la conservacion de la medidal, asi uno se da cuenta que es el punto medio.

Figura 9
* En Colombia los estudiantes utilizan esta palabra coloquialmente para mostrar algo. La palabra esta

>

incorporada al lenguaje en contextos amplios y no necesariamente académicos.
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Los estudiantes usan de nuevo el procedimiento para construir la circunferencia
para la cual el segmento AB es diametro. Al parecer, reconocen este procedi-
miento como efectivo en esta situacion [Isa4] y sobre el mismo establecen un
orden [las2]. A diferencia de la primera vez que lo usaron, involucran un proce-
dimiento adicional para corroborar que el punto C es centro de la circunferencia
[las3]. Esto ultimo lleva a elaborar una estrategia para corroborar tal propiedad
[FTH], apoyados en las herramientas Segmento y Distancia o longitud, acompa-
nado de un discurso que justifica la forma de proceder y el resultado obtenido
[las1], es decir, que el punto C es efectivamente centro de la circunferencia [OEC].
Luego, EA relee el enunciado del problema donde esta la pregunta y EB sugiere
reportar los pasos de construccion para responder [ESP], pero su iniciativa no
tiene mayores avances y nuevamente quedan sin saber qué hacer. Esto ultimo
se debe a la forma en que han sido construidas las otras circunferencias.

DESCUBRIMIENTO DE UN NUEVO PROCEDIMIENTO
Después de haber manifestado un estado de incertidumbre reiterado, EA encuen-

tra la forma de determinar los centros de las circunferencias construidas con el
comando C3Py asi se lo comunica al profesor.

Figura 10
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24 EA  Pues hacemos lo mismo que hicimos ahorita. Trazamos una recta [AB], el segmento ABy
la mediatriz [del segmento]. Entonces uno se da cuenta que la mediatriz del segmento AB
[con el mouse la senala y recorre] tiene varias intersecciones con las distintas circunferen-
cias que hay (Figura 10). Entonces, pues, ubicamos los puntos de las intersecciones [de-
termina los puntos H e I de interseccion de la circunferencia que pasa por los puntos A,
By (] y trazamos el segmento [IH]. Entonces asi podemos sacar la mediatriz de este
punto [l (), de este segmento que acabamos de hacer [IH] y ahi ubicamos el punto
medio [determina la interseccién del segmento IHy su mediatriz], entonces el punto medio
serfa este [interseccion determinadal, de la circunferencia [es decir, el centro de la circun-
ferencial. Se puede hacer [el procedimiento] con todas [las circunferencias] porque (..)
porque las circunferencias que van a resultar siempre van a estar, o sea siempre van a
estar ubicadas en linea recta. Porque como ya tenemos los puntos dados [refiriéndose a
Ay Bl digamos, aca [utiliza la herramienta C3P sefialando a los puntos Ay By un nuevo
punto sobre la pantalla] uno se da cuenta que la circunferencia [manipula la circunferen-
cia que se esta determinando por A By el puntero del mouse] siempre estd ubicada en
(..) asi [muestran distintas posiciones de la circunferencial.

25 EA Estoy intentando decir que la mediatriz del segmento AB estd dividiendo la circunferencia,
que siempre la divide de la misma forma, asi esté mas grande, la circunferencia siempre
va a abrir de modo que la mediatriz la divide en dos partes iguales. Entonces asi se pue-
de hallar que, utilizando la mediatriz del segmento [AB] para hallar el punto medio [el
centro de cada circunferencial, siempre puedo utilizar la mediatriz. Ubicamos las intersec-
ciones acd [determina las intersecciones entre la mediatriz y una de las circunferencias],
trazamos el segmento [determinado por estos puntos de interseccion] (..) ubicamos las
intersecciones. Bueno, trazamos las intersecciones, tenemos el segmento (...)

26 Al (Cudl segmento?

27 EA  Elsegmento (.) es que por medio de la mediatriz ubicamos los dos puntos que intersecan
con la circunferencia, con cualquiera de la que estemos utilizando; en este caso utiliza-
mos esta [seleccionan una de las circunferencias ya construidas] y trazamos el segmento
[con extremos en las intersecciones con la mediatriz de AB| para poder establecer el
punto medio [el centro] pero utilizando la mediatriz [del nuevo segmento]. Ahora del seg-
mento que acabamos de hacer y nos damos cuenta de cual es el punto medio (..). Ubi-
camos el punto medio y si lo queremos comprobar hacemos lo mismo que ahorita, con
cualquier segmento. Ubicamos cualquier segmento y miramos su longitud.

[Reproduce el procedimiento para corroborar si el punto de interseccion del segmento IHy su
mediatriz es centro de la circunferencial.

28 EA  Nos damos cuenta que efectivamente es el punto medio de la circunferencia que acaba-
mos de estudiar. Ahora dice (..) [Lee] con base en lo realizado escribe la conjetura.
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El procedimiento sugerido por EA consiste en determinar, para cada circun-
ferencia, sus puntos de interseccién con la mediatriz del segmento AB. Estos
puntos determinan un segmento, al cual le construyen su mediatriz (que no es
la misma mediatriz del segmento AB), lo que lleva a obtener el centro de la
circunferencia. EA afirma dos hechos para este procedimiento: (1) la mediatriz
del segmento AB interseca a cada circunferencia en dos puntos [24] y (2) el
punto de interseccion entre el segmento cuyos extremos son las intersecciones
obtenidas en (1) y su mediatriz es el centro de la circunferencia [27].

Los estudiantes descubren un nuevo procedimiento, que les permite deter-
minar el centro de las circunferencias construidas con el comando C3P [lasl].
Explicitan en su didlogo el esquema asociado a este procedimiento [las2] para
involucrarlo en adelante. Al mismo tiempo, descubren una funcion adicional
[Isa3] para la mediatriz del segmento® AB, particularmente la obtencion de pun-
tos de interseccion con cada circunferencia; con ello pueden determinar sus
centros [Isal]. Ademas, reconocen el procedimiento sefalado al final de [27]
como medio de verificar la propiedad ser centro de la circunferencia en este
contexto [Isa4], mencionando ademas la forma en que este procedimiento se
ejecutaria [27], lo que nos lleva a asegurar que han reconocido un procedimiento
para usarlo en adelante [las2]. La forma en que construyen las circunferencias
que contienen a los puntos y involucra nuevamente el comando C3P, lo que
da evidencia de que ese comando ha sido asociado a ese producto y lo reco-
nocen, por lo menos EA, como medio para alcanzar ese fin [Isa4].

En términos del proceso de resolucion, EA traza y ejecuta un plan [ESP], sumi-
nistrando una explicacion empirica a su proceder [24] que se apoya en el uso de
la funcion de arrastre de GeoGebra para determinar la generalidad de su hipdtesis
[FTH]. En esa misma intervencion EA anticipa los resultados que obtendra al repli-
car el procedimiento usado y ejecuta acciones para validar su hipotesis. Ademas,
en [25] utiliza ejemplos concretos con miras a establecer resultados [FTH]. El pro-
ceso que EA describe en [24] goza de un orden en su formulacion; esto es, EA
opera de manera ordenada los datos que provienen de distintas fuentes [MVA] y
finalmente suministra una justificacion al cumplimiento de la propiedad [OEC] con
base en otro procedimiento elaborado previamente [27], [28].

Aun cuando los estudiantes no replican el procedimiento con una nueva
circunferencia, aseguran que se obtendrd un resultado similar en las otras

> Antes la usaban para determinar el punto medio del segmento ABy en consecuencia el centro de la
circunferencia para la cual este segmento es diametro.
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circunferencias, construidas con el comando C3P, dada la relacion de estas con
la mediatriz del segmento AB y su comprobacion a través de la funcién de
arrastre de GeoGebra [Isa4].

ESTABLECIMIENTO DE UNA PROPIEDAD

Hasta el momento, los estudiantes solo se han enfocado en determinar los centros
de cada circunferencia y su construccion es compleja por la cantidad de objetos
involucrados (Figura 11; hemos punteado las mediatrices construidas hasta el
momento y la recta AB para distinguirlas en la construccién). P2 ahora cuestiona
a los estudiantes sobre la propiedad de los centros de las circunferencias:

37
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Figura 11
Bueno, épero donde estan esos centros?
En la mediatriz del segmento AB. Es que mira [sefala la pantallal.

Listo, [.]. Pero mira que lo que tu acabas de decir esta bien (..) épor qué no lo escri-
bes? [dirigiéndose a EB], iqué es lo que acabas de decir? [dirigiéndose a EA], es que
se me olvidé. Estaba concentrada en lo que dice tu companero [EBJ; vuélvelo a decir.

Yo dije que siempre hay interseccion (...) es que lo puedo decir de otra forma. Digamos
que el centro es la interseccion del diametro con la mediatriz.

La interseccion del diametro. Pero mira que, aca en esta circunferencia [refiriéndose a
la circunferencia cuyo centro es el punto M] este [segmento AB] no es el didmetro [EA
y EB guardan silenciol. Vuélvelo a decir a ver si te entiendo.

Tengo los puntos Ay B que estan en (.), que pertenecen a la circunferencia (..) el cen-
tro es (..) la interseccion (..) la interseccion del didametro [con su mano recorre el didme-
tro de la circunferencia con centro M que es perpendicular al segmento JK vy la
mediatriz [mueve su mano de arriba abajo recorriendo la mediatriz del segmento ABI.
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P2 les pide a los estudiantes que se concentren en los puntos Ay B. Les pre-
gunta como construirian los centros de las circunferencias que contienen a los
puntos Ay B. Para responder, los estudiantes reconstruyen el procedimiento en
GeoGebra, a partir tnicamente de los puntos Ay B, pasando por la circunferencia
para la cual el segmento AB es diametro y algunas circunferencias que contienen
a los puntos A By un tercer punto cualquiera. Al final EA menciona:

querfa decir es que la mediatriz del segmento [AB] siempre divide la circunferencia
[todas las que se han construido] en dos.

En este punto termina el trabajo realizado por esta pareja. Hay cuatro asuntos
para resaltar:

— El proceso de construccion empleado para determinar los centros de las
circunferencias que contienen los puntos Ay B es valido. Es un procedi-
miento que efectivamente provee los centros de las circunferencias. Aun
cuando los estudiantes no dicen el motivo por el cual el procedimiento
funciona (en términos teoricos), logran proveer una justificacion al resul-
tado de este y verifican que los puntos son centros de las circunferencias,
valiéndose de la definicion de circunferencia, conocida con anterioridad,
a través de un mecanismo que involucra los comandos Segmento y Dis-
tancia o longitud.

— Lo que en cada circunferencia construida (distinta a la primera) era para
los estudiantes su diametro, era el segmento determinado por los puntos
de interseccion entre esa circunferencia y la mediatriz del segmento AB.
Los estudiantes no involucraron algun comando para corroborar esto y
no suministraron alguna explicacion. Esto nos lleva a cuestionar si ellos
reconocian este segmento como el diametro a partir de alguna propiedad
conocida o simplemente porque en la representacion asi lo parecia. Dada
la ausencia de una justificacion verbal o del uso de las herramientas de
GeoGebra para corroborarlo, tenemos inclinacion por la sequnda opcion.

— Destacamos la formulacién de cuatro conjeturas durante la conversacion
que se presento. Solo una de estas reporta la propiedad de los centros de
las circunferencias que contenian tanto al punto A como al punto B [38].
En otra, EA comunica una propiedad que no tiene relacion con lo que el
enunciado del problema solicitaba [44], aunque retoma una idea que en
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otro momento permitié garantizar la validez del procedimiento para deter-
minar los centros de las circunferencias construidas con el comando C3P.
Aun asi, debemos mencionar que esta propiedad reportada por EA es fruto
de 1a observacion realizada anteriormente y los resultados corroborados
a través de la funcion de arrastre [OEC]. En las otras dos, EA establece una
relacion similar entre un segmento y una mediatriz [40, 43]. En las inter-
venciones afirma que el centro de las circunferencias es la interseccion
entre estos dos objetos geométricos.

— En una conjetura EA menciona que ‘el centro es la interseccion del dia-
metro con la mediatriz’ [40]. Nos llama la atencion la generalidad con la
que se refiere a esta propiedad. Da lugar a pensar que esta evocando el
resultado del procedimiento planteado para determinar los centros de las
circunferencias. En consecuencia, EA propone una propiedad en funcién
de las acciones realizadas y corroboradas por él en algiin momento; es
decir, formula resultados, fruto de la observacion [OEC]. Sin embargo, no
tenemos evidencia clara para dar peso a esta interpretacion debido a que
P2 crey6 que EA se referia al segmento ABy la mediatriz de ese segmento.
Una forma de haber profundizado en la idea reportada por EA hubiera
sido solicitar que él explicitara los objetos a los que hacia mencion o que
explicara el motivo por el cual proponia esta propiedad.

DISCUSION

La descripcion del proceso de resolucion del problema por parte de esta pareja
nos brinda elementos para interpretar su comportamiento y reconocer la sinergia
entre el SGD y el razonamiento cientifico.

EL DUO RAZONAMIENTO CIENTIFICO Y USO DE GEOGEBRA EN LA RESOLUCION
DEL PROBLEMA

En términos generales, esta pareja involucré comandos de GeoGebra de manera
novedosa para abordar el problema propuesto y movilizd aspectos del razona-
miento cientifico. Estos elementos constituyeron un ddo que permitio a los
estudiantes llevar a cabo la actividad matematica de resolucion de un problema.
Presentamos un andlisis del déio generado en esta pareja.
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En la Tabla 4 resumimos las acciones realizadas, en correspondencia con los
indicadores adoptados para rastrear el razonamiento cientifico.

Tabla 4. Momentos de resolucion

Accion
Momento

Explorar de manera
sistematica un
problema [ESP]

Formular y testar
hipotesis [FTH]

Manipular variables
aisladas [MVA]

Observar y evaluar
consecuencias
[OEC]

Construccion de
las circunferencias

Cuestionamiento y
ejecucion de accio-
nes para saber si
hay distintas circun-
ferencias que contie-
nen alos puntos Ay

Se formula una
propiedad sobre la
existencia de
infinitas
circunferencias que
contienen a los

B. puntos Ay B.

Determinacion de | Se establece y En pantalla
los centros ejecuta un plan para solamente se deja

determinar centros de una circunferencia

circunferencias sobe la cual

construidas con C3P. implementar el plan

trazado.

Retoma de Se listan los pasos de Se provee
propuestas un procedimiento justificacion al
antiguas para obtener un hecho de que la

resultado particular.

interseccion de un
segmento y su
mediatriz es centro
de la
circunferencia.

Descubrimiento
de un nuevo
procedimiento

Se traza y ejecuta un
plan para determinar
un segmento en
cada dircunferencia
que sea diametro de
la misma.

Se involucra la
funcién de arrastre
para verificar la
validez de una
hipotesis: la media-
triz del segmento AB
divide todas las
circunferencias en
dos. Se usan ejem-
plos particulares.

Las construcciones
realizadas atienden
a una estructura
organizada
observada en el
discurso de los
estudiantes.

Se involucra un
procedimiento
conocido, sobre el
que conoce su
validez, para
justificar que el
resultado obtenido
en esta
oportunidad es
efectivamente el
deseado.

Establecimiento
de una propiedad

Se formulan como
propiedades: (i) la
mediatriz siempre
divide la circunferen-
cia en dos y (ii) el
centro es la intersec-
cion del segmento y
su mediatriz.
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Podemos reconocer cuatro momentos en los que tuvieron lugar acciones
correspondientes con al menos un indicador del razonamiento cientifico. En un
primer momento, se formularon hipotesis sobre la existencia de infinitas circun-
ferencias que contuvieran a los puntos Ay B. El ejercicio de corroborar esta idea
se favorecio por el uso de la funcion de arrastre de GeoGebra. En un segundo
momento, GeoGebra permiti6 manipular los objetos construidos con el fin de
ejecutar el plan trazado, infortunadamente sin resultados favorables para el
grupo. En un tercer momento, los comandos Segmento y longitud o Distancia
permitieron establecer una estrategia para tener la certeza de un procedimiento
que se conocia con anterioridad, lo cual llevd a proponer una justificacion
empirica sobre su validez. En el cuarto momento, se propuso un plan de accion
y este se ejecutd organizadamente, permitiendo que la funcion de arrastre diera
lugar a la observaciéon y formulacion de un invariante que conllevaria al esta-
blecimiento de un procedimiento para solucionar el problema. Al final, las pro-
piedades que se reportan como solucion al problema atienden al proceso
realizado con ayuda de GeoGebra. Este recorrido permite apreciar como se
presentaron aspectos del razonamiento cientifico, donde el SGD dio elementos
para descubrir, verificar y formular propiedades que en conjunto permitieron
solucionar el problema.

A lo largo del analisis pudimos evidenciar que los estudiantes desplegaron
cuatro procedimientos de acuerdo con sus necesidades: (1) la construccion de
una circunferencia para la cual un segmento se convierte en diametro; (2) la
construccion de circunferencias que contengan a dos puntos Ay By un tercer
punto tomado al azar; (3) la verificacion de que un punto es centro de una
circunferencia; (4) la construccion del diametro de una circunferencia para deter-
minar su centro. La interaccion oral no permitio evidenciar que ellos llevaran a
cabo un proceso de experimentacion; mas bien apreciamos un conocimiento
previo sobre la forma de utilizar el comando C3P. Sin embargo, cuando los
estudiantes tuvieron que afrontar el reto de determinar el centro de las circun-
ferencias construidas con C3P, emergié un procedimiento desconocido por ellos.
En esta emergencia, la funcion de arrastre fue determinante al permitir a los
estudiantes experimentar con una de estas circunferencias vista como una
representante de una familia, para corroborar su hipotesis. Este resultado fue Util
para los estudiantes: pudieron involucrar nuevamente los procedimientos que
conocian, modificaron esquemas que habian desarrollado, determinaron los
centros de las circunferencias construidas y corroboraron que estos efectivamen-
te satisfacian tal propiedad. Lo anterior muestra que la exploracion realizada por
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los estudiantes con el apoyo de GeoGebra les permitio obtener evidencia empi-
rica de la generalidad de una propiedad y apropiarse de la misma como parte
de su conocimiento para poder establecer conexiones con otros resultados cono-
cidos con anterioridad, aspecto caracteristico del razonamiento cientifico (Klahr
y Dunbar, 1988).

El razonamiento cientifico exhibido en el reconocimiento y uso de las herra-
mientas de GeoGebra nos permitio determinar el grado en que los procesos de
instrumentacion e instrumentalizacion tuvieron presencia. En la Tabla 5 se reco-
ge, para cada herramienta involucrada, los aspectos observados de cada
proceso.

En términos generales, los estudiantes reconocieron la forma de utilizar los
comandos y procedimientos involucrados al abordar el problema o la posibi-
lidad de conectarlos con otros ya conocidos. Este reconocimiento involucro
aspectos del razonamiento cientifico como la planeacion de una estrategia, la
formulacion de hipotesis sobre sus resultados, la operacion de las variables
involucradas y la observacion de resultados con miras a validar o rechazar
hipotesis, permitiendo asi el reconocimiento de posibilidades para resolver el
problema.

Encontramos evidencias del reconocimiento de posibilidades y limitaciones
de algunos comandos al involucrarlos para resolver la tarea, asunto que permite
asegurar que se dan indicios de instrumentalizacion. Particularmente, podemos
mencionar que tiene lugar la modificacion de funciones originales del artefacto
mediatriz, utilizado para poder determinar diametros en las circunferencias. En
los otros casos, aun cuando los estudiantes descubren y reconocen artefactos
como medios para la obtencion de fines, no tuvo lugar una modificacion en el
uso de estos. De acuerdo con Algahtaniy Powell (2016), creemos que el artefacto
se utiliza con el mismo fin para el cual se construyo, lo que no demanda enri-
quecer o modificar sus propiedades al incorporarlo. Este asunto es motivado por
el tipo de problema propuesto, donde se debia repetir el uso del mismo artefacto
varias veces. No hicimos observaciones en situaciones donde por limitaciones
en el uso de algun artefacto se hubieran buscado otras formas de incorporarlo
o de apropiarse de otro que permitiera resolver el problema. Considérese, por
ejemplo, que se debiera construir una circunferencia que contuviera dos puntos
y que ademas fuera tangente a una recta. En este caso el comando C3P no
podria involucrarse de la forma que se hizo en esta oportunidad.
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Tabla 5. Vestigios de instrumentacion e instrumentalizacion

Comando c3pP Segmento y longitud o |  Segmento, mediatriz y Mediatriz segmento
distancia compas
Funcion | Construir circunferencias | Corroborar si un punto | Construir circunferencia don- | Determinar didmetro de
que contengan puntos A|es centro de circunfe- [ de un segmento es didmetro | circunferencia.
y B. rencia. y el punto medio es centro.
- No. La funcion del comando se conoce con ante-|No. La funcién de los co-|Si. La mediatriz es usada para
& [rioridad. mandos se conoce con an-|descubrir puntos que determi-
terioridad. nan diametros.
N | No. No se presentaron limitaciones en su uso. Si. Determinar centro de cir-|No. No se reconocen limitacio-
- £ cunferencia dada por C3P. | nes en su uso.
=]
5] No. Solo se reconocié un proposito para su uso. |No. Solo se reconocié un|Si. Se reconocen 2 usos: construir
g E proposito para su uso. circunferencia donde segmento
g = AB es didmetro y determinar in-
E] terseccion con circunferencias.
=]
j%}
=4 . oA . P . N . .
= Si. C3P se utilizo siempre | Si. El procedimiento que [ Si. Cuando se contaba con |Si. Se reconoce que siempre serd
con esa funcion. involucraba estas he-|los puntos Ay B la primera | posible involucrar el procedi-
b1 rramientas se reconocio | circunferencia se construia | miento para las circunferencias
2 como apropiado en ese | de la misma forma. dadas por C3P.
contexto para su fun-
cion.
Si. Se reconoce la posibi- [ Si. Se implementa un |Si. Se reconoce un esquema | Si. Se reconoce un esquema para
lidad de involucrar C3P|esquema para corrobo-|para determinar los diame-|construir una  circunferencia
< |bajo un esquema deter-|rar la propiedad ‘ser|tros de las circunferencias. |para la cual un segmento sea su
<= I'minado y obtener circun- | centro de circunferen- diametro.
ferencias distintas. cia'".
c
8 Si. Se adopta un esque-|Si. Se establece un es-|Si. Es explicito el esquema | Si. Se establece un esquema para
€ | [ma para involucrar el|quema para involucrar el | involucrado para construir la | incorporar el procedimiento, aun-
Q) P . . . .
g | = |comando en adelante. procedimiento en reitera- | circunferencia. que solo se involucra una vez.
= .
£ das oportunidades.
=4
No. El esquema no se|No. El esquema no se|Si. El esquema se adapta|No. El esquema no se modifica.
3 | modifica. modifica. con el fin de corroborar que
= el punto es efectivamente
centro.
E No. Situacion poco analizada. Habria que ver el comportamiento al abordar otros problemas.

Respecto a la instrumentacion, podemos decir que aparecieron esquemas

de utilizacion de los comandos involucrados y que esto se favorecié por el des-
conocimiento de muchas herramientas de GeoGebra. Sin embargo, los esquemas
desarrollados no se modificaron, salvo en el esquema desarrollado por la pareja
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para determinar los centros de las circunferencias construidas con C3Py en las
afirmaciones realizadas para respaldar su validez. Al procedimiento que los
estudiantes conocian para construir una circunferencia a partir de su diametro
y determinar su centro ellos adhirieron otros pasos que permitieron ampliar su
alcance para determinar el centro de otras circunferencias. Es un esquema que
tiene validez en casos muy particulares. Sin embargo, a la luz de las ideas pro-
puestas por Samper et al. (2013), este resultado brinda evidencia sobre la acti-
vidad matematica exhibida por los estudiantes y el papel que el recurso
tecnoldgico y el razonamiento desempenaron.

CONCLUSIONES

Nuestro objetivo al presentar el analisis es aportar a la comprension de la siner-
gia que se produce entre el razonamiento cientifico y el uso de un SGD, mediante
el estudio de caso de una pareja de estudiantes. En lo que sigue ilustramos esta
idea, apoyados en los resultados del estudio realizado.

Con base en las ideas de Samper et al. (2013) y Trouche (2014), sobre la
interaccion de un individuo con artefactos y la mediacion de estos en la gene-
racion de conocimiento, mostramos la forma en que una pareja de estudiantes
involucrd el SGD GeoGebra en la resolucion de un problema. Resaltamos que
la relacion artefactos-individuos se estimula por los procesos de razonamiento
ejecutados por los estudiantes, que son promovidos por la tarea propuesta. La
naturaleza de la tarea y el desconocimiento de muchas herramientas del SGD
los llevd a contemplar estrategias de solucion como parte de su actividad mate-
matica involucrando el recurso del que disponian.

Reconocemos en la situacion presentada el rol protagénico asumido por
GeoGebra para afrontar el problema y la emergencia de esquemas asociados a
algunos comandos del software. Las acciones y modos de proceder de la pareja
examinada dejan ver el efecto de la sinergia entre el uso de los recursos y
acciones propias del razonamiento cientifico que permitieron a los estudiantes
reconocer en algunos comandos, de manera individual o en conjunto, formas
para alcanzar propositos especificos. Este ejercicio permitio identificar artefactos
que evolucionaron en instrumentos para los estudiantes. Aun asi, resaltamos el
caracter subjetivo de la relacion artefactos-individuos (Algahtani'y Powell, 2016),
asunto evidente en la forma en que la pareja analizada involucré los artefactos
y desarrollé para estos esquemas particulares.
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La resoluciéon del problema brind6 a los estudiantes, gracias al uso del SGD,
la oportunidad de experimentar e indagar, apoyandose en objetos y relaciones
geomeétricas no todas conocidas anteriormente por ellos. El abanico de posibili-
dades que el software ofrece les permite experimentar y someter a prueba ideas,
en funcion de los alcances y limitaciones de los comandos usados, lo cual da
evidencia empirica para poder validar o rechazar las ideas y, en consecuencia,
ampliar el conjunto de conocimientos que tienen. Uno de los aspectos caracte-
risticos del razonamiento cientifico, es la conexién que se establece entre el
conocimiento de los individuos y los resultados obtenidos en un proceso de
experimentacion (Klahry Dunbar, 1988) y en esta via, se reconoce al SGD como
un promotor de acciones ligadas a este proceso cognitivo.

Las ideas mencionadas anteriormente permiten comprender la sinergia sur-
gida entre el razonamiento cientifico desplegado por los estudiantes y el uso de
GeoGebra, lo que lleva a la conformacion de un ddo que impulsa procesos
propios de la actividad matematica esperada en la escuela. Como ilustramos,
cada proceso de vio favorecido por la actuacion conjunta de estos dos elementos.
De ahi que se considere la necesidad de explotar dicho dio de manera mas
decidida el nivel escolar. Ademas, el andlisis presentado deja ver la necesidad
de herramientas apropiadas de las que se pueda disponer para que acciones
propias del razonamiento cientifico puedan emerger, dada la demanda que
impone realizar acciones de esta naturaleza. Lo anterior se apoya en la natura-
leza de los indicadores propuestos para analizar el proceso de resolucion de la
pareja de estudiantes y la forma en que el SGD se involucré en este.
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